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1 Binare quadratische Formen

1.1 Summe von 2 Quadraten

n=x*+y> neNuxyeZ

Proposition 1.1.1:

Sind m, n € N Summe von zwei Quadraten, so ist es auch m - n.

Beweis. Seim =a* +b%n=x*+ yz‘
mn = (a* + b*) (x* + ) = (ax + by)* + (ay — bx)?
(= (ax - by)2 + (ay + bx)?) O

— Es gentigt, den Fall n = p € P zu untersuchen.

Satz 1.1.2:
1. 2=1+1

2. p =3 (mod 4) ist niemals Summe von zwei Quadraten

3. p =1 (mod 4) ist eindeutig als Summe von zwei Quadraten darstellbar

Beweis. 1. klar
2.0=0,1 (mod4) = O0+0=0,1,2 (mod 4)

3. Seip=1 (mod 4)
Existenz: x> = —1 (mod p) ist losbar, das heift p | x? + 1, 3k: pk = x2 + 1. Wihle k
minimal, sodass pk = x% + »? mit (x,y) = 1. Wihle a,b: x = a (mod p),y = b
(mod p) mit |a|, |b] < %. Dannist a> + b*> = 0 (mod p) und a® + b* < %2. Es folgt: das
minimale k erfillt 1 < k < 12—7. Behauptung: es gilt K = 1. Angenommen k > 1. Seien
x =u (mod k),y = v (mod k) mit |ul, |v] < %. Es ist u?> + v> = 0 (mod k), also
u? +v? =k - Imit 1 SlS§<k.

(pk)(kl) = pkzl = (x? +y2)(u2 +v?) = (xu +yv)2 + (xv — yu)2



Esist xu + yv = x> + »?> = 0 (mod k), xv — yu = 0 (mod k). Also xu + yv =
kxo, xv—yu = kyo. Es folgt: pl = x3 +y2 mit [ < k ein Widerspruch zur Voraussetzung
k> 1.

Eindeutigkeit: Angenommen p = ¢?+d? = a*>+b* mita = ¢ (mod 2) undb =d (mod 2).

C+P=+d? = - = -1
a—ca+c_d—bd+b

= azcb#d
2 2 2 2 ( )

Sei s == ggT (57, %) Dann ist ¢ = st, % =suundesgiltt - S =u- d—;'b. Es ist
(u,t) = 1. 4¢ :u-vund% =t-v.

a=st+uv

b=tv—su

p=a’+b* = (st +uv)® + (tv —su)® = (W +t*) (s +v*)  (1.11) O

——
>2 >2

Korollar 1.1.3:
n=0+0 & n=p/ ---pi* mite; =0 (mod 2) falls p; = 3 (mod 4).

Beweis. = : Seip =3 (mod 4) mit p | nund n = x* + y?, sodass x* + > =0 (mod p).
x*=(-1)-y* (modp) = «'= (—1)}%1 -y?71 (mod p).
Falls pf x( = p 1 y),sofolgte 1 = —1 (mod p), ein Widerspruch. Alsogilt p | x A p | ,
daher p? | x2 + y2.
2

&= Schreibe n = m* - n’, wobei alle Primfaktoren von n’ kongruent 1 mod 4 sind. Nach Theo-
rem 1.1.1ist n’ = x2 + y2, somit m*n’ = (mx)? + (my)>. O

Aufgaben:
1. Bestimmeallen e N: n=0-0.

2. Bestimme allen € N: n = 0.9 + Oso.

3. Zeigedassn# 0O 4+ O = n#* O + 0O
N—— Y— N~ Y—
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1.2 Binare quadratische Formen (BQF)

Definition 1.2.1:
Eine Funktion
f: 72>z
(x,9) — ax® + bxy + cy?

heifdt BQF.
f stellt m dar: & 3(x,y): m = ax® + bxy + cy?

Esgilta =f(1,0),c =f(0,1),b =f(1,1) — f(1,0) — (0, 1). Schreibe f = (a, b, c).

Definition 1.2.2:
Zwei Formen f, g heiflen dquivalent (f ~ g) falls JU € SLy(Z) mitf o U = g. Ist U =

(;‘ g) € SL,(Z), so stellen f und f o U dieselben Zahlen dar.

f(x,y) =m fOU(U_ (y)):m

foE=ffoU=g = f=goU L, foU=g,g0oV=h = foUV =h.

Definition 1.2.3:

Fir f = (a, b, ¢) schreiben wir

fiir die Diskriminante von f.

Proposition 1.2.4:
Seif =(a,b,c)undfolU = (A B,C) mitU = (j g) € SL, Z. Dann gilt:
1. A =aa’ + bay + cy?,
B =2aaf + b(ad + By) + 2cy0,
C=a+B?+DbBd +co?



2A° B\ .22 b
2'(3 zc)‘U(b 2c)U

3. D(f) =D(f o U)

Beweis. L
A=(foU)(1,0) =f(U (é)) = f(,7)
C=(foU)(0,1) =f(U (‘1’)) = £(6,%)

B :f(U(i)) -f(v (}))) —f(U (‘1’)) ~ e+ By +0)— () — (B 0)

f(x,y) = x) (

—_——
AN =R
N —

y
x
U = (A B,C
) ] (J’ ) ( :
3. folgt unmittelbar aus Punkt 2.

Fiir D(f) mit f = (a,b,¢) gilt D = 0,1 (mod 4), denn D(f) = b? — 4ac = b* (mod 4). Fiir
festes D = 0 (mod 4) istf = (1,0, %) die Hauptform zur Diskriminante D. Fiir festes D = 1

(mod 4) ist f = (1, 1, :52) die Hauptform zur Diskriminante D.
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Definition 1.2.5:
Eine BQF f heif3t positiv (negativ) definit, falls f(x, y) > 0 (f(x,y) < 0) fiir alle (x, y) #
(0,0). f heiflt indefinit, falls 3(x1, y1), (%2, y2): f(x1,91) > 0 A f(x2,2) <O

Bemerkung 1.2.6:
Falls D(f) = 0, so existieren f, die weder positiv definit, negativ definit noch indefinit

sind. f = (a,b,¢c) =
4af (x,y) = (2ax + by)* = D(f)y*. (1.1)
f hat fiir D(f) = 0 konstantes Vorzeichen, aber 3(x,y) # (0,0) mit f(x,y) = 0.
a#0: (x,9) =(-b,2a)
a=0:(x,9) =(1,0)



Satz 1.2.7:

f sei eine BQF.
1. f ist positiv (negativ) definit &= D(f) <0Aa>0(a <0)

2. f istindefinit &= D(f) >0

Beweis. 1. Sei D(f) < 0 A a > 0. Aus Gleichung (1.1) folgt f(x, y) > OV(x, y): (x,y) # (0,0).

Umgekehrt wissen wir dass D(f) # 0. Wire D(f) > 0, so folgte aus Gleichung (1.1) die
Existenz negativer Werte (4af (—2a, b) = —Db?).

2. Sei D(f) > 0.4af(—2a,b) <0 A 4af(1,0) > Ofallsa # 0. Fallsa =0istf(x,1) = bx +c.

Umgekehrt wissen wir aus Punkt 1, dass D(f) > 0 gelten muss. Wire D(f) = 0, so folgte aus
Gleichung (1.1), dass das Vorzeichen von f konstant ist, falls a # 0. Falls a = 0, so ist b = 0,
alsof = cy?. ]

1.3 Positiv definite binare quadratische Formen (PDBQF)

f NDBQF = —f PDBQF.
SLy(Z) = (8, T), wobei S = - 1), 7=(° !
2 = , , WOD€E1Y = o 1]’ = 1 ol

1 g 2
g — —_ _
Sé = ( 0 1) ,T“ =—-E
Direktes Nachrechnen liefert fiir f = (a, b, ¢):

foS¢=(a2ag+bag’ +bg+c), foT=(c,~ba)

Bemerkung 1.3.1:

~ ist Aquivalenzrelation auf der Menge der PDBQF. — es geniigt in jeder Aquivalenzklasse
eine form zu untersuchen.

Definition 1.3.2:

f = (a, b, c¢) PDBQF heiflt reduziert, wenn

|b| <a<c.



Wir zeigen: jede Aquivalenzklasse enthilt mindestens eine reduzierte Form.

Lemma 1.3.3:

Istf = (a,b,c),so existiert ein a € {0, 1} und ein g € Z mit

foT*S% = (ay, by, c1) mit |by| < a; = min{a, c}

Beweis. Falls a < ¢ wiahle ¢ = 0. Falls a > ¢, wiahle ¢ =

1.
a’ = min{a, c} und |b’| = |b|. Wihle nun g so, dass |g + Zb—al,l <

Mit f o T* = (d',b',¢") = f' gilt:
1

2

f'oS8=(a,b +2d'g,dg*>+b'g+c’)und somit

& |2d’g + V| < da’.Dann ist

a; =d’,|by| = |b" +2d’g| < a’ =a; = min{aq, c}.

Satz 1.3.4:

Jede PDBQEF ist zu einer reduzierten Form f oU dquivalent. Dabeiist U = T*S81TS8>T - . - T S8k
mita € {0,1},g; € Z,k € N.

Beweis. Wihle gemifl Theorem 1.3.3 a1, g1 so, dass foT*1S81 = (ay, by, c1) mit |by| < a; = min{a, c}.
Seien a; € {0,1} und gj € Z bereits gewahlt fir 1 < j < n — 1. Dann seien a,, g, so gewihlt, dass
foT*S88 ...T*§8 = (ay,, by, c,) mit |b,| < a, = min{a,_1,¢cy—1}. Dannist 1 < a, < a,_; und
es existiert ein k mit ap = ap41. Es ist |bg| < ap. Wiire ¢, < ag, so wiire ap = dp41 = min{ag, cp} =

Cr < ag, ein Widerspruch. Also ist (ag, by, ¢) reduziert. O

Beispiel 1.3.5:

f = (5) _4! 2)rD(f) =-26

—4
~ (2,45 g=-1 — =1
f~(245) g wegen ——

(2,4,5) 0S8 = (2,4 + 44,2¢° + 4g + 5)
mitg = —1:f ~ (2,0, 3) ist reduziert.

Proposition 1.3.6:

Sei f = (a, b, ¢) pDBQF und reduziert.



1. a =min{f(x, y): x # 0}.
2. ¢ = min{f(x,y): y # 0}.
3. a—|b| + c =min{f(x,y): x # 0,y # 0}.

4. f(x,y) = ahat die Losungen
a) (1,0),(-1,0) fir |b| < a <,
b) (1,0),(-1,0),(0,1),(0,-1) fiir |b| < a =,
o (1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1), (1, —sgn(b)), (—1,sgn(b)) fiir |b| =a =c.

5. f(x,y) =a— |b| + c hat die Losungen (x # 0, y # 0):

(1,—sgn(b)), (—1,sgn(b)) fallsb # 0
(1,1),(1,-1), (=1,1), (=1,-1) fallsb =0

Beweis. Behauptung: |x| > |y| = f(x,y) > (a— |b| +¢) - y*.

f(x,9) = ax? + bxy + cy* > ax® — |b| xy + cy?
>axy — |b|lxy + cy2 =(a—|b)xy + cy2
> (a—|b| + c)y2

Analog, falls |y| > |x|] = f(x,y) > (a — |b] + ¢)x>.

Fir [xy| > L gilt: f(x,y) >a—|b|+¢c 2c>a .
———
da f reduziert

Fir |[xy| < 1:fallsx # 0,y # Ofolgt |x| =|y| =lund f(x,y) > a—|b| |xy|+c=a—|b] +c.
Durch Einsetzen erhalten wir Punkte 3 und 5.

Falls f(x,y) =aunda — |b| + ¢ > a folgt x = 0 oder y = 0. Falls y = 0, folgt |x| = 1, woraus
Punkte 1 und 4a folgen.

Falls |y| = 1und x =0,soista =f(x,y) =cund f(0,1) =f(0,—1) = g, also Punkt 4b.

Falls a — |b| + ¢ = a, das heifdt |b| = ¢ = a,und |xy| = 1,soistf(x,y) > a—|b] |xy| + ¢ =
a — |b| + ¢ = a und Punkt 4c folgt.

Fir |x| = |y| =Tistf(x,y) > a—1|b| +c >c.f(0,1) =f(0,—1) = ¢ liefert Punkt 2. O

Definition 1.3.7:

a — |b] + ¢ > ¢ > a heilen drittes / zweites / erstes Minimum von [ = (a, b, ¢).



Satz 1.3.8:

In jeder Aquivalenzklasse PDBQF liegen hochstens 2 reduzierte Formen. In diesem Fall gilt:

f =(a,b,a) ~ (a,—b,a) oder f = (a,xa,c) ~ (a,Fa,c)

Beweis. Seien (a,b,c) und (a’,V’, ¢’) beide reduziert: |b| < a < ¢, |V'| < a’ < (. Falls (a,b,¢) ~
(a’, b, ), so stellen sie dieselben Zahlen mit derselben Anzahl von Lésungen dar. Insbesondere:
a =min{f(x, y): x # 0} = min{f’(x, y): x # 0} = a’. Wenn ¢ > q, so ist ¢ die nidchstgrofte von f
beziehungsweise f” dargestellte Zahl. f(x, y) = a hat genau 2 Lésungen = f’(x, y) = a hat auch
genau 2 Losungen = ¢’ > a’ = ¢’ ist die nichstgrofite von f’ dargestellte Zahl. Insgesamt
alsoc =¢'.

Wegen D(f) = D(f’) ist |b| = |b’|. Lediglich (a, b, c) ~ (a, —b, ¢) ist moglich.

Sei (a,b,¢c) oU = (a,-b,c) = U == LB = +Sf. Durch Einsetzen folgt —b = 2af + b,

0 1
woraus folgt dass a | b. Wegen |b| < a folgt |b| = a.
Fallsc =a,soistU =T. ]
Satz 1.3.9:

Sei D < 0. Dann gibt es hochstens endlich viele Aquivalenzklassen ppBQF mit D(f) = D.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass es hochstens endlich viele reduzierte Formen mit D(f) = D gibt.

f(a,b,c) reduziert = |b|<a<c = b <ac

= |D(f)| = 4ac — b* > 3ac > 3a*

D] D]
= 1<ax< T,Oﬁlblﬁaﬁ 3

( = nur endlich viele Moglichkeiten fiir a, b)

D = b* — 4ac bestimmt ¢ eindeutig, wenn a, b gegeben sind. O

Definition 1.3.10:
Die Anzahl der Aquivalenzklassen ppBQF mit D(f) = D heiflt Klassenzahl h(D).

10



Beispiel 1.3.11:
1D =-3 = as<2 — 4=18-4 = -3b = 0nicht moglich
(wegen mod 4) = |b| =1 = ¢ = 1.2 reduzierte Formen mit D(f) =
-3:(1,1,1),(1,-1, 1). Diese sind dquivalent = h(-3) = 1.

d4
2. D=—-4 = 1gas\/§ — a=1 = P -4c=-4 = h=0 = c=
1 = (1,0,1) einzige reduzierte Form, h(—4) = 1.
3. D=-15 = 1<a<V5 = ac{l,2}

2 mod 4
tFll a=1 = b —4c=-15 = |b| € {0,1} = |bp|=1 = c=4 =
(1,1,4),(1,—1,4) sind dquivalent

d
2Falla=2 = -8 =-15 = |b| €{0,1,2}) =" |p|=1 — c=
2 = (2,1,1),(2,-1,2) = h(-15) =2

Definition 1.3.12:

f sei ppBQF und U € SL,(Z), dann heiflt U ein Automorphismus von f, falls f o U = f.
Schreibe U € A(f).

Proposition 1.3.13:
f ppBQF, U € SL,(Z). Dann ist A(f) < SL,(Z) und weiters ist A(f) zu A(f o U) konjugiert.

Beweis. Ubung O

Satz 1.3.14:

Seif = (a, b, c) reduziert.
1. Fallsa < c oder ¢ > |b| > 0, so ist A(f) = {E, —E} (allgemeiner Fall).

2. Fallsa=c > |b| =0,s0ist A(f) = {E, T, T%, T*} = (T).

3. Fallsa = ¢ = |b|, soist A(f) = (R) mit R = ((1) _11), wobei R Ordnung 6 hat.

11



Definition 1.3.15:

Seim € Z,f PDBQF, X, yo € Z mit f(xo, o) = m. Diese Darstellung von m heifit eigentlich,
falls ggT'(x0, o) = 1, ansonsten uneigentlich.

Beispiel 1.3.16:

f(x,3)=x* 3" m=48

48= 824 =72_12
S —— ———
uneigentlich  eigentlich

Bemerkung 1.3.17:

Ist m € Z quadratfrei, so ist jede Darstellung von m eigentlich.

Wir schrianken uns nun auf die Untersuchung eigentlicher Darstellungen ein.
Sei f(a,y) = m eine eigentliche Darstellung von m durch f.

ggT(Of,)/) =1 = Elﬁo, 50 e Z: aé\o - ﬁo}/ =1

s ] esu@.rou o) =ran =

foU; = (A, B, C;) mit Ay = m, By = 2aafo + b(ady + yfo) + 2cydo + 2tm. Wihle jetzt t = ¢,
so, dass 0 < B;, < 2m, By, ist unabhingig von (¢, dp und heifst Minimalwurzel der Darstellung
f(a,y) =m.MitU; = Uy, gilt f o Uy, = (m, By, C,) mit 0 < By, < 2m.

Aus D(f) = D(f o U,,) folgt

Wir setzen U; =

Btzo —4mCy, = D(f) (1.2)
= Cy=-— (B - D(f)
m

Aus Gleichung (1.2) folgt z2 = D(f) (mod 4m) ist 1osbar, (z = B;,) mit einer Lésung 0 < z < 2m.

Satz 1.3.18:

Sei f PDBQF, m > 0 quadratfrei. Seien {Bj, ..., By} die Losungen von B> = D(f) (mod 4m)
mit0 < B; < 2mfiri = 1,...,k. Setze C; = ﬁ(Bi2 — D(f)) und f; = (m, B;, C;). Fiir

12



1 <i<t<kgelte zudem f; ~ f, das heifdt U; = (Zl gl) € SLy(Z) mit f; = f o U;. Dann

gilt: {VUi ((l)) :VeA(f)1<i< t} ist Losungsmenge von f(x,y) = m. Die Anzahl der

Losungen ist genau ¢ - |A(f)].

Beweis. SeiV € A(f)und 1 <i < tfest. m =f;(1,2) =f o U;(1,0) =f o VU;(1,0), das heilt VU;
ist Losung.
Umgekehrt: Sei f(x, y) = m und Uy, die zu dieser Darstellung gehdrende Matrix. Dann ist

Uto ((1)) = (;) und f o Uy, = (m,B,C) mit B> = D(f) (mod 4m), mit 0 < B < 2m,C =

ﬁ(B2 — D(f)). Es folgt: 31 < i < kmit B = B;,C = C; und daher f o U;, = f;, sodass sogar
1 <i <t gelten muss. '
Dahergilt:fi=fo Uy, =folU; = f=foU,oU ' = U,o Ul.‘1 € A(f). Also Uy, = VU;

g N

=V
. . 1 1
Es verbleibt zu zeigen: VU; ol = U;

o] = V=Eundi=j.

. v »” o a;
Sei dazu V' = V=1 = 1,0 = 1(U,,U; € SLy(2)) Aus
Hdazt (U3 U4) (}’1) (y]) ﬁyl ] BJV] ( i 2( )) u

i) _ -1 %) _ [ V4 T2 (4 _ o N |
(Vi) =Y (}’j) - (—U3 ] ) (;/]-) folgt a; = v4aj — v27), i v3aj + v1Yj.

1= (1.)40(]' - vzyj)o“i - ﬁi(—v3aj + vly]-) [——4 0(]'(1)431' + U3ﬂi) - }/]'(1}25\1' + vlﬁi) =1

0; = 5,’ + i+ 0;

— dgez:{’ o vsPi + 89

[5]' = Uza\i + Ulﬂi + ga;
Das heifdt (ﬂ’ =V (ﬁ’) g (aj) = (ﬁ’ - gal) Das heifst U; = VU;S® fiir g € Z. Also ist

0 0i Vi 0i+g
foUj=foUS und wegen 0 < B;, Bj < 2mist ¢ = 0 und daher fj = f o U; =f o U; = f;, sodass
Bi=Bj,i=j,V =E. O
Beispiel 1.3.19:

Finde alle Losungen von 121x% + 98xy + 20y% = 17.f = (121 98,20), D(f) = —

f ~ (20,—-98,121). Bestimme g: nidchste ganze Zahl an 22 — g =208 =
(20,—18,20 - 4 — 98 - 2 + 121) = (20,18, 5).

(20,—-18,5) ~ (5,18,20). Bestimme g: nichste ganze Zahl an 1108 = g=-2fo
$72 = (5,-2, 4) ist reduziert.

0

(4,2,5) =f o TS*TS™2T, mit U = (_2 _1)
_ 5 2

U

13



Bestimme alle Losungen von 4x% + 2xy + 5y% = 17.

Bestimme alle Losungen < 34 von B? = —76 (mod 4-17).Das sind genau die Losungen
von Z% = -2 (mod 17). Lésungen sind 7 und 10. Mit B = 2Z ergibt sich B = 14, B =
20 fiir die Minimalwurzeln. Die zugeh6rigen Formen sind (17, 14, ﬁ(mz +76)) =
(17,14,4) und (17,20, 7). Uberpriife, welche der Formen zu (4, 2, 5) dquivalent ist.

fi =(17,14,4) ~ (4,-14,17) ~ (4,2,5)
fa = (17,20,7) ~ (7,-20,17) ~ (7,-6,4) ~ (4,6,7) ~ (4,—2,5) + (4,2,5)
fioTS*=(4,2,5 =foU = fi=foUoS 2T

U= (_52 _21) S = (_12 _01) (T™' =-T)

52 )=

200
= 5)0)=(5)

sind Losungen der urspriinglichen Gleichung.

Beispiel 1.3.20:
x?+ 92 =m,f =(1,0,1),D(f) = —4, f reduziert, h(—4) = 1.

Satz 1.3.21:

Seim = 2%p; - - - p quadratfrei. Falls 3i: 1 <i < kmit p; =3 (mod 4), so hat x*> + y> =m

keine Losung. Falls p; = 1 (mod 4),1 < i < k, so hat x? + y? = m genau 2+ Losungen (in
2).

Beweis. f =(1,0,1). B> = —4 (mod 4m). Falls 3i: 1 <i < kmit p; =3 (mod 4), so hat 22 = —
(mod p;) keine Losung, daher auch z2> = —1 (mod m) keine.

Falls p; = 1 (mod 4),1 < i < k, die Losungen von B?> = —4 (mod 4m), die kleiner 2m sind,
22 = -1 (mod p;)
z? = -1 (mod 2%)
2
. Losungen. Daher hat 22 = —1 (mod m) nach dem CRS genau 2% Losungen. Wegen |A(f)| = 4
fir f = (1,0, 1) gibt es 2¥*2 Losungen. ]

entsprechen genau den Losungen von z2 = —1 (mod m). Fiir jedes i hat genau
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Aufgaben:

1. Bestimme die zu f = (133, 108, 22) dquivalente, reduzierte Form.
2. Bestimme h(-20).

3. Zeige:P 3> p=x2+5y? & p=1,9 (mod 20)

1.4 Summen von 4 Quadraten

Satz 1.4.1 (Lagrange):

Jedes n € N ist Summe von 4 Quadraten ganzer Zahlen. (n = x2 + y2 + 22 + w? mit
x,9,z,w € ”Z)

Beweis.

(2 +y*+ 2 +w?) (@ + 0"+ P +d?) = (ax + by + cz + dw)? + (ay — bx + dz — cw)*+

(az — cx + bw — dy)* + (aw — dx + cy — bz)?

= Es geniigt, die Aussage fiir p € P zu verifizieren. 2 = 1% + 12 + 0% + 0°.

Sei nun p € P ungerade. 0%,1%,...,( [%1)2 sind [%1 Zahlen, die inkongruent sind (mod p).
—-0%2-1,-1*2-1,..., —(‘U—;I)2 — 1 sind 1%1 Zahlen, die inkongruent sind (mod p). Zusammen
sind dies p + 1 Zahlen, die nicht alle inkongruent (mod p) sein kénnen.

Daher existieren x, y mit x> = —y?> — 1 (mod p) & x*>+»?>+1+0=0 (mod p). Wegen
x,y € {0, 1,...,%}giltx2+y2+l < p? und daher ist x* + y? + 1 = mp fiir ein m mit 0 < m < p.
Sei I die kleinste positive Zahl mit Ip = x% + y% + 2% + w?. Wir wissen, dass [ < m < p.

Behauptung: [ ist ungerade. Wire [ gerade, so wiiren o, 2 oder 4 der Summanden in x%+y?+22 +w?
ungerade. OBdA seien x + y, x — y,z + w, z — w gerade. Dann gilt

I 2 fx — )2 2 — w\2
£:(x+y) (x y) +(z+u)) +(z W)’
2 2 2 2 2

ein Widerspruch zu [ minimal.

Behauptung: I = 1. Seien x’, y’, 2, w’ die absolut kleinsten Reste von x, y, z, w bei Division durch
I. Dann gilt x> + > + 22 + w? =0 (mod 1).n >0 (I 1 p).

n

1)2
I=1 (mod2) = n<4-(5) =2,

Daher gilt n = kIl mit 0 < k < .

15



Es ist
(RD)(Ip) =n(x* + > + 22 +w?) = (2 + y? + 22+ wH) (P + 2 + 22 +w?) =
O+0+4+0+0.
Jedes O ist durch [ teilbar!
O =xx+yy +227 +ww =x* +y* + 22 +w? =0 (mod [)
Oy=xy —yx' +zw —wz' =xy—yx+zw-wz=0 (mod [)
O3=---=0 (mod )
O4=---=0 (mod )

Esfolgt: kp =0’ + O’ + O’ + O, ein Widerspruchzuk < 1 Also [ = 1,p = x> + > + 22 + w?. O

Aufgaben:
1 2%+l 2 O 0+ Oug + Osg + Oso

2. Jedes n > 169 ist Summe von 5 Quadraten > 0

3.n=4"8k+7) = n+0+0+0

1.5 Ternare quadratische Formen und Summen von 3 Quadraten

Beispiel 1.5.1:

3=12+1%+1?
5=22+1%+0?
15#0+0+0

F=F(xy,...,%) = Xp apiXpx; mit ag; € Z,a; = agg. D(F) = det((agi)1<k,i<r) heiflt Diskrimi-
nante von F.

Warnung:

Achtung, das heifit fiir bindre quadratische Formen, dass

b2
=ac— —.
4

Das ist anders als in Abschnitt 1.3 beziehungsweise Theorem 1.2.3!

a 3
L C

D((a,b,¢c)) =

2
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F = Yprapxex) ~ G = Y brxpx; falls 3U € SL.(Z): F o U = G. In diesem Fall gilt:
B =U'AU, by = 2imn Umk@mnlUn. ~ ist eine Aquivalenzrelation, dquivalente Formen stellen die
selben Zahlen mit den selben Vielfachheiten dar.

Definition 1.5.2:
F heifdt positiv definit, falls F(xy,...,x,) > OV(xq,...,x,) # (0,...,0).

Proposition 1.5.3:

3
F(x1,x3,x3) = Z agixpxj ist positiv definit &= aj; > 0 A ajjaz; — a%z >0
k=1
AD(F) >0
Weiters F ist positiv definit =—
2
anF = (anx; +anxy + aizxs)” + K(xy, x3) (1.3)

mit K pPpDBQF mit Diskriminante a1 D (F).

Beweis. Mittels direktem Nachrechnen erhilt man

K(x3,x3) = (aj1az — aﬁz)xi +2(ay1a23 — a12a13)x2x3 + (ay1a33 — a%)x%

D(K) = (anaz — aj,)*(anass — ajy)? — (anazs — aagz)® = -+ = ay D(F)

Sei F positiv definit. a;; = F(1,0,0) > 0. Es gilt F ist positiv definit &= K ist positiv definit!
Falls K nicht positiv definit, so existieren x;, x3 mit K(x;,x3) < 0 (wobei (x,, x3) # (0,0)). Dann

istauchK (aj1x2, aj1x3) < 0.
S~
2 Y3
Wihle eine ganzzahlige Losung von aj1x1 + ajpy, + a;1y3 = 0. Dann ist F(xq, 2, y3) =

K(y2,y3) <0, also ist F nicht positiv definit.
Umgekehrt: ist K positiv definit, so folgt aus Gleichung (1.3) F(x1, x2,x3) = K(x3,x3). Falls
(x2,x3) # (0,0), soist F > 0. Falls x, = x3 =0, soist x; # 0 und F(x,0,0) = aux% > 0.

. . . anD(F) >0 .
K ist positiv definit & 5 , Was zu zeigen war. m|
apaz; —ay, > 0

17



Lemma 1.5.4:

Fiir
Uy * *
U= Uy * *
Uusp * %

mit ggT (111, uz1,u31) = 1 existieren 6 weitere Eintrige, sodass U € SL3(Z) ist.

Beweis. Sei g = ggT(uy1,uz1). Dann ist ggT (g, u31) = 1. Fuqz, uaz, sodass uq1uzz — Uiz = g und

Uir Uiz it

s, t sodass gs—u3zit = 1.Setze U = |up; up %” . Durch Entwickeln nach der 1. Spalte erhalten
uz; O s

wir U € SL3(Z) O

Satz 1.5.5:

Jede Aquivalenzklasse PpTQF enthilt eine Form mit

4
ap < g\/sD(F), 2lan| < any, 2lags| < ajg.

Beweis. Sei F eine ppTQF. Wihle aq; als die kleinste positive von einer zu F dquivalenten Form

dargestellte Zahl. Dann sei (411, uz1,u31) eine Losung von F(x1, x5, x3) = ay;. Die Minimalitit

von aj; garantiert ggT (uyy,uz1,u31) = 1. Mit Theorem 1.5.4, wihle ein U € SL3(Z) mit U =
Uip * %

Uzp * *|

Usp * %

Setze G := F o U. Mit G = )} bpxpx; folgt byy = G(1,0,0) = Fo U(1,0,0) = F(uyy,uz1,u31) =
1 r s

aj.Setzenun D := [0 t u |mittw—uv = lundsetze H := GoD, H(y1,¥2,¥3) ‘= X Qi Ve )I-
0O v w

Es gilt
ay]p a2 a3 1 0 O bll b12 b13 1 r S
a1 dz ax|=|r t v b21 bzz b23 Ot u
as; dsy dss s u w/\bs1 bz b3z/\0 v w

ajp =ap -1
- 6112:6111'T+b12't+b12'l)

a13:a11-s+b12-u+b13-w

18



und H = G o D impliziert

X1 i
x2|=D|y
X3 J3
X1 B B
(b11 b1z b13) X2 =(b11 b1z b13)D 2 =(6111 a2 a13) 2
X3 )3

V3
Aus Gleichung (1.3) folgt:

a11G = (by1x; + biaxy + bizxs)® + K(x, x3)

an H = (allyl +adpy; + a13y3)2 + L(y2yy3)
mit ppBQF K und L.

a11(G(x1,x2,x3) = H(y1, 2, y3)) = K(x2,x3) — L(y2, y3)-

Mit H = G o D folgt, dass K o lt) 4= L. Insbesondere ist K ~ L als PDBQF. Bezeichnet d die

Diskriminante von F (und G, H), so hat L die Diskriminante a;;d und fithrenden Koeffizienten
ajiax — a%z. Wihle nun ¢, u, v, w so, dass L als PDBQF reduziert ist.
2
Behauptung: ajjaz; — a%z < %\/alld.

(f = (a, b, c) mit Diskriminante d reduziert, dann ist |b| < a < ¢ Es folgt: a*> < ac =d + % <
d+§ = %azsd = gas\/g = %\/EZa)

dip =anr + tblz + Ub13

N’
=m

aiz =ais+ ub12 + Wblg,

—_———

=n

Wihle r, s so, dass |apz| < T, |ags] < ‘%] a1, ay3 liegen in den Restklassen m,n (mod ay;), wir
wihlen die minimalen Vertreter dieser Restklassen. H(0, 1,0) = a;; > a1 aufgrund der Wahl von
aqp als kleinster von einer zu F dquivalenten Form dargestellten, positiven Zahl.

2
2 2 2
aj, < anaxp = (ajjax —ay,) +aj, < % and

. . 3 .
Durch Umformen ergibt sich a;; < g\/g, was zu zeigen war.

Korollar 1.5.6:

Jede ppTQF mit Diskriminante 1 ist zu x% + x% + x% dquivalent.
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Beweis. Jede solche ist zu einer Form mit den Eigenschaften aus Theorem 1.5.5 dquivalent. a;; <
% = ay; = l,a;3 = 0,a;3 = 0, also F(xl,.’XI2, X3) = x% + K(.’XIz, X3) mit K(.’sz, x3) = a22x§ +

2a73X3%3 + a33x§. K hat Diskriminante 1 (—4 in Abschnitt 1.3) und ist daher dquivalent zu x% + x%

1 00
t
viaU = ( u) € SLy(Z). Dannist F ~ x? + x5 + x3 mittels Verkniipfung mit[0 t u | O
v 0O v w

Satz 1.5.7:

Jedes n € N, das nicht von der Form n = 4™ - (8k + 7) ist, ldsst sich als Summe von 3
Quadraten schreiben.

Beweis. n=0+0+4+0 = 4n=0+0+0. SeioBdAn # 0 (mod 4),sodassn = 1,2,3,5,6

(mod 8). Wegen Theorem 1.5.6 geniigt es, fiir jedes dieser n eine ppTQF der Diskriminante 1 zu
finden, die n darstellt.

Bestimme ay1, a1, a2, a13, 23, 433, X1, X2, X3 mit:
o alle + 2,12x1x, + azzxg + 2a13X1x32d33X2X3 + a33x§ =n
e a;; >0

2
e dp1d —aj; > 0
—_————
=b

aj; a2 a3
e laz1 apxp ax|=1
as; dsz 4ass

Wir legen sofort 6 der Unbekannten fest: aj3 = 1,d3 = 0,a33 = n,x; = x5 = 0,x3 = 1. Dies
garantiert, dass n von der Form dargestellt wird ( &< 1. Bedingung).

app app 1
n=11=1+0+0v".ay; >0folgtaus:n > lund|a;; az; O|=bn—ay =1
1 0 n

dzzzbn—1>b—120

aiiar = b+ app >0

Es verbleiben 2 Bedingungen: um diese zu erfiillen, miissen wir ein b > 0 bestimmen, fiir
das:

2
b+a12

ap] = €7 b+a%250 (mod ay,)

az2
& —b Quadratischer Rest (mod a,;)
&= —b Quadratischer Rest (mod bn — 1)

Wir unterscheiden 2 Fille:
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1. n = 2,6 (mod 8). Behauptung: wir kénnen b so wihlen, dass bn — 1 =: p eine

Primzahl ist, fiir die (_717) = 1. Wir wihlen dazu eine Primzahl p aus der arithmetis-
chen Progression (n — 1) + 4nt. Die Existenz ist durch Theorem 3.5.6 gegeben. Setze
b=4t+1,p=bn—1.Wegenn =2 (mod 4),b =1 (mod 4) folgt p = 1 (mod 4).

2)-EI-0)- - )

3 firn=1,5 (mod 8) ) o enet
. In jedem Fall ist <5—

1 fiirn=3 (mod 8)

ungerade, ggT(“%-, 4n) = 1. Die arithmetische Progression = L + 4nt enthilt daher

eine Primzahl p. Fiir diese ist p = %((St +c)n—1),b=8—cund2p =bn—1.bist

ungerade.

. n = 1,3,5 (mod 8). Setze ¢ := {

n=1 (mod8 = b=3 (mod8),p=1 (mod4)
n=3 (mod8) = b=1 (mod8),p=1 (mod 4)
n=5 (mod8) = b=3 (mod38),p=3 (mod4)

= injedem Fall ist ;72;11%1 gerade. Zudem gilt () = (F)(3) = 1.

_(p)_(p) -2\ (-2p) (1-mb) [1 1
IRAVZEERVIAN B U R U B VY A
Also ist —b quadratischer Rest (mod p), da b ungerade ist, folgt —b quadratischer Rest
(mod 2p), also (mod bn — 1). m]
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2 Quadratische Formen iiber Q, R, Q,

2.1 p-adische Zahlen

x? =2 (mod 7)...x% (mod 7%). x> = 2 (mod 7) hat Lésungen 3, -3 in Z/7Z. Setze xo = 3.
Gesucht: x; € Z mit x% =2 (mod 7%) mit x; = xo (mod 7), das heiflt x; = x¢ + 7a; mit a; € Z.

(xo+7a1))*=2 (mod 7%) x(2)+2-7a1x0+72a%52 (mod 7%)
— (x§—2)+7'2a1x050 (mod 7%)
& 7+7-6a;=0 (mod 7%
> 14+6a;=0 (mod7) & a;=1 (mod7)

Also x; =3+ 1-7ist Lésung von x2 — 2 = 0 (mod 49).

Allgemein: sei x, = f:o a;7' eine Losung von x> =2 =0 (mod 7k+1). Gesucht ist x4 mit
xiﬂ —2=0 (mod 7¥*?) und xj,; = x (mod 7**!). Schreibe xg41 = xp + ap1 75+
7* ) =2 = xi +2- 7 g + 72’e+zai+1 —2  (mod 7%*?)

0= (xf —2) +2ap+17"" ', (mod 7¢*2)
—_———
7k+1bk+1

(xp +

— 0=bpsq +2ap41 Xk (mod 7)
~——
=x9 (mod 7)

& 0= bpy1 + 6dpy;  (mod 7)
— dap+1 = —bk+1 6_1 = bk+1 (mod 7)
——
-1
— eindeutige Fortsetzung von x; (mod 7R st xpyg = fjol ai7'.
Hier:
Xo = 3
X =3+1-7=10
X =3+1-7+2-72=108
X3=3+1-7+2-72+6-7° =2166
X4 =3+1-7+2-7+6-7P+1-7"=_..
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Definition 2.1.1:
Fir p € P heifit

Z,:= {(xk) I (%er1z) s 51 =36 (mod pk”>}

k=0

mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation, 0 := (0), 1 := (1), der Ring der
p-adischen ganzen Zahlen.
Esistey: Z — 27, eine Einbettung.

ne (a,n,...)

Beispiel 2.1.2:

p=7

£,(173) = (173,173,...) = (5,26,173,173,...)
e7(=1) = (Z1,=1,...) = (6,48,342,..., 7 = 1)

Ver(2) = (3,10, 108, 2166, ...

x = (&) heifdt reduziert, falls 0 < x < p**!. Alternativ verwenden wir die Potenzrei-

hendarstellung:
x = Z aip'
i=0

e7(-1)=6+6-7+6-7*+...

mit 0 < a; < p.

Zy x = (X0,%1,%2,...) Mit X € Z, k+17 und X4 = X (mod P mit ap, = xk;,:—:lx’“ folgt

p
x =agp® +apl +azp? +--- mit0 < q; < p.

Beispiel 2.1.3:

B 7°+4-7"+2.7)+(5-7°+3-7H =GB +57° + (4 +3)7 L +2-7?
=1-7%4+1.7'4+3.72

(3-57°+(3-3+4-5)7!
+(4-342-572+(2-3)7°
=1-7°+3.7'4+5.7242.7+1.7*

G- 7°+4-7'+2.7).5-7°+3.7Y) =
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Satz 2.1.4:

1. Zp ist HIB.

2. p: 2 > 7, ist eine Einbettung.

x (x,x,...)
3. Z;:Zp\pr

4 Firx € Z,\ {0}: x = p" -umitu € Z,, n € N eindeutig. Insbesondere ist p das
einzige Primelement in Z .

5. 197, = I=(0)VI=p"Z, mitn > 1.Esgilt:

ﬂp”Zp = (0), ZVan = Z/an.

n>1 b

Beweis. 1. Zeigen Z, ist 18, HiB folgt dann aus Punkt 5. Seien x = (x¢), » = (y) # 0. Zu Zeigen:
z=xy = (xgyr) # 0.Im,n: x, # 0 (mod p"*!), y,, £ 0 (mod p™*1). Seil = m + n.
Nach Definition gilt: x; = x, (mod p"*!) und y; = x,, (mod p™!). = x;=u- p”' mit
(u,p) =1undn’ < n.
y=v-p" mitm’ < m Esistm’ +n’ <lundz =uvp™*™ % 0 (mod p™*'), das heift
z#0.

2. klar.

3. x € pZ, kann keine Einheit sein, denn dann ist xo = 0 (mod p) und daher gilt fiir jedes
Y € Zy: (xy)o =0,im Widerspruchzu xy = (1, 1,...).

Umgekehrt, sei x € Z, \ pZ,. Dann ist xo # 0 (mod p) Daher ist x; = xo (mod p) und
folglich xj € (Z/pk”Z) . Daher existiert yj := x;l in Z/pk”Z und wir setzen y = ().
Behauptung: yr+1 = ¥ (mod pk”). Nach Definition gilt X4 - yp+1 = 1 (mod p**?) und
Xps1 = X (mod p**1). Esfolgt: xg - yps1 = 1 (mod p**!). Andererseits gilt nach Definition:
Xp - Y = 1 (mod p**!). Daraus folgt die Behauptung.

4. Seix = (x) € p"Z, = x,, =0in Z/pk+1Zfﬁrk < nsodass (> p"Z, = {0}. Firx #0

in Z, gilt daher: 3n: x € p"Z, \ p"*'Z,. Daherist x = p" -umitu € Z, \ pZ,, wobei n
eindeutig festgelegt ist. Nach Punkt 1 folgt: auch u ist eindeutig bestimmt.
Behauptung: p ist prim, das heifit p | xy = p | xVp | y.Ausp | xy folgt: xy €
pZ, & xy ¢ Z, Esfolgt:x ¢ Z,Vy ¢ Z, dasheifit x € pZ,V y € pZ,. Aus der
Darstellung x = p" - u mitu € Z, fiir alle x € Z,, folgt, dass es kein weiteres Primelement
geben kann.
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5. Seil < Z,. Aus (51 p"Z, = {0} folgt (51 (p"Z, N 1) ={0}.1 =1nN pOZp und daher
existiert ein minimales »n mit
INnp"Z,=1 (2.1)

und I N p™'Z, G I
Behauptung: I = p"Z,,.
INnp™z,¢1 = Fx:xelxglnp™'z,

Dieses x hat die Gestalt u - p" mitu € Z,,. Es folgt: p" € I und somit p"Z, C I. Wegen
Gleichung (2.1) gilt auch p"Z, 2 I, insgesamt also p"Z, = I.
Sei 1T die kanonische Projektion [], Z, phtiz = Z, "z Die Einschrankung [T von T auf
Z, ist surjektiv: fiir x,_1 € Z/p”Z ist M(xp—1,...) = Xp_1.

kerl 97, = kerl=p'Z,Vkerll = (0).

M(p*) =0 & k < n,sodasskerll = p"Z, (das heifdt [ = n). Mit dem Homomorphiesatz
folgt die Behauptung. O

Definition 2.1.5:

Q, = {g:rEZp,SEZp\{O}}

als Quotientenkorper von Z, heifdt Kérper der p-adischen Zahlen.

Nach Theorem 2.1.4 gilt

@p:{;%’rezwneN}:{p”-u:uezﬁr”EZ}-

¢p setzt sich zu einer Einbettung von Q < Q, folgt, dass die Darstellung x = p" - u mit
ue Z;, n € Z weiterhin eindeutig ist.

Definition 2.1.6:

Die p-adische Bewertung v, auf Q, ist definiert durch

Q, — Z U {oo}
Vpipl iU n

0 — o0.
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Lemma 2.1.7:
(1) vp(x) =00 &= x=0.
(2) vp(xy) =vp(x) +v,(p).
(3) vp(x + y) = min{v,(x),v,(y)}. Falls v,(x) # v,(y), gilt sogar v,(x + y) =
min{v,(x),v,(»)}.
(4) x€Z, & vp(x)20.
(5) x € Z; & v(x) =0.

Beweis. Punkte 2.1.7 (1) und 2.1.7 (2) folgen unmittelbar aus der Definition.

3. Istx =0V y =0, so ist nichts zu zeigen. Fir x = p" - u, y = p" - v mit oBdA n < m.

>0

—
x+y=pu+ptv=p"u+p ™" v) = vy(x+y)=n=v,(x) =min{v,(x),v,(»)}.
~—_———
€Z,
Falls v,(x) # v,(y), das heilt m # n, soistu + p™"v € Z,, das heifit vp(x +y) =n =

vp(x) = min{v,(x),v,(y)}. O

Bemerkung 2.1.8:
Die Punkte 2.1.7 (1) bis 2.1.7 (3) charakterisieren Bewertungen auf einem Korper. Die
Abbildung v: K — Z U {oo}: v(x) = 0Vx € K \ {0},7(0) = oo heiflt die triviale
Bewertung auf K.

Definition 2.1.9:
Auf Q, definiert || ¥ Q, — R, definiert durch x p‘Vﬁ(") einen Absolutbetrag (Norm).

Lemma 2.1.10:
cx[, Z0A x|, =0 & x =0.

=

N

Nxl, = 1xl, 121,

Cx +y|p < max{|x|,, |y|p}.Falls x|, # |y|p, so gilt sogar |x +y|p = max{|x|,, |y|p}.

(SN

xeZ, & |x[, <L

»

xeZ, = |x[,=1

N
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Bemerkung 2.1.11:
+ Die Punkte 1 bis 3 charakterisieren Absolutbetrige auf Korpern.

» Der p-adische Absolutbetrag auf Q, ist nicht-archimedisch (das heift |n - 1] p=1
fiir alle n € N).

X € Qp: x=p'u— vp(x) =n |x|p = p‘Vp(x) =p"

Satz 2.1.12:
Q) ist beztiglich |-, vollstandig, das heifit jede Cauchy Folge konvergiert.

Beweis. OBdA bestehe die Cauchyfolge (xi)ien aus Elementen von Z,. {|x;|, : i € N} ist nach
oben beschrankt: sonst gibe es firm € Nein N € N:i,j > N: x|, > |x]-|p > p™. Wegen
|xl- - xj|p = |xi], > p™, im Widerspruch zu x; Cauchyfolge.

Wihle m € N mit m > max{|xi|, : i € N} ersetzen wir (x;)ien durch (p™xi)ien. Sei nun (x;)ien
eine Cauchyfolge aus Z,,. Fiir k € N wihle N, so, dass |xi - xj|p < p‘k fiir i, j > Ni. OBdA sei Ni
monoton wachsend.

|xl- - xj| < p_k = v(xi—x) >k & xj—xj€ pk“ZP.
Wihle nun z;, € Z mit z; = x; = x; (mod pk“) (fir i, j > Np). Wegen Npyq1 > N gilt zp41 = 23
(mod p**1), das heiflt (z;) bestimmt eindeutig eine p-adische ganze Zahl z.

i—00

Firi > N gilt x; = z;, = z (mod pk”), also |x; — z| < p_k, alsox; — z. O

Auf Q kann ||, auch definiert werden als

wobei p? || aund pf || b.Q p ist dann die Vervollstindigung von Q beziiglich || . (Aquivalenzklassen
von Cauchyfolgen)

Definition 2.1.13:
Zwei Absolutbetrige |-| und ||-|| auf einem Koérper K heiflen dquivalent, falls 3¢, C > 0 mit

c- -l <l =C-I-l-
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Satz 2.1.14 (Satz von Ostrowski):

Jeder nicht-triviale Absolutbetrag auf Q ist zu |-| oder |-|,,, p € P &quivalent.

Satz 2.1.15 (Produktformel):
Fiir alle x € Q \ {0} gilt

]_[ ], = 1.

pEPU{co}
Dabei ist ||, = |].

Beweis. Schreibe x = £ [] ep p™) mit ep(x) € Z,e,(x) = 0 fiir alle bis auf endlich viele p.

oo = [ |, 1xl, = pr,
peP

sodass das Produkt 1 ergibt. O

Zuriick zum Losen polynomialer Gleichungen:

Lemma 2.1.16:
Seif € Z,[x] und & € Z, mit f(%) =0 (mod p*).Fira € Z,1 < kgilt

f(x+ap") =0 (mod p**') = f'(2)-a= _’;(,f)

(mod pl).

Beweis. Entwickle f als Taylorreiheum % : f(x) = Z?:o xi(x—x) mit¢; € Z,.Esistco =f(%),¢1 =
(3.
d

d
f(x+ap) = ) cilaph) = F(2) + F (R)ap* + p™ ) ciap
i=2

i=0
= f(%) +f/(F)ap® (mod p**).
Daher ist

f(x+ apk) =0 (mod pk+l) — f(x)+ f’(a?)apk =0 (mod pk+l)

= (f;—i) + f'(a?)a)pk =0 (mod pk+l)
— %(f) = af’(%) (mod p'). O
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Lemma 2.1.17 (Lemma von Hensel):
Seif € Z,[x] ein Polynom % € Z, mit f(#) = 0 (mod p),f’(%¥) # 0 (mod p). Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes x € Z, mit f(x) =0und x = £ (mod p). (Jede einfache
Nullstelle von f (mod p) kann geliftet werden zu einer einfachen Nullstelle von f in Z,,.)

Wir zeigen eine weniger allgemeine Formulierung:

Satz 2.1.18:
Seif € Z,[x] und X € Z, mitf(%) =0 (mod p?*1) und vp(f’(%)) = L. Dann existiert ein
eindeutig bestimmtes x € Z, mit f(x) =0und x = £ (mod pih.

Beweis. Wir konstruieren x € Z, als Folge (xj) mit x; € Z mit

« Xy =% (rnod pmin{l+1,k+1})

« X = xp_; (mod p*)
« f(xx) =0 (mod p***1)

dz € Zmitz = % (mod pz”l). Setze x, = x1 =--+ = x; = 2. Sei xp—1(k — 1 > ) schon bestimmt.
Setze xp = xp_1 + apk mit a € Z. Nach dem Theorem 2.1.16:

f(xe-1)

F(xp) = f(xper + ap) (P = f'(xp-1)a = _p—k‘ (mod p'*!). (2.2)

Wir wissen, dass nach Konstruktion xp_; = # (mod p"*!') = f’(xx_1) = f (%) (mod p"*')
und daher f’(x_1) =0 (mod p') und f'(xr_1) £ 0 (mod p'*!). Daher gilt: Vvp(f'(xp-1)) =1L
f(xp_1) =0 (mod p**!) nach Annahme = p*f’(xp_1) | f(xp-1).a = f,_(fx(zk;)‘;k ist daher die
eindeutige Losung von Gleichung (2.2).
Es folgt: x = xp_; + ap® (mod p**') (eindeutig, da a eindeutig). Mit x := (x;) haben wir eine
Nullstelle von f. O

2.2 Quadratrestklassen und das Hilbertsymbol
x?—din Z,.
Fiir einen Korper K sei (K*)? = {a’: a € K*}. (K*)*> < K* und wir konnen K*/(K*)z

betrachten. x? = d I6sen entspricht der Untersuchung ob d(K*)? = (K*)2. ‘K */( K*)? entspricht

der Anzahl der Moglichkeiten in K* kein Quadrat zu sein.
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« Fir K = Z/pZ:

oy -7
pZ
fir p # 2,
2zl , e
/ZZ/((Z/ZZ) )2 {1}
. fur K =R:
*/([R*)Z = TH7
(x € R: sgn(x)\/W,—l ¢ (R)?)
« Fir K = Q:
oy =%z i‘% Z\y.
Beweis. Sei¢: Q" — Z/ZZ X @ Z/ZZ , wobei u(—1) = 1,u(+1) = 0. Da jedes

peP

x > (u(sgn(x)), vp(x) (mod 2))
x € Q" hochstens endlich viele Primteiler in Zdhler und Nenner besitzt, liegt das Bild von ¢
in der angegebenen Menge. ¢ ist Homomorphismus: wegen der bewiesenen Rechenregeln
fiir v,(x). ¢ ist surjektiv ist klar. ker(¢): x = > = x € ker¢. Ist x € ker ¢, so ist x
positiv, fiir jede Primzahl p ist v,(x) gerade, also x =[] ,ep pY = I—[pe[p(p’/)2 = ([1ep )2
Aus dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung. O

Nun K = Q. Wir definieren fiir u € Z;:

(-(-s2)- )

wennu = (xq, X1,...).

Satz 2.2.1:

.o . «
Seix =p"-u€Q,mitu € Z,

2) fir p # 2

x € (@;)2 & n=0 (mod 2) und G
u=1 (mod8) firp=2.

Beweis. Falls x = 2, so gilt vp(x) = vp(yz) =2v,(y).
Ist n gerade, so ist p"u € (@;)2 & u € (Z;)z. Im Fall p # 2 folgt aus u = v?: (%) =

(%) = (1%)2 = 1. Umgekehrt, ist (;‘—7) = 1 so besitzt f(x) = x? — u eine Nullstelle mod p.
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Fir f(y) = 0 (mod p) ist f'(y) =2y # 0 (mod p) und nach dem Theorem 2.1.17 von Hensel
(I = 0) existiert ein v € Z, mit f(v) = 0. Im Fall p = 2,u = v’ mitv € Z5,sodass 2 { u,2 1 v.
u=1+2x,v=1+2ymitx,y € Z,.1+2x =1+4y +4y> = x =2y(1 + y). Es folgt

x =0 (mod4) = wu = 1 (mod 8). Umgekehrt, seiu = 1 (mod 8). 3 ist Nullstelle von

f(x) =x%—u (mod 8) und v,(f’(3)) = v2(6) = 1 und aus Theorem 2.1.17 von Hensel (I = 1) folgt:

3x € Z,: f(x) =0, das heilt u = x2. O

Korollar 2.2.2:
Seip € P\ {2}. Dann ist

¢: @V(@;)z = Z/ZZ X Z/ZZ (, wobei u(1) =0,u(-1) =1)

p"u(‘ll);;)2 — (‘u ((:—;)) ,n  (mod 2))

ein Isomorphismus.

Beujeis. Sei ¢: Q, — Z/ZZ X Z/ZZ analog deﬁniNert. ¢ ist Honiomorphismus v
¢ ist surjektiv: mit ¢ € Z, sodass (é) =—list¢(¢) = (1,0),¢(p) = (0, 1).
Aus dem Theorem 2.2.1 folgt ker ¢ = (@;)2, aus dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung.o

Bemerkung 2.2.3:

{1, ¢, p, ep} ist vollstindiges Reprisentantensystem von Q;k/ (@)
P

Korollar 2.2.4:
Fiir p = 2 ist
% * 3
. Z Z ~ (Z
b: W ay — (%4z) x %2z = (%22)
2"u(@3)? — (u  (mod 8),n +27)

ein [somorphismus.

Bemerkung 2.2.5:

{£1, £5, £2, +10} ist ein vollstindiges Reprisentantensystem von @S/ (Q)?
2

31



Beispiel 2.2.6:
833 in ;. 833 = 72 - 17. Berechne (%) = (%) = —(%) = —1, also ist 833 kein Quadrat in
Q.

Satz 2.2.7:

x? = d hat genau dann eine rationale Losung, wenn es Lésungen in R und @, Vp € P gibt.

Beweis. Jede rationale Losung ist eine solche in R, Q.
Ist x2 = d in R 16sbar, so ist d > 0 und ist x* = d in Q) losbar, so ist vp(d) gerade. Also ist d ein
Quadrat. O

Umformulierung: dy? = z? (setze x = % = x’=dx’=d = x*=d-l,x=2,y=1)

Verallgemeinerung: wir untersuchen die Losbarkeit von ax* + by* = z* iiber R/Q/Q,,.

Definition 2.2.8 (Hilbertsymbol):
Seip € P U {oo},a,b € Q). Das Hilbertsymbol (“Tf’) € {+1} genau dann gleich 1, wenn
ax? + by? = z? eine Losung # (0,0,0) in @;’, besitzt.

Warum wird gerade f(x, y,2) = ax>+b y2 — 72 untersucht?

Satz 2.2.9 (Trigheitssatz von Sylvester):
Sei Q(x1,...,x,) = Z?j:l a;jx;xj mit a;; = aj; € K eine quadratische Form in n Variablen
iiber K, wobei char K # 2. Dann existiert eine lineare Koordinatentransformation, die Q in

Q=P (Jtixl.2 tiberfiihrt, mit &; # O fiir i = 1,..., 7. r heiflt dabei rang(Q).

Ist Q ternire Form, soist Q ~ a X2+ ﬂy2 + yzz. OBdA «, 3, 7 # 0. Wir sind an der Darstellbarkeit
von o interessiert.

ax’ + By? = -y =
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Lemma 2.2.10:

Fiir a,b € R*

a,b
(—):1 & a>0Vb>D0.

(0¢]

Beweis. (= )weilz?>0 = a>0Vb>0.
(<=)istoBdAa>0,soista-12+b-0 = (1/a)’.

Lemma 2.2.11:
Fir p € P U {oo} gilt: (mit a, b,c,d € CD;)

W (5=

(@ (%) = (%4 =1

) (“’1’%“) =1, fallsa # 1
(@ (59 = (*5)

() (F) = (5%)

P
acy _ e (b — (abe
(6) Falls (%) = 1, so gilt: (%) = (%)

Beweis. L Vv
22a-0°+1-1"=1% a-1*-a-12=0?
3.0-1°+(1-a)-12=12
4. ac’x* +bd*y? =22 = a(cx)? +b(dy)? = 2*

5.

abx® + acy’ =2 = —2* +acy® = —abx’
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6. Sei(%) = (“Tf’) = l.ax?+cy? = 2%, ax*+by* = #* Falls y = Ooder j = 0,so gilt ax?+bcy? =
2% hat die Losung (x, 0, z) bzw. (%, 0, 2). Falls Y, 9 # 0,s0ist (xZ + zX, yj,axx + zZ) eine
nicht-triviale Losung von ax? + bcy? = 22, = (an’C) =1.

Umgekehrt: ist ( %) = (“%) = 1, so folgt aus obiger Uberlegung (ersetze b durch bc)

abcy _ rabeey _ rabc®y _ ab
(ake) = (abee) = (b - (ab), 0

Satz 2.2.12:
Seipe P\ {2},mne Zuve Z;. Dann gilt:

O () =1
@ (55 =()
3 (55 = (39

Allgemein gilt:

) 4 )
p p p

Beweis. 1. Untersuche ux? + vy? = 22 und setzen y = 1. ux? + v = 2> (mod p) hat stets eine
Losung (%, 2) € (Z/pz)2 \ {0,0}.
Sei M := {ux’> +v: x € Z/pZ}’ M, :={z*:z ¢ Z/pZ}' Esist |[M;| = |[M;| = ‘%1. Daher
git MiNM, #0) — TJw € Z/pZ: ux’?+v=w =z
Sei oBdA x # 0. Wihle z € Z, mit z = z (mod p) und betrachte das Polynom f(x) =
ux? + v — z%. Es ist nach Konstruktion f(%) = 0 in Z/pZ' Weiters gilt f'(x) = 2xu # 0
(mod p). Nach dem Theorem 2.1.17 von Hensel existiert ein x € Z, mit f(x) = 0, das heifit
ux2 +v- 12 =22, also (”7“) =1.

2. Angenommen (%) = 1. Dann existiert Losung (x, ,z) von ux? + pvy* = z2. OBdA ist
mindestens ein der 3 Komponenten in Z;. Behauptung: dann ist x € Z},. Wire nédmlich
x € pZ,, sofolgez € pZ, = y € pZp, ein Widerspruch zur Annahme. mod p gilt:

2_ 2 * ilt: u = (£)? L) =
0 #ux® =z* (mod p) = z€ Zyundesgilt:u= (%)’ (mod p) = (;)—1-

Umgekehrt, sei (%) = 1.Dannistu = 2z (mod p) losbar. Mittels Theorem 2.1.17 folgt z2 = u
hat Losung z € Z},. Dann gilt: u - 12 + pv - 0* = z% und somit (u’%) =1

(pu, pv) 221 6) (pu, —uv) 221202 ( —uv )
p p p O
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Satz 2.2.13:
Far u2", v2™ mit u, v € Z; gilt:

u2" v2™m
2

)—( DT )T ()

Fiir das Reprisentantensystem {+1, +5, +2, +10} von @Z/(@*)z gilt:
2

1 -1 5 -5 2 -2 10 -10

Beweis. Tabelle nachpriifen.
2. Zeile:

- (5 —1-1242-12=17

- (32 —1-1245-12=22
(=9 —1-12+10-12 =32

-(#) 2y = 22, OBdA.: szZ*=>x2
(mod 8) = yp? =1 (mod 4) ¢, also (=1=2 2 =-1.

1 2211(4) , _1— _1-9. 2.2.11 (6)
- (F) TR (ES) = (HF) =

~1,-5 —1,—1.5y 2.2.11(
'( P ):( P )

.(110)_(—1110)22116)( )__

2,-2 10—10
=(=5) =+

=-1,-2\ _
(22) = -1,

T =

Aus Punkt 2.2.11 (2) folgt: (

z2=1 (mod 8) = -2y?

Es gilt: —5(Q3%)? = 3(Q})? = 11(@ )2, sodass nach Punkt 2.2.11 (3)

=2
(2852
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Nach Punkt 2.2.11 (5): (#) = (_2'1{2'5) = (_2{5) =+1
Die anderen Symbole ergeben sich mittels Punkt 2.2.11 (6), da sich die entsprechenden a, b in
(a?b) lediglich in einem Vorzeichen unterscheiden. Beispiel dazu: (%) = (#) = (%) =+1.0

Korollar 2.2.14:
Das Hilbertsymbol ist bimultiplikativ.

Beweis. Fiir p € P folgt das aus den angegebenen geschlossenen Ausdriicken Gleichungen (2.3)

u— w2
und (2.4), denn u (;’;),u — (—l)T1 (mod 2),u — (—I)T1 (mod 2) sind multiplikativ und
das Produkt multiplikativer Funktionen ist ist wieder multiplikativ.
Fiir p = oo:

(_1;0_1) ' (_1;0_1) =(-D-(-)=1= (%) _ (—1,(—2 (—1))}

alle anderen Fille folgen.

Satz 2.2.15 (Produktformel):
Fira, b € Q" gilt:

Beweis. OBdA seien a,b € Z (denn (%’)) hiangt nur von der Quadratrestklasse von a und b ab,
multiplizieren mit Quadraten der Nenner.

Nur endlich viele Hilbertsymbole im Produkt sind # 1, denn fiir p e P\ {2} undp fa,pt b
ist (“Tf’) = 1. Wegen der Bimultiplikativitidt und wegen (%) = 1 geniigt es, folgende Fille zu
betrachten: (mitr # ¢ € P\ {2})

(a: b) = (_1’ _1)’ (_1’ 2)! (_1! (I), (20 2)! (2’ C])(q; q)! (‘]; 1").

Beachte, dass

2,2 21,21 2.2.11 (5) 2,—1

(—)=(——) =" (—)
p p
p p
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Fir diese 5 Falle gilt folgende Tabelle:

(eb) [ (&) () () =D i
(-1,-1) | -1 1 1+l 1
(-1,2) +1 +1 +1 +1 1
(-1,9) +1 (-1) & (Z1) 41 | 1 (wegen 1. Erginzungssatz’) i

q
2_
(2,9) +1 (—1)% (%) +1 | 1 (wegen 2. Erginzungssatz®)

r—1

(r,9) 1 ()T (3 (1) 1 (wegen QRG?)

Korollar 2.2.16:

Die Gleichung ax? + by* = z* habe Losungen in R und in @,(p € P \ {q}). Dann hat sie
auch eine in Q.

Satz 2.2.17 (Minkowski-Hasse (n = 3)):

Seien a, b € Q*. Die Gleichung ax? + by? = z? hat genau dann eine nicht-triviale Lésung in
Q, wenn sie nicht-triviale Losungen in R und in allen Q,, p € P besitzt.

Beweis. Jede rationale Losung ist eine solche in R, Q,, p € P.
Umgekehrt, seien 0BdA a, b quadratfrei und |a| < |b|. Wir zeigen die Behauptung durch Induk-

tion nach n := |a| + |b|. Induktionsanfang bei n = 2. Es sind nur die Fille x*> — y% = 22, x? + y2 =

2%, —x? - y2 = 2% zu betrachten. In den ersten beiden Fillen ist (1,0, 1) Losung, im dritten Fall
gibt es keine reelle Losung.

Induktionsschritt: n > 3 = |b| > 2,b # *1. Behauptung: a ist ein Quadrat mod b. Sei
P 5 p | bund (x,y,2) eine nicht-triviale Lésung von ax? + by? = z* iiber Q,. Wir diirfen

wieder voraussetzen, dass x, y,z € Z, und x,z € Z},. Daher ist ax? = z? (mod p), alsoa = (%)2
(mod p). b ist quadratfrei = b = []j_, pi mit p; # p; fiir i # j. Nach dem CRS ist Z/bZ =

le Z/ i Z- In jedem Z/ 0iZ ist a ein Quadrat, daher auch in Z/bZ' Folglich existieren t, b’ € Z
mit a + bb’ = t? und wir kénnen annehmen, dass |¢| < % Falls b’ = 0, also t*> = a, so ist (1,0,¢) die
gesuchte Losung. Ansonsten gilt b’ = b” - ¢? mit b” quadratfrei. Dann gilt: a - 1? + bb” - ¢* = t?,
also (%) = 1Vp € P U {co}. Nach Voraussetzung gilt (an?) = 1. Nach Punkt 2.2.11 (6) folgt

,b” ,bb”
(5) =) =1

t?—a

b

t? a b
< U<u+1<|b|.

b”] < |¥'| = < o4 <
bl [b] — 4

'Leonhard Summerer. Algebra. 2022. UrL: https://anton.mosich.at/Algebra.pdf, Korollar 4.4.13.
*Leonhard Summerer. Algebra. 2022. URL: https://anton.mosich.at/Algebra.pdf, Korollar 4.4.15.
3Leonhard Summerer. Algebra. 2022. URL: https://anton.mosich.at/Algebra.pdf, Satz 4.4.16.
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— nach Induktionsvoraussetzung: 3%, j, Z # (0,0,0): ax? + b” % = 72, Falls = 0, dann ist
(%,0,2) € Q3 die gesuchte Losung. Ansonsten:

{axz + 0" 9% = 32

O, 2 m.2_ 2
= (tX + Z,cy,ax + tZ) Losung von ax” + bb =z
a-1?> +bb"c* = t? P )

a(ti +2)% + bb"2 5% = (ax + t2)>
at’ % + az’ + 2at37 + bb"*c*§* = a’x* + 172 + 2ati7
a(d +bb" A 22 + a2 + b2 252 = 77 + (d + bb )32

abb”c*x* + bb"?c*y* = bb"c* 7

b (a5 + b §2) = bR O

Beispiel 2.2.18:

Zeige, dass %xz + %yz = 2% eine rationale Losung besitzt. &= 2x2 + 23y? = 22
hat rationale Lésung. = (%) = 1Vp € P U {0} Es ist klar, dass (2%) =1Vp €

(PU{e0})\ {2,23}.

2,23\ (2 2ES | 2,23\ (2,-1 .
23 | \23)] 7 2 ]\ 2 )

Die zweite der Rechnungen ist eigentlich nicht nétig, wegen Theorem 2.2.15

2.3 Quadratische Formen und der allgemeine Satz von
Minkowski-Hasse

Definition 2.3.1:

V sei ein Vektorraum iiber dem Korper K mit char K # 2. Eine quadratische Form Q ist
eine Abbildung Q: V — K mit

1. Q(aX)=a’Q(X)VaeK,x € V.
2. (x,y) — %(Q(x + ) — Q(x) — Q(y)) ist bilinear.

Ist (b;)_, eine Basis von V iiber K, so ist (a;j) =t A die Darstellungsmatrix von Q beziiglich

(bi),-”:l gegeben durch a;; = %(Q(bi +bj) — Q(bi) — Q(b))). fo(x) = Zi,j aijXixj = x!Ax.
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Wegen des Trigheitssatzes von Sylvester (2.2.9) existiert eine Basis mit

r

fo(x) = Z aixl-z, a; € K.

i=1

FirrgQ =ngiltr =n.

Definition 2.3.2:

Q sei eine quadratische Form tiber [K vom Rang r in r Variablen. b € K wird von Q dargestellt
genau dann wenn Jx # 0 € K": Q(x) =b.
Q heiflt isotrop, falls 0 von Q dargestellt wird. Ansonsten wird Q anisotrop genannt.

Bemerkung 2.3.3:
« Darstellbarkeit von b beziehungsweise die Isotropie von Q hingt lediglich von den

Restklassen der a; beziehungsweise von b in K*/(K*)z ab.

+ Q ist genau dann iiber R isotrop, wenn nicht alle a; das selbe Vorzeichen haben.

Satz 2.3.4:
Sei Q iiber K isotrop. Dann stellt Q jedes b € [K dar. (char K # 2 ist hier wichtig)

Beweis. Sei Q(x) = X7_, aixi2 isotrop, das heif$t 3(xq,...,x,): Q(xy,...,x,) = 0. OBdA sei x; # 0.
Fiir A € K* setzen wir

Y1 :x1(1+/1)
Vi :xi(l—l)i:2,...,r.

r r

Nan? = a1+ —axd (1= 0% + Y aixd(1 - 2)?
i=1

i=1

= alx%((l +/1)2 —(1- /1)2) + (1 —/1)2 + Zr:aixiz
i=1

42 ~———
=0 nach Voraussetzung

Wihle nun 1 := —2— sodass Q1. yr) =0 O

4a1xf’
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Lemma 2.3.5:

Jede isotrope quadratische Form Q = }; a,oci2 iiber K mit |K| > 6 besitzt eine Nullstelle
(x1,...,%,) mit x; # 0Vi = 1,...,r.

Beweis. Q isotrop = 3y = (y1,...,y,) mit Q(yy,...,y,) =0,y #0.
OBdA.: y1,..., 90 # 0, ¥pt1,..., ¥, =0fiireinn € {1,...,r}. Fallsn < r:

Ax = (x1,..., %) X1,..., X071 £0AQ(x) =0.

Wihle x; = y; firi =1,...,n—1,n+2,...,r und bestimme x,, x,+; # 0 mit anx,z1 + a,,+1x121+1 =
=0
2
anyﬁ + an+1y,21+1 folgendermafien. Aus 8332 + (11/}1)2 = 1 folgt:
2 2
2 (1 =) yn 2)n
a =a,|————| +a,4
nn "( 1+2 ) "(1+/1
2 2
. (1-=2A)yn v and [ 2yn
"1+ " 1+ 2

Wihle nun A = /12“2—:1, wobei ¢ € K mit 4 # 0,u* # +-"-. Solch ein y existiert, da |K| > 6. Die

n+1 '
Wahl von y garantiert, dass A # £1. Mit x, = (ll_iiy" und x,4q = 2{3{' # 0 folgt:

2 2 2
AnXy + Api1X,, 1 = An)y
und Q(x1,...,x,) = Q(y1,...,yr) =0, wobei x1,...,x,41 # 0. O

Angenommen wir wollen x, = 1. Dann 3yy,..., y, mit y, # 0: Q(y1,...,y,) = 0. Dann ist

Q(i}'—i,;}’—f,...,l):o.

Nun untersuchen wir die Isotropie von Formen tiber Q,,.

Lemma 2.3.6:

Seip # 2 prim, Q = Y7, aixl.2 mit a; € Q,. Fallsr > 3 und ay,a;,a3 € Z;, so ist Q isotrop.

Beweis. Q(x) = alx% + azxg + a3x§ erfiillt Q(x) = 0 genau dann wenn

I )

Diese Gleichung besitzt genau dann eine nicht-triviale Losung, wenn (%) = 1. Dies folgt aus

1 =2 e, Q ist isotrop = Q ist isotrop. =

a3’ as
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Satz 2.3.7:

Fiir p € P ist jede quadratische Form vom Rang > 5 tiber Q,, isotrop.

Beweis. SeiQ =} _, aixi2 mitr > 5,a; € Qp. Da die Isotropie von Q nur von den Quadratrestk-
lassen der a; abhangt, kann oBdA a; € Z,, quadratfrei vorausgesetzt werden. Durch, falls notwendig,
Multiplikation mit p kann erreicht werden, dass mindestens 3 a; in Z; liegen.

2 2 2 2 2 2
Q =uyx] +upxy +uzxy + - +usx; + p(Usp1x + -+ upxy)

mit uj € Z, und s > 3. Fur p # 2 folgt aus dem Theorem 2.3.6 unmittelbar die Isotropie von Q.
Fiir p = 2 zeigen wir die Existenz einer Nullstelle mod 8.

1. Fall s < 4 < 4: Wir konstruieren (&1, x2, ..., x,) mit Q(%{, x2,...,%,) =0 (mod 8). X = x; :=

Lxg=---=x_1 =0 Ausu; € Z folgtu; = 1 (mod 2). Daher ist u; + u =0 (mod 2).
Wibhle x, = t% € Z,.Setze x3 = x, + urxrz. Wegen x, = xf und u, = 1 (mod 2) folgt
x3 € 275.

Q(&1,x2,...,x,) = ulicf + uzxg + u3x§ + 2urxf

_ 2 2
=2x, + 2up X, + u3x3

=2x3 + u3x§ = x3(2 + u3x3)

Falls x3 = 0 (mod 4), so ist x3(2 + u3zx3) = 0 (mod 8),da x3 = 0 (mod 2). Falls x3 = 2
(mod 4), so ist x3 = 2 + 4x’ und daher

x3(2 +uzx3) = (2+4x5)(2+u3(2+4x5)) =4+4u; (mod 8) =0 (mod 8).

2.Fall s > 5. OBdA giltu; € {+1,+5} sodassu; = +1 (mod 4). = 33Xy, x,x3,x4 € {0, 1},

nicht alle gleich o, mit ulfcf + uzxg + u3x§ + u4xi = 0 (mod 4). OBdA %; = 1. Setze

b= %(uﬁc% +u2x§ +u3x§ +u4xﬁ) € Z,und x5 := 2b. Dann ist ulfc% +u2x§ +u3x§ +u4xﬁ +
usxz = 4b + 4b*uy = 4b(1 + bus) und fiir b = 0 (mod 2) ist 4b = 0 (mod 8), fiir b = 1
(mod 2) ist 1+usb =0 (mod 2). X1, x2,... x, sei Nullstelle von Q mod 8 mit ¥; = 1. Setze
c = ;—E(ZLZ aix}). Dannist c = ¥} = 1 (mod 8). Somit existiert die Wurzel von ¢ in Q,
wir nennen sie x. Dann ist Q(x1,...,x,) = 0. O

Korollar 2.3.8:
Jede quadratische Form vom Rang 4 tiber Q) stellt jedes b € Q), dar.

Beweis. Sei Q = Zle a,'xl.z, be @;. Betrachte die Form Q — bxé. Sie ist nach Theorem 2.3.7 isotrop

und hat nach Theorem 2.3.5 sogar eine Nullstelle fiir die x5 # 0, da |@p| = 00.
X1 X2

(XL 2 M4y _y
X5

X5 X5
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Satz 2.3.9 (Minkowski-Hasse fiir allgemeine quadratische Formen):

Eine quadratische Form ist genau dann isotrop tiber Q, wenn sie es iilber R und Q,,p € P
ist.

Beweis. Jede globale Nullstelle ist auch lokale Nullstelle.
Umgekehrt, sei Q isotrop iber R und iiber Qp, p € P. OBdA Q = 2 aixl.z, a; # 0.

r = 1: Q = ax? hat iiber keinem der Kérper eine nicht-triviale Nullstelle.

r = 2: kann immer auf ax? = y? & a= (%)2 zuriickgefiihrt werden wofiir die Aussage schon
gezeigt ist.

2

r = 3: kann immer auf ax? + by? = z? zuriickgefiihrt werden, wofiir die Aussage in Theorem 2.2.17

schon gezeigt ist.

r > 4: Zeige die Behauptung durch Induktion nach r. Q isotrop iiber R = oBdA a; > 0,a3 < 0.
Betrachte nun die Formen f = ale + azxg,g = —a3x§ - a4xi — = a,xf. Q isotrop
iiber R = o0BdA a; > 0,a3 < 0. Betrachte nun die Formen f = alx% + azxg,g =
—a3x§ - a4xi — -+ —a,x2. — gesuchtistein b € Q mitb = f(x1,x),b = g(x3,..., %)
nicht-trivial =  Q(xy,...,x,) = f(x1,x2) — g(x3,...,x,) =b—-b =0.Sei P := {p €
P:p|aifireinl <i <r}U{2} Furp € P: 3(yy,..., ) € Q, mit Q(y) = 0und
definieren b, = f(y1,32) = a1y} + azy3 = —a3y; — -+ — &,y = g(y3,..., y,) und wir
diirfen annehmen, dass (y1,¥2), (¥3,..., ;) # 0. Falls b, = 0, so sind f, g isotrop und
stellen daher alle Elemente von Q;‘, dar, also auch z.B. b, = 1. Wir konnen also immer

b, # 0 voraussetzen. OBdA ist b, € Z, \ p>Z,. Mittels CRS erhalten wir eine Losung b
x = b, (mod 16) o ) ) ) 5

vonq 5 ) die eindeutig bestimmtist mod 4 [],cp p* = m.
x =b, (mod p°) flirpe P\ {2}

Wir wihlen b > 0 und definieren
F:=-by*+f, G:=-by* +3g.

Falls F, G isotrop tiber Q sind, so gibt es Nullstellen (y, xq, x3) von F, (z, x3,...,x,) von
G mit y = z = 1, sodass wie gewiinscht f(xy,x2) = b, g(x3,...,x,) = b. Da F, G Rang
< r haben, gentigt es nach Induktionsvoraussetzung zu zeigen, dass sie isotrop tiber R und
Q,, p € P sind.

« UberR: b < 0,a; > 0,-b < 0,—a3 >0 = F,G isotrop iiber R.

. bb™' =1 (mod 8)
« Uber Q,: sei zuniichst p € P.Dab, € Z 27, folgt .Es
pr SE1 2H 4 b p\ P Zyfolg {bpb_l =1 (mod pz)

folgt: bpb_l sind Quadrate in @;‘, =

2

—b(Vbe_l) + (1, 32) = =bp +f(y1,92) =0 v
, — F,G

—b(\/bpb_l) +g(y3,,,,,yr):—bp+g(y3,-~,yr):0
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sind isotrop iiber Q, nach Induktionsvoraussetzung.

Seinunp € P\ P. Falls p 1 b, so sind alle Koeffizienten von F und G aus Z}, und daher
isotrop tiber Q, (da Rang von F, G > 3).

Einziges verbleibendes Problem sind diejenigen p € P mitp ¢ P,p | b. (Fallsr > 5,
so ist rang(g) > 3 und somit g und a fortiori G isotrop.) b war mod m eindeutig
bestimmt, wir wollen daher versuchen, ein b zu finden, das nur einen Primfaktor

hat, der nicht in P liegt. Dazu sei d = ggT(b,m). Dann sind % und 7 teilerfremd

Theorem 3.5.6 b m . . .
—  Jk:j+k%5 =qe€P = da=>b+km. Wir ersetzen nun b im Beweis

durch dq. Es folgt aus der Produktformel (2.2.15), dass %F =— y2 + %‘x% + %x% isotrop
tiber R und Q,, p # q und daher {iber allen Q,.

Falls r = 4, so muss G analog behandelt werden, um die Isotropie iiber allen Q, zu
zeigen.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt die Isotropie von F und G iiber Q, daraus folgt,
dass f und g b simultan darstellen und der Beweis ist abgeschlossen. O

Theorem 2.3.9 wird auch Lokal-Global-Prinzip genannt.

Korollar 2.3.10:

Eine quadratische Form vom Rang > 5 ist genau dann isotrop iiber (Q, wenn sie es tiber R ist.

Das Analogon zum Theorem 2.3.9 gilt nicht fiir Formen vom Grad > 3.

Beispiel 2.3.11 (Selmer’s Beispiel):
3x3 + 4y3 + 523 = 0 hat tiber Q nur die triviale Losung, aber nicht-triviale Losungen

tiber R und Q,(p € P).
« iiber R: ist klar

+ iiber Q,: Wir fangen an mit dem Fall p = 3. Setze x = 0,z = —1, sodass 4> =5 = 0
zu l6sen bleibt. f(2) =27 =0 (mod 3°),f’(2) =48 =0 (mod 3),% 0 (mod 9).
Aus Theorem 2.1.17 folgt: 3y € Q3 mit f(y) = 0.

Nun der Fall p = 5: setze x = 1,z = 0, sodass g(y) = 4y + 3 = 0 zu losen ist.
g(2) =35 =0 (mod 5),¢'(2) = 48 £ (mod 5). Mittels Theorem 2.1.17 folgt:
Jy € Qs mit g(y) =0.

Seipe P\ {35} (Z/pz) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung p — 1.

- Fallsp—1=0 (mod 3) & p =1 (mod 3), so bilden die Kuben eine
Untergruppe vom Index 3.
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- Falls p # 1 (mod 3), so folgt aus ggT(p — 1,3) = 1, dass jedes Element aus
&7

Ist x> =3in Z/p

a € Qp mit a’ = 3 In diesem Fall ist (%, 1,—1) Losung der Selmer Gleichung.

Z) ein Kubus ist.

7 l6sbar, so ist nach Theorem 2.1.17 x® =3 auch in Q, losbar. Sei

Falls x* = 3 keine Losung in Z/pZ besitzt, so ist p = 1 (mod 3). Vertreter der

Nebenklassen der Kuben in (Z/pz) sind 1,3,9. Daherista # 0 (mod p) —
a=b> (mod p) Va=3b> (mod p) Va=9b® (mod p).Fiira = 5:

- Falls 5 = b®> (mod p), so hat x*> — 5 = 0 eine Losung a in Z,und (—a,a,-1)
ist eine Losung von Selmer’s Gleichung.

- Falls 5 = 3b® (mod p), so hat 3x* — 5 = 0 eine Losung € Z,, und (8,0, —1)
16st die Selmer Gleichung.

#3
— Falls 5 = 96 (mod p) E w15 (mod p) losbar ist, so existiert ein y
aus Z, mit y> =15 (mod p) und (3y, 5, —7) 16st die Selmer Gleichung.

+ Esverbleibt zu zeigen, dass 3x3 + 4y3 + 5z° = 0 hat keine Losung # (0,0, 0) tiber
Q. Dafiir gentigt es zu zeigen, dass

x>+ 6y3 =10z° (2.5)

keine rationale Losung # (0,0, 0) hat.

Die Idee fiir den Beweis ist: Untersuche Gleichung (2.5) in Q(V6) und faktorisiere
die Gleichung als (x + ay)(x? — axy + a®y?), wobei a = V6.

Fiir diesen Beweis braucht man allerdings einige algebraische Zahlentheorie, der
wird in dieser Vorlesung ausgelassen.

2.3.1 Anwendung von Theorem 2.3.9auf 0+ 0+ O

Behauptung: Q(x1, x5, x3) = x% + x% + x§ stellt alle n € N dar, aufler diejenigen der Gestalt
41(7 + 8k) (sieche Theorem 1.5.7).

o Q stellt alle x > O iiber R dar.

o fur p # 2 ist Q(xy, x2, x3) isotrop iliber Q,.

Lemma 2.3.12:
* *2 *2 . *
Q stellt b € Q7 dar, falls bQ; # 7Q5 in @2/(@;2.
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Beweis. Da die Darstellbarkeit von b nur von der Quadratrestklasse abhingt, ist o0BdA b = u - 2"
mit {0, 1},u € {1, 3,5,7}. Wir verifizieren zunichst

1=1%+0%+0?
3=12+12+1°
5=224+12+40°
2=1"+1%+0?
6=2°+1%+1?
10=32+1%+0°
14 =3%+22+12%

Behauptung: 7 ist nicht darstellbar. Angenommen x% + x% + x% = 7 mit x1, x5, x3 € Q,. Durch
Multiplikation mit dem Hauptnenner der x; ist diese Gleichung zuriickzufiithren auf

xf+x§+x§ =4' .7 mit x1,x3,x3 € Z;.

OBdA ist x; = 1 (mod 2). Betrachte Gleichung mod 8: 47 = 0,4,7 (mod 8). Quadrate sind
=0,1,4 (mod 8) und x{ =1 (mod 8).Also 1 + x% + x% =0,4,7 (mod 8), was unlosbar ist. O

Proposition 2.3.13:
b ist genau dann von Q = xf + x% + x% darstellbar, wenn b > 0 und b@;z * 7@;2 in @3/@*2.
2

Beweis. b wird tiber Q/R/Q, genau dann von Q dargestellt, wenn Q — b y? isotrop iiber Q/R/ Q,
ist. (Denn wir kénnen annehmen, dass fiir Losungen x1, x5, x3, y von Q — bY?2 =0 y =1gilt)o

Satz 2.3.14 (Davenport / Cassels):
Sei B(x,y) = er] aijx;y; eine positiv definite, symmetrische Bilinearform mit a;; € Z. Fiir
die zugehorige quadratische Form Q(x) := B(x, x) gelte:

Vx € Q:dy e Z mitQ(x —y) < 1.

Dann stellt Q jedes Element b € Z, das tiber Q dargestellt wird auch tiber Z dar.

Beweis. Seix = (x1,...,x,) € Q" \ {0} mit Q(x) = b. Sei
k := kgV(Nenner(xy),..., Nenner(x,)).
Falls k = 1: V' Falls k > 1, so zeigen wir: 3x” € Q" \ {0} mit Q(x”) = b und

kgV(Nenner(x}), ..., Nenner(x;)) < k.
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Nach Voraussetzung 3y € Z" mit Q(x —y) < 1.z :=x —y € Q" \ Z". Da B positiv definit ist,
——
z

gilt0 < Q(z) =B(x —y,x —y) < L.
Wir definieren:

n:=Q(y)—b
m = 2k(b— B(x,y)) =2kb — 2B(kx, y)
k' :=nk+m
, . nkx+my
x' = "

Dann gilt n, m, k', nkx + my € Zbzw Z'.
Behauptung: Q(x") = b.

B(x,x) B(y.»)
2 2
, , n“k Q(x) +2knmB(x,y) + m* Q
Q(x') = B(x',x') = (x) k’2( ») )
_ n’k%b + 2knm(b — %) + m?(n + b)
- [
n?k?b + 2kmnb + m?b
= k/2
B b(n’k? + 2kmn + m?) b
= o =

nkx + my € 7' = kgV(Nenner(x})) teilt k. Um den Beweis abzuschliefen zeigen wir
0<k <k

— =nk +mk
_ m
—}’l+z
=Q(y) —b+2(b-B(x,y))
—_—
= b Q(x)-2B(x,y)+Q(»)
=Q(x—y) € (0,1) -

Voraussetzungen fiir die Anwendung des Theorem 2.3.14 auf Q = x% + x% + xg sind erfillt:
V(x1,x2,x3) € Q%: A(yy, y2, y3) € Z3: Z?Zl(xi — 9;)? < 1. Wihle y; ganz mit x; — y; < % =
Z?:](xi _J’l)2 < % <L

Drei Quadrate Satz = Vier Quadrate Satz

n#48k+7) = n=0+0+0+0

n=48k+7) = n-1=0+0+4+0 = n=0+0+0+1

Aufgaben:
Zeige: jedes n € N ist Summe von drei Dreieckszahlen, 0, 1, 3, 6, 10, ..., das heif3t Zahlen der

Form 1(121)’ I € N. (Hinweis: Stelle 8n + 3 als Summe von drei O dar.)
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3 Der Dirichlet’sche Primzahlsatz
3.1 Charaktere abelscher Gruppen

Definition 3.1.1:
Sei G eine abelsche Gruppe, G := Homz (G, T) heiflt die Charaktergruppe von G. (T =
{z € C: |z| = 1}) Gistabelsch, G = {y: G — T: y(x 0 y) = y(x)y(»)¥x,y € G}.
(xx)(x) = y(x) ¥ (x), y(x) = 1 ist das neutrale Element.
Dieses y heifft Hauptcharakter. y(x) = m ist der zu y inverse Charakter.

« G=G = G =G dennHomyz(G,T) = Homz(G’,T)

« 61,6, = G xG;, = G; x Gy da Homz(G; X G5, T) = Homz(Gy,T) X
Homgz (G, T)

Lemma 3.1.2:

v:T -7
t y(t): ni—t"

ist ein Isomorphismus.

Beweis. c w(t) € Z:y(t)(m+n) = ™" =" 1" =y (1) (m)y(t)(n)

+ ¥ ist ein Homomorphismus: y(tt')(n) = (t')" = t"t"" = y(t)(n) - v(')(n) = (y(t) -
y(1))(n)

. yistinjektiv:Sei y(t)(n) = 1Vne Z = y(t)(1) =1 = t! =t =1.
« v ist surjektiv: Sei y € Z beliebig. Setzet = y(1) € T = y(n) = y(1+---+1) =
—_——
n mal

y(D)"=t"firn e N.n<0: y(n) = y(-n)"' =) =t" = w(t)(n) = y(n)Vn €
7 = y(t)=y. m]
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Definition 3.1.3:
Sei G eine abelsche Gruppe, H < G.

HY :={yeG: y(x) =1Vx € H}

heifdt die zu H orthogonale Gruppe.

V& G — H ist Homomorphismus mit Kern H*. Also ist H- < G.
x> 2l

Proposition 3.1.4:
Sei G abelsche Gruppe, H < G. Dann gilt:
¢Z HJ_ - G/H
x> ¢(): 2+ Hi y(x)

ist ein [somorphismus.

Beweis. « ¢(y) ist wohldefiniert: seix + H =x'"+ H = x-x" e H = y(x—x') =
I = y(x—-x)y(x) = x(x) = ().

« ¢(y) ist Homomorphismus (also € 5/;(): d(N((x+H)+(y+H) =¢(p)(x+y+H) =
x(x+y) = 2(x) () =) (x + H)¢(x) (y + H)

« ¢ ist Homomorphismus: ¢(y) - ¢(¥')(x + H) = ¢(x)(x + H) - ¢(x)(x + H) = y(x) ' (x) =
xX(x)=¢(xx)(x+ H)Vx € G = ¢(0)o(¥) =¢(xx).

+ ¢ istinjektiv: Sei ¢(y) = 1,dasheift ¢(y)(x + H) =Vx e G = y=1.

———
x(x)
« ¢ ist surjektiv: Sei ¥ € G/H. Setze y: G —» T .Dannist y € G, denn y(x + y) =
x> y(x+ H)

Y(x+y+H) =y((x+H) +(y+H) =y +Hy(y+H) = y(x)x(y). x € H", denn
xeH = y(x+H)=y( H )=1¢(y)(x+H)=yx)=yv(x+HVxe G =
——

OEG/H

() =v O
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Korollar 3.1.5:

|G| <0 = G = G.

Beweis. Seizunichst G zyklisch. Sei |G| = n.OBdAseiG =, = {t € T: t"=1}.y: T - Z
t y(t): n— "

ist nach Theorem 3.1.2 ein Isomorphismus.
¥(G) = {x € Z: y(n) =1}
={yeZ:VeeZ: y(n)k=1}
={yeZ:VkeZ: y(nk) =1}

= {yeZ: y(nz) = 1)
= H* fir H=nZ < Z.

A

3.12 3.14 %
— G £y =H"2Ly=2,,=G

Fir G beliebig gilt G = Z/n Z XX Z/nk 7 nach dem Hauptsatz fiir endliche abelsche

Gruppen'. = G = Z/mZ X oo X Z/nkZ = Z/mZ XX Z/nkZ =G i
Proposition 3.1.6:
Sei G eine abelsche Gruppe, H < G. Dann gilt
v G- H
x> xlm
ist Epimorphismus mit Kern H.
Beweis wird ausgelassen.
Insbesondere gilt:
Korollar 3.1.7:
G abelsche Gruppe, x € G,x # 0. Dann existiert ein y € G: x(x) # 1 (das heifit G ist
punktetrennend).

'Leonhard Summerer. Algebra. 2022. URL: https://anton.mosich.at/Algebra.pdf, Satz 1.5.12.
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Beweis. Sei (x) =: H die von x erzeugte zyklische Untergruppe von G. Dann ist [H| > 1. Wegen
H = H folgt |H| > 1. Dann existiert ein y € H mit y(x) # 1. Nach Theorem 3.1.6 existiert 7 € G
mit 7|y = y, also j(x) # 1. m]

Satz 3.1.8 (Orthogonalititsrelationen):
Sei G endliche abelsche Gruppe und y sei der Hauptcharakter in G. Dann gilt

R |G| falls y = o
1. y€G: x) =
X Dixec X(x) {o falls ¢ % 70
|G| fallsx =0
2. x €G: A =
216 {o fallsx # 0

Beweis. Ly=xv

2ixeG X(X) = e X(x + %0) = Xreg (%) 2(x0) = x(x0) - Zyec x(x). Wahlt man x so,
dass y(x¢) # 1 (nach Theorem 3.1.7 moglich) so folgt ). y(x) =0

2. x =0V
Wihle y' mit y'(x) # 1.

Dor) =) qx (@) = )y () = x(x) D] 2(x).

pre 1€G 1€G o pre

Daraus folgt Z;(eé y(x) =0. O

3.2 Dirichlet Charaktere

Definition 3.2.1:

Seim e N, y: Z — C(y # 0 muss wegen Punkt 3 nicht gefordert werden) hat folgende
Eigenschaften:

Loy(k-1) = x(k) - x(I)
2. y(k+m) = y(k)
3. y(k) =0 = ggT(k,m) > 1

Dann heif’t y Dirichlet Charakter mod m. Die Menge aller Dirichlet Charaktere mod m
wird mit I, bezeichnet.

50



Punkt 2 = y ist festgelegt durch die Werte auf 0, 1,...,m — 1. Punkt 3 = es geniigt prime
Restklassen mod m zu betrachten. Aus Punkt 1 folgt (1) = 1. Aus k™ = 1 (mod m) fiir

(k,m) =1 folgt y(k?™) £ y(k)*™ = y(1) = 1 und somit y: Z — T.
Fir y € T, betrachten wir ¢: (Z/mZ) — T . Dadurch ist ¢ eindeutig bestimmt. ¢ €

k+mZ — y(k)
(Z/mZ) wegen Punkt 1 fiir y.

Proposition 3.2.2:

Seim € N, dann ist [}, eine abelsche Gruppe beziiglich yy' (k) := y(k) ' (k).

Yl — (Z/mZ)
x> @ k+mZ— y(k)fir (k,m) =1

ist ein [somorphismus

Beweis. + Ty ist Gruppe: Seien y, ¥’ € Ty,.

xx erfullt Punkt 1, da das Produkt multiplikativer wieder multiplikativ ist.
XX (k+m) = y(k+m)y'(k+m)=y(k)y' (k) =y (k) (Punkt 2 V)

X (k) =0 & y(k)=0V Y (k) =0 & (k,m) # 1 (Punkt3 V)

x7 ist Einselement in Ty, y 7 =: yo mit yo(k) = 1Vk mit (k,m) = 1.

7 ist zu y invers.

+ Y ist [somorphismus:
- v ist Homomorphismus: y(yy')(k + mZ) = yy'(k) = y(k)y'(k) = v(y)(k +
mZ)yy () (k+mZ) = y(xx) =y(Q)¥ ().
- yistinjektiv: y(y)(k + mZ) = 1IVk < y(k) =1Vk < y =y
- Y istsurjektiv: Sei g € (Z/mZ)*- Setze y: Z - T . Dieses

0 ggT(k,m) > 1
o(k+mZ) sonst
Y € I Punkt 3 ist nach Definition erfiillt.

y(kl) =0 — ggT(kl,m) > 1
— ggT(k,m) > 1V ggT(l,m)
& (k) =0V x(l)=0
= y(k)x()=0
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Fir ggT(kl,m) = 1:

y(kl) = @(kl + mZ)
=p((k+mZ)(1+m2))
=p(k+mZ)p(l + mZ)
= y(k)y(I) = Punkt 1

ggT(k +m,m) > 1

x(k+m) = {O = y(k) = Punkt2

¢(k+m+mZ) sonst

Nach Konstruktion also ¥(y) = ¢ = Surjektivitit erledigt.

Korollar 3.2.3:
Fiir m € N gilt [T, = ¢(m), wobei ¢ die eulersche ¢-Funktion bezeichnet.

Beweis.

=[(*nz)

Tl = ’(%) = $(m).

Korollar 3.2.4 (Orthogonalititsrelationen fiiy Dirichlet Charaktere):
) _ (m) fallsk =1 (mod m)
1. Sei (k,m) = 1. Dann gilt 3\ 1, x(k) =

0 sonst.

¢(m) falls y = yo

2. Sei y € T,,. Dann gilt 7  —1y(k) =
4 " . Zk_o %( ) {0 sonst.

Beweis. 1.

Doa) =D y(k+mz) = > L(k+mZ)

YETm YETm Ze(z;n;)
L\
T (Z/mz) * O14mZ k+mZ
OR fiir G
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m—1 m—1 m—1
y(k Z = > y()k+m2)
k=0 k= k=0
ggT(k,m)=1 ggT(k,m)=1
D vk
ke(z/mZ)
|: (Z/mZ) ) a)b)(o

OR fiir G

Beispiel 3.2.5:
em=1lm=2: yely, = Y=y

«m = 3: 2ist Primwurzel mod 3 = es geniigt y(2) zu kennen um y zu
bestimmen.

227 =1 = y(2) =1vy(2) = -

3 l
1—1
il A 2 -1
« m=4: y(k) = (=1)'T €Ty, denn (- l)kkl2 = (-1)F (- 1) = (mod 2). Dies
ist erfiillt, da 21 = &L+ K2l (mod 2) &= kk'~1 = k+k'~2 (mod 4) &

(k—1)(k — 1) =0 (mod 4) vV

«m = 5: 2ist Primwurzel mod 5,y(2)* = 1 = »(2) € {1,i,—1,-i}

k 1 2 3 4
k|1 1 1 1
nk 1 -1 -1 1
)(z(k) 1 i i -1
)(3(k) 1 —i i -1

= ) = (e ) = (=)

(kk’) 1

(D = (DT (-D'F (mod 2)
(kk')?—1=k*—1+k*-1 (mod 16)
& kk'—k*—k?+1=0 (mod 16)
(k2 -1)(k?*-1)=0 (mod 16)
= y, Charakter

x3 = x1(k) y2(k)
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Definition 3.2.6:

Seim € N,d | n,y € T, y heilt mod d erklirt, falls 3y’ € Ty: y(k) = y'(k) fir
ggT(k,m) = 1.

Proposition 3.2.7:

Sei y € Ty, d | m. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. yist mod d erklart.

2. Fir ggT(k,m) =1undk =1 (mod d) = y(k) =1.

Beweis. Punkt1 = Punkt 2 ist klar. v/ .
Punkt 2 = Punkt 1: Sei w: (Z/mz)* - (Z/dZ)* ist Epimorphismus. Sei ¢ € (Z/;r;) , das
k+mZw—k+dZ
heifdt ¢: (%) - T

k+mZ — y(k)

Gesucht: ¢’, sodass das Diagramm kommutiert, das heif’t ¢" o w = ¢. Nach der universellen
Eigenschaft von Homomorphismen, muss ker w C ker ¢ damit solch ein ¢’ existiert. k + dZ =
1+dZ = y(k) = 1nach Punkt 2 und daherist p(k + mZ) =1 & k+mZ € kerg. ¢’

entspricht y’ € Ty mit y(k) = y'(k)Vk € (Z/mZ) O
Satz 3.2.8:
Seien m,n € Z mit (m,n) = 1. Dann ist w: [, X T;, — [, ein Gruppenhomomorphismus.
(X))
Beweis.
| (Z/ng) = (Z/mZ) X (Z/nZ) = (Z/mZ) X (Z/nZ) = X Ty, 0
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Beispiel 3.2.9:

s
1 2 4 7 § 11 13 14
yo|1l 1 1 1 1 1 1 1
x|l i -1 i -—-i 1 -i -1
|1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 e x mod 5
3|1 -1 -1 —i i 1 i -1
xall -1 1 1 -1 -1 1 -1
1 =i -1 i i -1 -i 1
;Z 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 [*X mod 5 y; mod 3
|1 i -1 —-i —-i -1 i 1

Definition 3.2.10:

m €N, y € T,.d | m sei minimal mit y ist mod d erklart. Dann heiflt d der Fiihrer von y
mod m (f,).

Definition 3.2.11:
X € Ty heifdt primitiv, falls f, = m.
¥ € Ty heifdt reell, falls y(k) € {0,1,—1}Vk ( & »* = yo). Es folgt: die reellen
Charaktere bilden eine Untergruppe von T, (der Kern von y +— y?).

Proposition 3.2.12:
Sei ggT(m,n) =1, y € Ty, ¥’ € T.f; seider Fihrer von yy’ mod mn. Dann gilt: f,,» =
fy - fy-Insbesondere ist y ¥’ primitiv &= y&y’ sind primitiv.
Fiir reelle Charaktere gilt: y, ¥’ reell =y’ reell. Sei y ¥’ reeller Charakter mod mn.
Dann ist (yy')? = yo mod mn. Mit w: (y, ') + yx’ (Isomorphismus nach letzter Vor-
lesung) ist

) =0y =0y’ ¥*) = x*=y modm y*=y modn.
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Beispiel 3.2.13:
Ts.

X0
xk) = (1)
nk) = (-
Bk = (-5 ()T

alle sind reell, y; und y3 sind primitiv. y; ist mod 4 erklart.

Proposition 3.2.14:
1 Seip € P\ {2}, y € T primitiv & reell = k=1: y(n) = (:‘—;)

2. p=2y € Ty primitiv &reell. = k=23

Satz 3.2.15:

Sei m = 2Fm’ mit m’ ungerade. y € T, ist primitiv und reell impliziert m’ quadratfrei,
k € {2,3}. Fir n mit (n,m) = 1 gilt:

k=0: x(m) = (=)
n

k=2: 2(n) = (<D ()

k=3:yn) = (%) (%) oder (—1)'1_51 (%) (%)

3.3 Zahlentheoretische Funktionen

Beispiel 3.3.1 (Zahlentheoretische Funktionen):
< ¢(m) = |(%z)

« 7(n) = Xgjn 1

* Jk(n) = Zd|n d*
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Mobiusfunktion:

1 firn =1
u(n) =350 fiir n nicht quadratfrei
(-1)F  fiirn = p; --- pp mit py, ..., pp paarweise verschieden.

° 7f(7’l) = Zpgn 1

+ von Mangoldt Funktion:

A(n) = {10gp falls 1 = p® mit & > 1
0 sonst.

«u(n) =1
1 n=1
. I n) =
() {0 sonst
Verkniipfungen:

+: (f+g)(n) =f(n) +g(n)
x: (fxg)(n) = Y f(d)g (g) Faltung
d|n

Die zahlentheoretischen Funktionen zusammen mit +, % bilden einen kommutativen Ring mit
Eins. (I ist das Einselement)

(f*g) x h=f * (g% h).
((F % @) % W)(m) = D (F * D(Dh(Z)

sfyels)

DT f@)g(b)h(c) =+ = (f % (g * h))(n)

a,b,c: abc=n

Beispiel 3.3.2:
« (uwxu)(n) =24, 1 =1(n)

o (A% u)(n) = Ty N(d) Fiir n = pft - pl:

Z/\(n) =ailogpy + -+ arlogp, =logn
d|n
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« Firn # 1:

(e xuw)(n) = > u(d)

d|n
= (’;)(1) + (’:)(—1) + (’;)(1) + (’;)(—1) 4600 o (:)(—1)’<
=(1-1)f=0

Firn=1: (uxu)(n)=1 = uxv=1

Aufgaben:
Zeige, dass (¢ *x u)(n) = n.

Welche zahlentheoretischen Funktionen sind Einheiten?

Satz 3.3.3:

Ist f eine zahlentheoretische Funktion mit f(1) # O, so ist f invertierbar.

Beweis.
-1 — 1
=i
. - _ 1 ny ._
induktiv: {1 (n) = o d§|n f(g)f '(d)

d<n

Danngiltf x f~! =1, denn firn = 1: (f x f~1)(1) = f(1)f"1(1) = 1 und fiir n # 1 gilt:

(F* D= f(5) @

d|n

=fOf '+ Y f(5) @ =0
d|n
d<n

—f(1)f~(n) nach Definition
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Korollar 3.3.4:

Die zahlentheoretischen Funktionen mit f(1) # 0 bilden eine Gruppe beziiglich . Es gilt
(Fxg) ™ =f"xg™"

Definition 3.3.5:
Eine zahlentheoretische Funktion f heif$t multiplikativ, falls f # 0 und Vm, n mit ggT(m, n) =
1 gilt f(m)f(n) = f(mn). (Ohne Voraussetzung ggT (m, n) = 1 sogar stark multiplikativ).

Eine multiplikative zahlentheoretische Funktion ist durch ihre Werte an allen Primzahlpotenzen
eindeutig bestimmt.

Aufgaben:
f, g seien multiplikativ = f * g ist multiplikativ.

Fiir multiplikative Funktionen gilt f(1) = 1 (denn f(1) =f(1-1) =f(1) - f(1)). Diese bilden
eine Untergruppe der invertierbaren zahlentheoretischen Funktionen.

3.4 Dirichletreihen

Definition 3.4.1:

Sei a eine zahlentheoretische Funktion. Dann heifdt

L.(s) = i )

nS

n=1

fir s € C die a zugeordnete Dirichletreihe.

Es gilt:

* La(s) + Lb(s) = La+b(s)
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L) La(s) = (i au ) (i bf:j))

5 (Za(n)b ] )Mi = Lowk(9)

(axb)(M)

s =0 +it. |ns| — |eslogn| — |e(a+it)logn| — |ealogn| |eitlogn| =n’

Satz 3.4.2:

Sei a eine zahlentheoretische Funktion.

1. Wenn )7 ar(l?) fiir ein 5o € C konvergiert, dann konvergiert 3,7 —
0

firalles € C

mit R (s) > R(sp) und die Konvergenz ist kompakt und gleichmifig.

2. Unter obiger Annahme ist s — 7, “’(1’:)

R (s9) und

— a(n) — a(n)logn
B 5

und diese Reihe konvergiert dort kompakt und gleichmifig.

eine holomorphe Funktion fiir R(s) >

3. Sind a und b zahlentheoretische Funkionen, L,(s) und L;(s) beide konvergent fiir

R(s) > R(sp), dann gilt: L,(s) = Lp(s) = a(n) = b(n)Vn

4. Unter dieser Annahme gilt: L,(s)Ly(s) = Laxp(s) und letztere Reihe konvergiert

ebenfalls auf R (s) > R(sp).

Satz 3.4.3 (Satz von Hurwitz):

Sei (fn)n>1 eine Folge holomorpher Funktionen mit f, — f kompakt. Sind alle f, ohne

Nullstelle, so ist entweder f = 0 oder f hat auch keine Nullstelle.
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Definition 3.4.4:

Angenommen ), ’(1;) konvergiere / divergiere nicht fiir alle s € C. Dann heifit
o, = inf{R(s): X7, ai?) konvergiert} die Konvergenzabszisse von L, und 7, =

inf{R(s): X, “f:) konvergiert absolut} die Abszisse der absoluten Konvergenz von L,.

Bemerkung 3.4.5:

Es gilt 0 < 7, — 0, < 1. Angenommen

— a(n)
D=

n=1 0

sei konvergent. Zu zeigen: ), Ezs) konvergiert absolut fiir R (s) > so + 1.

1 A
3A>0: a |t _ e < .
nS nS() nS—S() n(T—U’()
——
<A
Also A Y| - < o0,
Satz 3.4.6:

Sei f eine multiplikative zahlentheoretische Funktion. Dann ist fiir jede Primzahl p die Reihe

%= Om% kompakt konvergent im Bereich R (s) > a7. Es gilt:

f(P’) — o £ ()
15,020 = 5,1

Beweis.

S @) Sl f(pf)l L Z fol

]S
=M p j=M

gleichmifig auf kompakter Teilmenge von R (s) > .
Sei p; < p» < ... die Folge der Primzahlen.

Ny ={neN:p|npeP = pe{p,....pe}}
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)] ]| D) )
J;JPII)Q ]Zl p]s ; ns ]IZ—() MZ_O pjls pjks ns
pe
S fp, (n)
- p, Zf ;
j1=0 Jk—0 n=
(n) (n)
_ ;\; f(n Zf n
_ Z ff,;l) < Z Ifiz)l £25° 0 glm 5
né¢Np nzpy
Korollar 3.4.7:

Gilt sogar f ist streng multiplikativ, so gilt:

j
Beweis. f streng multiplikativ — Zoio L ;’,’j ) = po =0 (f(p )) = 1—+—") und die Behauptung folgt
pS

aus vorigem Satz. i

Definition 3.4. 8'
Ly(s) = 20ry ns =: {(s) heilt Zeta-Funktion fiir R (s) > 1.

Fir R(s) > 1 gilt |Zn 1 nS <2 n"' ist konvergent wegen dem Integralkriterium.

1!
-2

p

Satz 3.4.9:
{(s) # 0 fiir R(s) > 1. In diesem Bereich gilt:

2(s) = /1 el
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woraus die Identitit

1 = {x}
Z(S)-:ZI—S/I ledx
folgt, welche £ (s) zu einer fiir R (s) > 0 mit Ausnahme des Pols bei s = 1 (mit Residuum 1)
holomorphen Funktion analytisch fortsetzt.

343
Beweis. Esgiltfy = [],<,, (1— }%)_1 — (s) kompakt. Alle f,, sind ohne Nullstelle, /(s) # 0 =

£ (s) hat keine Nullstelle in R (s) > 1.
Sei fiir folgende Uberlegung R (s) > 2 vorausgesetzt.

fig- 5=
n=1

n=1 n=1
(o) (o)
DIEED s
- s s
dn (n+1)

n+1
s/ x5y
n
n+1
:SZ/ [x]x™tdx
n=1 YN

=s/oo|_xjx_s_1dx.
1

Im selben Bereich ist s floo xx S dx = =1+ ﬁ Zusammen ergeben die beiden Identitdten:

L\:ﬂg

1 (o] (] o
l(s) ——— = s/ |x]x ldx +1 - s/ xx S ldx =1-5 ﬂdx.
s—1 , 1 , xs+1
Die rechte Seite ist fiir R (s) > 0 definiert und dort holomorph. |
Definition 3.4.10:
Fiir y € Ty, heilt L(s, y) = 20 X,(f:) fiir R(s) > 1 die y zugeordnete L-Reihe.

L(s, y) ist fiir R(s) > 1 wohldefiniert wegen ‘Zm M’ < Yoo LOIED e = 1 st

n=1 n’ no

L(xo0,5) = {(s). Allgemein gilt L(y,s) = [],(1 - X[(f:))_l
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Satz 3.4.11:
FirT, 3 y = yokann L(s, yo) auf R(s) > 0 analytisch fortgesetzt werden mit der Ausnahme

fiir s = 1, wo L(s, yo) einen einfachen Pol mit Residuum @ besitzt. Fir T}, 3 y # yo ist
die Fortsetzung auf ganz R (s) > 0 analytisch.

pS
Fortsetzung von L(s, yo) auf R(s) > 0.

- 1 1\ e0m)
s= L y :11 - —_— ] = - = —
Ressoi (L(s 10)) = lim (s = Z(5) | |(1 ps) | |(1 )

m
plm plm p
———

=l 1)

-1
Beweis. L(s, o) = [1, (1 - XO(p)) = 0(s) - [pm(1 = }%) und diese Darstellung liefert die

—1

Fir y # yogilt: 20, y(n) =0 = |Zn§x )((n)| < m. Daher gilt:

x(n) 1 m fir o>0
>, Erls o | X )=
<<n<x <<n<x
sodass ), }(](1?) konvergiert. m|

3.5 Primzahlen in arithmetischen Progressionen

Eulers Beweis fiir [PP| = co basiert auf der Idee: 3 ,cp % =00 = |P|=oo0.

wll1(15) - Zeel-5)
IR

p n=l1

-1
Wenn s mit R(s) > 1 = [], (1 - i) =(s).Seis > 1 reell. Dann gilt:

-1

—ns

:Zp:p_SJer:ipn

n=2

Wir schauen uns den hinteren Term an:

o N —ns —2s -5\~ 1
;Z"n <200 :Zp:f’z(l‘f’ = 5D

n=2 p n=2 P
< i ! < i ! =1
Hn(n-1) “Hnn-1) B
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Folglich gilt: |3, p 0" —log(¢ (s))| < 1 und daher gilt: ; ,p~° — log () ist beschrénkt fiir
s — 1t
Seien k, [ € N mit (k,[) = 1. Dann sei

Pr={peP:p=1 (modk)}
Wir wollen zeigen: ). ,ep, 117 = o0. Dazu untersuchen wir die Funktion
1
Py(s) = Z — fiir R(s) > 1
peP r

mit dem Ziel s — 17,
Wir benétigen als Hilfsmittel:

Satz 3.5.1 (Abel'sche Summationsformel):

Fiir eine zahlentheoretische Funktion a(n) und fir A(x) = » <, a(n) sowie eine Funktion
f: [y, x] — R stetig differenzierbar gilt:

> a(mf(n) = A@f(x) - AWF(3) - / A(Df (t)dt

y<n<x y
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Beweis. Es gilt

Lx]
D amfm) = ) a(n)f(n)

y<nsx n=[y]+1
= > Lxl(A(n) - A(n = 1)f (n)
n=y|+1
[x] lx]-1
= D, AWf) = ) A)f(n+1)
n=y]+1 n=[y]

[x]-1
= Z Am)(f(n) —f(n+ 1)) + A(LxDf (Lx]) = ALy Df (Ly] + 1)
ly]+1
Lx]-1 n+1
=- Z A(n)/ f'(Odt + A(LxDf (Lx]) = ALy Df (Ly] + 1)
Ly]+1 "
[x]-1 n+1
=- Z / Af (Ddt + A(LxDf(Lx]) = A(LyDf(Ly] + 1)

lyl+1
[x]
. /L | AOF Qe+ ALDF(LED) = ALY DLy + 1)
y +
|.xJ X
- - / AWF (1)dt + Af (x) - / AWF (1)t = A ()
yl+1 [x]
[y]+1
+ A(tf'(t)dt
/y f
__ / AW (1)dt + ADF(x) — A () -
y

Proposition 3.5.2:
Sei ©(x) = 2 ,<, log(p). Dann gilt: ©(n) < 2nlog(2) (= insbesondere ©(n) = 6(n)).

Beweis. Betrachte den Ausdruck (2"::1) = "(I,Z(Tn J:rll))!! = M.In (1 + 1)2m+! = y2m+l (zmi+1) kommt

(2":;1) zwei mal vor, das heiflit 2M < 2°™*!1 — M < 2™,
Firpe P,m+1<p<2m+ 1giltp| M unddaher [],,1<pcoms1 p | M.

OC2m+1)—0(m+1) = Z log(p) < log(M) < 2mlog(2)

m+1<p<2m+1

Wir zeigen nun ©(n) < 2nlog(2) durch Induktion nach n. Fiir n = 1, 2 ist das klar.
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Angenommen O(n) < 2nlog(2) sei gezeigt fiir alle n < ng. Falls np = 0 (mod 2), dann ist
©(ng) =0(ng— 1) < 2(ng — 1)log(2) < 2nglog(2). Fallsny = 1 (mod 2), so ist ng =2m + 1.

O(ng) =02m—-1)—O(m—-1)+O(m+1)
[ —
<2mlog(2) <2mlog(2)

= O(ng) < (4m + 2)log(2) =2(2m + 1) log(2) = 2nglog(2)

Aufgaben:

Man leite mithilfe der Abel’schen Summationsformel her:

Zl—ﬁ(x) (

p=x

IOg(X))

Hinweis: a(n) = log, dyp und f(x) = logl(x)'

Proposition 3.5.3:

2. 108(p) = ) A(n) = 6(x).

pr<x n<x

Beweis.

Z log(p) = Z log(p) + Z Z log(p).

pr<x p<x k>2 p< {x
———
O(x)

Bemerke, dass ©(y) < ylog(y) und }; o< %Iog(p) =0, fir k > igig; . Es liefern also hochstens
O(log(x)) Summanden einen Beitrag # 0.

Z Z log(p) =6 (x% log(x) log(x)) =0 (x% Iogz(x))z.

k>2 PSW

Also gilt 3’ k., log(p) = O(x).
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Proposition 3.5.4:

Z @ = log(x) + 6(1)

p<x

Beweis.
« 2dnNd) =N u(n) =log(n)

Yn<y log(n) = xlog(x) + O(x) folgt aus Anwendung der Euler’schen Summenformel.

/ (L] —t) dt

Zlog(n) —/ log(t)dt+
1

Es gilt
Z log(n) = Z Z A(d)
n<x n<x ﬂn
= >IN +0 (Z /\(d))
d<x d<x
:xdszx/\(d) +6(x) (3.5.3)

M) — Jog(x) +6(1).

N(n) log(p)
Z n Z T

n<x p<x

Es folgt (nach Teilen durch x): 3.,

und die Differenz ist gerade

log(p) log(p) log(n) 1
> =E sZ—pz <> - <>, =0(1).
kax kax n<x n<x n2

k>2 k>2

O

Daraus folgt Zp<x log(p) =log(x) + O(1) wie behauptet.

k, I mit ggT(k,I) =1, P ={p € Pl[p =1 (mod k)}. 2. pep, % = 0o — untersuche ) cp, f% fur
R(s) =1.
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Satz 3.5.5:
Fir y € T, y # yo gilt L(1, ) # 0.

Beweis. Sei zunidchst y nicht reell. Setze P(s) = [] er, L(s, x). Fiir & < 1 reell gilt:

log P(9) = Z log L(9, y)

Y€
- % S1-42)
Y€ p
(p"
DI
Y€ p m21
=20 MZ%@"’)
P m>1 YET,
B a1 (mod k) B ¢(k)
E“St;)‘(a) { (k) a=1 (modk) pz Z:I mg 20
e p=1 (ygnodk)m
= P(0)>1

Angenommen es gelte L(1, y) = 0. Dann wire auch L(1,%) = L(1, y) = 0. Weil y nicht reell, folgt
x # . Es folgte, dass P(s) eine doppelte Nullstelle bei s = 1 hitte. L(s, yo) hat fiir s = 1 eine
neinfachen Pol, sodass insgesamt P(s) eine Nullstelle bei s = 1 hitte. Das ist ein Widerspruch zu
P(0) = 1firo > 1. O

Seinun y # yo ein reeller Charakter. Definiere f := y x u. Dann ist f(n) = X4, ¥(d). Sei
f(s) = L¢(s). f ist multiplikativ. Es ist

m 1 Jfallsp | k
my _ N _
f(p )—Z)((P)— > 1 ,falls m gerade
- >0 , falls m ungerade.

Es folgt f(n) > 0Vnund f(n) > 1 falls n ein Vollsta'ndiges Quadrat. Daher gilt F(d) = Y70 fw) >

nlnﬁ—

> =(20).Da{ beis = 1 einen Pol hat, ist 0 > 5 Andererselts gilt: F(s) = L,(s)-L,(u) =

n 1n23

L(s, y){(s). Wire L(1, y) = 0, so folgte F(s) wire analytlsch fiir R(s) > 0 und somit erglbt sich
ein Widerspruch zu dp > %

Satz 3.5.6 (Dirichlet’scher Primzahlsatz):
Fir (k, 1) = 1 gilt |[[P| = 00
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Beweis.

1. Schritt: Es gentigt zu zeigen, dass fiir x > 3,0 =1 + Iogx gilt
1 1
Z il log( ) +06(1). (3.1)
p=l (mod k) P ¢

SeiZ1 = Y=l (mod O 4,32 = Y=l (mod k) ~.Dannist [S; - 3, < Zp<x(l a) IS La

p<x
Es ist
p=x p po\ p<x p

Z —(3 1)logp

psx

Z (60— l)logp

p=x

1 logp
=—— > =L =0(1).

log x op
N—
log x+0(1)

Z I% (2 Z a(n)f(n) hier f(x) = %, a(n) = ]lp.)

p>x x=n
lim ( Z 1p(n) ! )
= [FD —_—
e x<n<y n5
= lim 1- 1-— —dt
mbp- g (g2

:@(1)+}g§o[ ﬂ(t)ﬁdt

°° t 1
o )+/x ®(logt) 1o+t :
& 1
=0(1)+06 dt
() (/x t9 logt )

1 * dt
talothtalogx = :®(1)+®( / t_")

log x

1 © dt
:@(1)+®(@/x t) 6(1)

——
log x
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2. Schritt: Beweis von Gleichung (3.1). Fiir 0 > 1 gilt:

3 5Ty Zrow)

p=l “(mod k) F Pt
Es gilt ndmlich
_ ) . (k) I'p=1 (mod k)
;:x(l)z(p) =;1;g(l Hr(p) :;‘2;{(1 Ip) = {g sorit. mo
2(p)
pl%odk)p (k);ﬁ ()Z
1

;mzlmpW ; szpmo“ ZZ pmé _Zm:@(l)-

N——— — ™

—ZIOg(l—p—ﬂ;)

Folglich gilt fiir y = yo

DEP S Y D

P m>1 plk m>1
- 3y log(1-%) 6(1)
L\
:logl—[(l——[}) +6(1)
p p

=logZ(d) + O(1)

ZIOg(ﬁil)+®(l)

Fuar y # yo:

)IECIDIp IR

p p mx1

——Zl ( X(p))+@(1)
3 -1
= logl_[ ( p)g(p)) +6(1)

p
=logL(d, y) +O(1)

Da y # yoist L(J, y) analytisch fiir & > 0. Insbesondere ist L(J, y) stetig bei 1. Also

gilt limy—,; L(J, ) = L(1, ) # 0. Daher ist ), % = O(1). Es folgt: 2,2/ (mod k) 1% =

ﬁ Zo(D) log(ﬁ) + O(1). Mit 0 — 1% folgt der Dirichlet’sche Primzahlsatz. O
——

=1
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Warnung:

Auch wenn ich mir in der Vorlesung griindlich Miihe gebe ordentlich mitzuschreiben, sind
mit Sicherheit zahlreiche Tippfehler in meiner Mitschrift. Wenn dir einer auffallt, gib mir
unbedingt Bescheid. Schreib dazu einfach per WhatsApp oder E-Mail (anton@mosich.at)
wo der Fehler ist, und bestenfalls auch noch was richtig wire.
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\chapter{Binäre quadratische Formen}
\section{Summe von 2 Quadraten}
\[
  n = x^2 + y^2\quad n \in \N, x, y \in \Z
\]

\begin{prop}\label{prop:summe}
  Sind $m, n \in \N$ Summe von zwei Quadraten, so ist es auch $m\cdot n$.
\end{prop}
\begin{proof}
  Sei $m = a^2 + b^2, n = x^2 + y^2$.
  \begin{align*}
    mn = (a^2 + b^2)(x^2 + y^2) &= (ax+by)^2 + (ay-bx)^2 \\
    (&= (ax-by)^2 + (ay+bx)^2)
  \end{align*}
\end{proof}
$\rightarrow$ Es genügt, den Fall $n = p \in \Primes$ zu untersuchen.

\begin{satz}
  \begin{enumerate}
    \item $2 = 1+1$
    \item $p \equiv 3 \pmod 4$ ist niemals Summe von zwei Quadraten
    \item $p \equiv 1 \pmod 4$ ist \underline{eindeutig} als Summe von zwei Quadraten darstellbar
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item klar
    \item $\square \equiv 0, 1 \pmod 4 \implies \square + \square \equiv 0, 1, 2 \pmod 4$
    \item Sei $p \equiv 1 \pmod 4$
      \begin{description}
        \item[Existenz:] $x^2 \equiv -1 \pmod p$ ist lösbar, das heißt
          $p \mid x^2 + 1, \exists k\colon pk = x^2 + 1$.
          Wähle $k$ minimal, sodass $pk = x^2 + y^2$ mit $(x, y) = 1$.
          Wähle $a, b\colon x\equiv a \pmod p, y \equiv b \pmod p$ mit $\abs{a}, \abs{b} \le \frac p2$.
          Dann ist $a^2 + b^2 \equiv 0 \pmod p$ und $a^2 + b^2 \le \frac{p^2}{2}$.
          Es folgt: das minimale $k$ erfüllt $1 \le k \le \frac p2$.
          Behauptung: es gilt $k=1$. Angenommen $k > 1$. Seien $x \equiv u \pmod k, y \equiv v \pmod k$ mit
          $\abs{u}, \abs{v} \le \frac k2$. Es ist $u^2 + v^2 \equiv 0 \pmod k$, also $u^2 + v^2 = k \cdot l$
          mit $1 \le l \le \frac k2 < k$.
          \[
            (pk)(kl) = pk^2l = (x^2 + y^2)(u^2 + v^2) = (xu + yv)^2 + (xv - yu)^2
          \]
          Es ist $xu + yv \equiv x^2 + y^2 \equiv 0 \pmod k, xv - yu \equiv 0 \pmod k$.
          Also $xu + yv = k x_0, xv - yu = k y_0$. Es folgt: $pl = x_0^2 + y_0^2$ mit $l < k$ ein
          Widerspruch zur Voraussetzung $k > 1$.

        \item[Eindeutigkeit:] Angenommen $p = c^2 + d^2 = a^2 + b^2$ mit $a \equiv c \pmod 2$ und
          $b \equiv d \pmod 2$.
          \begin{align*}
            a^2 + b^2 = c^2 + d^2 &\iff a^2 - c^2 = d^2 - b^2 \\
                                  &\iff \frac{a-c}{2} \frac{a+c}{2} = \frac{d-b}{2} \frac{d+b}{2}
                                  \quad (a \neq c, b \neq d)
          \end{align*}
          Sei $s \coloneq \ggT(\frac{a-c}{2}, \frac{d-b}{2})$. Dann ist $\frac{a-c}{2} = st,
          \frac{d-b}{2} = su$ und es gilt $t \cdot \frac{a+c}{2} = u \cdot \frac{d+b}{2}$.
          Es ist $(u, t) = 1$. $\frac{a+c}{2} = u \cdot v$ und $\frac{d+b}{2} = t\cdot v$.
          \begin{align*}
            a &= st + uv \\
            b &= tv - su \\
            p &= a^2 + b^2 = (st + uv)^2 + (tv - su)^2
            = \underbrace{(u^2 + t^2)}_{\ge 2}\underbrace{(s^2 + v^2)}_{\ge 2}\quad (\text{\ref{prop:summe}})
          \end{align*}
      \end{description}
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{korollar}
  $n = \square + \square \iff n = p_1^{\alpha_1} \cdots p_k^{\alpha_k}$ mit
  $\alpha_i \equiv 0 \pmod 2$ falls $p_i \equiv 3 \pmod 4$.
\end{korollar}
\begin{proof}
  \begin{description}
    \item[$\implies$:] Sei $p \equiv 3 \pmod 4$ mit $p \mid n$ und $n = x^2 + y^2$, sodass
      $x^2 + y^2 \equiv 0 \pmod p$.
      \[
        x^2 \equiv (-1) \cdot y^2 \pmod p \implies
        x^{p-1} \equiv (-1)^{\frac{p-1}2} \cdot y^{p-1} \pmod p.
      \]
      Falls $p \nmid x (\implies p \nmid y)$, so folgte $1 \equiv -1 \pmod p$, ein Widerspruch. Also gilt
      $p \mid x\land p \mid y$, daher $p^2 \mid x^2 + y^2$.
    \item[$\impliedby$:] Schreibe $n = m^2 \cdot n'$, wobei alle Primfaktoren von $n'$ kongruent 1 mod 4 sind.
      Nach \cref{prop:summe} ist $n' = x^2 + y^2$, somit $m^2n' = (mx)^2 + (my)^2$.
  \end{description}
\end{proof}

\begin{aufgaben}
  \begin{enumerate}
    \item Bestimme alle $n \in \N\colon n = \square - \square$.
    \item Bestimme alle $n \in \N\colon n = \square_{>0} + \square_{>0}$.
    \item Zeige dass $n \neq \underbrace{\square}_{\in \Z} + \underbrace{\square}_{\in \Z} \implies
      n \neq \underbrace{\square}_{\in \Q} + \underbrace{\square}_{\in \Q}$.
  \end{enumerate}
\end{aufgaben}

\section{Binäre quadratische Formen (BQF)}
\begin{defin}
  Eine Funktion
  \[
    f\colon\fun {\Z^2} \Z {(x, y)} {ax^2 + bxy + cy^2}
  \]
  heißt \textsc{bqf}.

  $f$ stellt $m$ dar $:\iff \exists (x, y)\colon m = ax^2 + bxy + cy^2$
\end{defin}

Es gilt $a = f(1, 0), c = f(0, 1), b = f(1, 1) - f(1, 0) - f(0, 1)$. Schreibe $f = (a, b, c)$.

\begin{defin}
  Zwei Formen $f, g$ heißen äquivalent ($f \sim g$) falls $\exists U \in \SL_2(\Z)$ mit $f \circ U = g$.
  Ist $U = \begin{pmatrix} \alpha & \beta \\ \gamma & \delta\end{pmatrix} \in \SL_2(\Z)$, so stellen
  $f$ und $f \circ U$ dieselben Zahlen dar.
  \[
    f(x, y) = m \iff f \circ U \left(\inv U \begin{pmatrix}x \\ y\end{pmatrix}\right) = m
  \]
  $f \circ E = f, f \circ U = g \implies f = g \circ \inv U, f \circ U = g, g \circ V = h \implies f \circ UV = h$.
\end{defin}

\begin{defin}\label{def:pdbqf-diskriminante}
  Für $f = (a, b, c)$ schreiben wir
  \[
    D(f) \coloneq - \begin{vmatrix} 2a & b \\ b & 2c \end{vmatrix} = b^2 - 4ac
  \]
  für die \underline{Diskriminante} von $f$.
\end{defin}

\begin{prop}
  Sei $f = (a, b, c)$ und $f \circ U = (A, B, C)$ mit $U = \begin{pmatrix} \alpha & \beta \\ \gamma & \delta\end{pmatrix}
  \in \SL_2{\Z}$. Dann gilt:
  \begin{enumerate}
    \item $A = a \alpha^2 + b\alpha \gamma + c \gamma^2, \\
      B = 2a \alpha \beta + b(\alpha \delta + \beta \gamma) + 2c\gamma \delta, \\
      C = a + \beta^2 + b \beta \delta + c \delta^2$
    \item $\begin{pmatrix} 2A & B \\ B & 2C\end{pmatrix}
      = U^t \begin{pmatrix} 2a & b \\ b & 2c\end{pmatrix} U$
    \item $D(f) = D(f \circ U)$
  \end{enumerate}
\end{prop}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item
      \begin{align*}
        A &= (f \circ U)(1, 0) = f\left(U \begin{pmatrix}1 \\ 0 \end{pmatrix}\right) = f(\alpha, \gamma) \\
        C &= (f\circ U)(0, 1) = f\left(U \begin{pmatrix}0 \\ 1\end{pmatrix}\right) = f(\beta, \delta) \\
        B &= f\left(U\begin{pmatrix}1 \\ 1\end{pmatrix}\right) - f\left(U \begin{pmatrix}1 \\ 0\end{pmatrix}\right) -
        f\left(U \begin{pmatrix}0 \\ 1\end{pmatrix}\right) = f(\alpha + \beta, \gamma + \delta) - f(\alpha, \gamma) - f(\beta, \delta)
      \end{align*}
    \item\label{item:ABC2} \begin{align*}
        f(x, y) &= \begin{pmatrix}x \\ y\end{pmatrix}^t \begin{pmatrix}
        a & \frac b2 \\
        \frac b2 & c
        \end{pmatrix} \begin{pmatrix} x \\ y\end{pmatrix} \\
        \implies \left(f \circ U\right)(x, y) = f\left(U\begin{pmatrix}x \\ y\end{pmatrix}\right)
                 &= \left(U\begin{pmatrix}x \\ y\end{pmatrix}\right)^t \begin{pmatrix}
        a & \frac b2 \\
        \frac b2 & c
        \end{pmatrix} U \begin{pmatrix} x \\ y\end{pmatrix} \\
                 &= \begin{pmatrix} x \\ y\end{pmatrix}^t
                 \left[ U^t \begin{pmatrix}
        a & \frac b2 \\
        \frac b2 & c
        \end{pmatrix} U \right] \begin{pmatrix} x \\ y\end{pmatrix} = (A, B, C)
      \end{align*}
    \item folgt unmittelbar aus \cref{item:ABC2}.
  \end{enumerate}
\end{proof}

Für $D(f)$ mit $f = (a, b, c)$ gilt $D\equiv 0, 1 \pmod 4$, denn $D(f) = b^2 - 4ac \equiv b^2 \pmod 4$.
Für festes $D \equiv 0 \pmod 4$ ist $f = (1, 0, \frac{-D}{4})$ die Hauptform zur Diskriminante $D$.
Für festes $D \equiv 1 \pmod 4$ ist $f = (1, 1, \frac{1-D}{4})$ die Hauptform zur Diskriminante $D$.

\begin{defin}
  Eine \textsc{bqf} $f$ heißt positiv (negativ) definit, falls $f(x, y) > 0 \quad(f(x, y) < 0)$ für alle $(x, y) \neq (0, 0)$.
  $f$ heißt indefinit, falls $\exists (x_1, y_1), (x_2, y_2)\colon f(x_1, y_1) > 0 \land f(x_2, y_2) < 0$
\end{defin}
\begin{bemerkung}
  Falls $D(f) = 0$, so existieren $f$, die weder positiv definit, negativ definit noch indefinit sind.
  $f = (a, b, c) \implies$
  \begin{equation}\label{eq:4af}
    4af(x, y) = (2ax + by)^2 - D(f) y^2.
  \end{equation}
  $f$ hat für $D(f) = 0$ konstantes Vorzeichen,
  aber $\exists (x, y) \neq (0, 0)$ mit $f(x, y) = 0$.
  $\begin{cases}
    a \neq 0\colon (x, y) = (-b, 2a) \\
    a = 0\colon (x, y) = (1, 0)
  \end{cases}$
\end{bemerkung}

\begin{satz}
  $f$ sei eine \textsc{bqf}.
  \begin{enumerate}
    \item $f$ ist positiv (negativ) definit $\iff D(f) < 0 \land a > 0 \, (a < 0)$
    \item $f$ ist indefinit $\iff D(f) > 0$
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:definit1}Sei $D(f) < 0 \land a > 0$. Aus \cref{eq:4af} folgt $f(x, y) > 0 \forall (x, y)\colon (x, y) \neq (0, 0)$.

      Umgekehrt wissen wir dass $D(f) \neq 0$. Wäre $D(f) > 0$, so folgte aus \cref{eq:4af} die Existenz
      negativer Werte ($4af(-2a, b) = -Db^2$).
    \item Sei $D(f) > 0$. $4af(-2a, b) < 0 \land 4af(1, 0) > 0$ falls $a \neq 0$. Falls $a = 0$ ist
      $f(x, 1) = bx + c$.

      Umgekehrt wissen wir aus \cref{item:definit1}, dass $D(f) \ge 0$ gelten muss. Wäre $D(f) = 0$, so folgte aus
      \cref{eq:4af}, dass das Vorzeichen von $f$ konstant ist, falls $a \neq 0$. Falls $a = 0$, so ist $b = 0$,
      also $f = cy^2$.
  \end{enumerate}
\end{proof}

\section{Positiv definite binäre quadratische Formen (PDBQF)}\label{section:pdbqf}
$f$ \textsc{ndbqf} $\implies -f$ \textsc{pdbqf}.

$\SL_2(\Z) = \langle S, T \rangle$, wobei $S = \begin{pmatrix} 1 & 1 \\ 0 & 1\end{pmatrix},
T = \begin{pmatrix} 0 & -1 \\ 1 & 0\end{pmatrix}$.
\[
  S^g = \begin{pmatrix} 1 & g \\ 0 & 1\end{pmatrix}, T^2 = -E
\]
Direktes Nachrechnen liefert für $f = (a, b, c)$:
\[
  f \circ S^g = (a, 2ag + b, ag^2 + bg + c),\quad f\circ T = (c, -b, a)
\]

\begin{bemerkung}
  $\sim$ ist Äquivalenzrelation auf der Menge der \textsc{pdbqf}.
  $\rightarrow$ es genügt in jeder Äquivalenzklasse eine form zu untersuchen.
\end{bemerkung}

\begin{defin}
  $f = (a, b, c)$ \textsc{pdbqf} heißt reduziert, wenn
  \[
    \abs{b} \le a \le c.
  \]
\end{defin}

Wir zeigen: jede Äquivalenzklasse enthält mindestens eine reduzierte Form.

\begin{lemma}\label{lemma:1.3.3}
  Ist $f = (a, b, c)$, so existiert ein $\alpha \in \{0, 1\}$ und ein $g \in \Z$ mit
  \[
    f \circ T^\alpha S^g = (a_1, b_1, c_1)\text{ mit } \abs{b_1} \le a_1 = \min\{a, c\}
  \]
\end{lemma}
\begin{proof}
  Falls $a \le c$ wähle $\alpha = 0$. Falls $a > c$, wähle $\alpha = 1$. Mit $f
  \circ T^\alpha = (a', b', c') =: f'$ gilt: $a' = \min\{a, c\}$ und $\abs{b'}
  = \abs{b}$. Wähle nun $g$ so, dass $\abs{g + \frac{b'}{2a'}} \le \frac 12
  \iff \abs{2a'g + b'} \le a'$. Dann ist $f' \circ S^g = (a', b' + 2a'g, a'g^2 + b'g + c')$ und somit
  \[
    a_1 = a', \abs{b_1} = \abs{b'+2a'g} \le a' = a_1 = \min\{a, c\}.
  \]
\end{proof}

\begin{satz}
  Jede \textsc{pdbqf} ist zu einer reduzierten Form $f \circ U$ äquivalent. Dabei ist
  $U = T^\alpha S^{g_1} T S^{g_2} T \cdots T S^{g_k}$ mit $\alpha \in \{0, 1\}, g_i \in \Z, k \in \N$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Wähle gemäß \cref{lemma:1.3.3} $\alpha_1, g_1$ so, dass
  $f \circ T^{\alpha_1} S^{g_1} = (a_1, b_1, c_1)$ mit $\abs{b_1} \le a_1 = \min\{a, c\}$.
  Seien $\alpha_j \in \{0, 1\}$ und $g_j \in \Z$ bereits gewählt für $1 \le j \le n-1$.
  Dann seien $\alpha_n, g_n$ so gewählt, dass $f\circ T^{\alpha_1} S^{g_1} \cdots T^{\alpha_n}
  S^{g_n} = (a_n, b_n, c_n)$ mit $\abs{b_n} \le a_n = \min\{a_{n-1}, c_{n-1}\}$.
  Dann ist $1 \le a_n \le a_{n-1}$ und es existiert ein $k$ mit $a_k = a_{k+1}$.
  Es ist $\abs{b_k} \le a_k$. Wäre $c_k < a_k$, so wäre $a_k = a_{k+1} = \min\{a_k, c_k\} = c_k < a_k$,
  ein Widerspruch. Also ist $(a_k, b_k, c_k)$ reduziert.
\end{proof}

\begin{bsp}
  \begin{align*}
    f &= (5, -4, 2), D(f) = -26 \\
    f &\sim (2, 4, 5) \quad g = -1 \text{ wegen } \frac{-4}{2\cdot 2} = -1 \\
    (2, 4, 5)\circ S^g &= (2, 4+4g, 2g^2+4g+5) \\
    \text{ mit }g = -1\colon f &\sim (2, 0, 3) \text{ ist reduziert. }
  \end{align*}
\end{bsp}

\begin{prop}
  Sei $f = (a, b, c)$ \textsc{pdbqf} und reduziert.
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:PDBQF1} $a = \min\{f(x, y)\colon x \neq 0\}$.
    \item\label{item:PDBQF2} $c = \min\{f(x, y)\colon y \neq 0\}$.
    \item\label{item:PDBQF3} $a - \abs{b} + c = \min\{f(x, y)\colon x \neq 0, y \neq 0\}$.
    \item $f(x, y) = a$ hat die Lösungen
      \begin{enumerate}
        \item\label{item:PDBQF4a} $(1, 0), (-1, 0)$ für $\abs{b} \le a < c$,
        \item\label{item:PDBQF4b} $(1, 0), (-1, 0), (0, 1), (0, -1)$ für $\abs{b} < a = c$,
        \item\label{item:PDBQF4c} $(1, 0), (-1, 0), (0, 1), (0, -1), (1, -\sgn(b)), (-1, \sgn(b))$ für $\abs{b} = a = c$.
      \end{enumerate}
    \item\label{item:PDBQF5} $f(x, y) = a - \abs{b} + c$ hat die Lösungen ($x \neq 0, y \neq 0$):
      \[
        \begin{cases}
          (1, -\sgn(b)), (-1, \sgn(b)) & \text{falls } b \neq 0 \\
          (1, 1), (1, -1), (-1, 1), (-1, -1) & \text{falls } b = 0
        \end{cases}
      \]
  \end{enumerate}
\end{prop}
\begin{proof}
  Behauptung: $\abs{x} > \abs{y} \implies f(x, y) > (a - \abs{b} + c) \cdot y^2$.
  \begin{align*}
    f(x, y) &= ax^2 + bxy + cy^2 \ge ax^2 - \abs{b}xy + cy^2 \\
            &> axy - \abs{b}xy + cy^2 = (a - \abs{b})xy + cy^2 \\
            &\ge (a - \abs b + c) y^2
  \end{align*}
  Analog, falls $\abs{y} > \abs{x} \implies f(x, y) > (a- \abs{b} + c)x^2$.

  Für $\abs{xy} > 1$ gilt: $f(x, y) > a - \abs{b} + c \underbrace{\ge c \ge a}_{\text{da $f$ reduziert}}$.

  Für $\abs{xy} \le 1$: falls $x \neq 0, y \neq 0$ folgt $\abs{x} = \abs{y} = 1$ und $f(x, y) \ge
  a - \abs{b}\abs{xy} + c = a - \abs{b} + c$. Durch Einsetzen erhalten wir \cref{item:PDBQF3,item:PDBQF5}.

  Falls $f(x, y) = a$ und $a - \abs{b} + c > a$ folgt $x = 0$ oder $y = 0$. Falls $y = 0$, folgt
  $\abs{x} = 1$, woraus \cref{item:PDBQF1,item:PDBQF4a} folgen.

  Falls $\abs{y} = 1$ und $x = 0$, so ist $a = f(x, y) = c$ und $f(0, 1) = f(0,
  -1) = a$, also \cref{item:PDBQF4b}.

  Falls $a- \abs{b} + c = a$, das heißt $\abs{b} = c = a$, und $\abs{xy} = 1$, so ist $f(x, y) \ge a - \abs{b}
  \abs{xy} + c = a - \abs{b} + c = a$ und \cref{item:PDBQF4c} folgt.

  Für $\abs{x} = \abs{y} = 1$ ist $f(x, y) \ge a - \abs{b} + c \ge c$. $f(0, 1) = f(0, -1) = c$ liefert
  \cref{item:PDBQF2}.
\end{proof}

\begin{defin}
  $a - \abs{b} + c \ge c \ge a$ heißen drittes / zweites / erstes Minimum von $f = (a, b, c)$.
\end{defin}

\begin{satz}
  In jeder Äquivalenzklasse \textsc{pdbqf} liegen höchstens 2 reduzierte Formen. In diesem Fall gilt:
  \[
    f = (a, b, a) \sim (a, -b, a) \text{ oder } f = (a, \pm a, c) \sim (a, \mp a, c)
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Seien $(a, b, c)$ und $(a', b', c')$ beide reduziert: $\abs{b} \le a \le c, \abs{b'} \le a' \le c'$.
  Falls $(a, b, c) \sim (a', b', c')$, so stellen sie dieselben Zahlen mit derselben Anzahl von Lösungen
  dar. Insbesondere: $a = \min\{f(x, y)\colon x \neq 0\} = \min\{f'(x, y)\colon x \neq 0\} = a'$.
  Wenn $c > a$, so ist $c$ die nächstgrößte von $f$ beziehungsweise $f'$ dargestellte Zahl.
  $f(x, y) = a$ hat genau 2 Lösungen $\implies f'(x, y) = a$ hat auch genau 2 Lösungen $\implies c' > a'
  \implies c'$ ist die nächstgrößte von $f'$ dargestellte Zahl. Insgesamt also $c = c'$.

  Wegen $D(f) = D(f')$ ist $\abs{b} = \abs{b'}$. Lediglich $(a, b, c) \sim (a, -b, c)$ ist möglich.

  Sei $(a, b, c) \circ U = (a, -b, c) \implies U = \pm \begin{pmatrix}1 & \beta \\ 0 & 1\end{pmatrix}
  = \pm S^\beta$. Durch Einsetzen folgt $-b = 2a\beta + b$, woraus folgt
  dass $a \mid b$. Wegen $\abs{b} \le a$ folgt $\abs{b} = a$.

  Falls $c = a$, so ist $U = T$.
\end{proof}

\begin{satz}
  Sei $D < 0$. Dann gibt es höchstens endlich viele Äquivalenzklassen \textsc{pdbqf} mit $D(f) = D$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Es genügt zu zeigen, dass es höchstens endlich viele reduzierte Formen mit $D(f) = D$ gibt.
  \begin{align*}
    f(a, b, c)\text{ reduziert }&\implies \abs{b} \le a \le c \implies b^2 \le ac \\
                                &\implies \abs{D(f)} = 4ac - b^2 \ge 3ac \ge 3a^2 \\
                                &\implies 1 \le a \le \sqrt{\frac{\abs{D}}{3}}, \;
                                0 \le \abs{b} \le a \le \sqrt{\frac{\abs{D}}{3}} \\
    (&\implies \text{nur endlich viele Möglichkeiten für }a, b) \\
  \end{align*}
  $D = b^2 - 4ac$ bestimmt $c$ eindeutig, wenn $a, b$ gegeben sind.
\end{proof}

\begin{defin}
  Die Anzahl der Äquivalenzklassen \textsc{pdbqf} mit $D(f) = D$ heißt Klassenzahl $h(D)$.
\end{defin}
\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item $D = -3 \implies a \le \sqrt{\frac{\abs{D}}{3}} \implies a = 1, b^2 - 4c = -3$.
      $b = 0$ nicht möglich (wegen $\mod 4$) $\implies \abs{b} = 1 \implies c = 1$. 2 reduzierte
      Formen mit $D(f) = -3\colon (1, 1, 1), (1, -1, 1)$. Diese sind äquivalent $\implies h(-3) = 1$.
    \item $D = -4 \implies 1 \le a \le \sqrt{\frac 43} \implies a = 1 \implies b^2 - 4c = -4
      \overset{\mod 4}{\implies} b = 0 \implies c = 1 \implies (1, 0, 1)$ einzige reduzierte Form,
      $h(-4)=1$.
    \item $D = -15 \implies 1 \le a \le \sqrt{5} \implies a \in \{1, 2\}$
      \begin{enumerate}[label=\arabic*. Fall]
        \item $a = 1 \implies b^2 - 4c = -15 \implies \abs{b} \in \{0, 1\}
          \overset{\mod 4}{\implies} \abs{b} = 1 \implies {c = 4} \implies (1, 1, 4), (1, -1, 4)$ sind äquivalent
        \item $a=2 \implies b^2 - 8c = -15 \implies \abs{b} \in \{0, 1, 2\} \overset{\mod 4}{\implies}
          \abs{b} = 1 \implies c = 2 \implies (2, 1, 1), (2, -1, 2) \implies h(-15) = 2$
      \end{enumerate}
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{defin}
  $f$ sei \textsc{pdbqf} und $U \in \SL_2(\Z)$, dann heißt $U$ ein Automorphismus von $f$, falls $f \circ U = f$.
  Schreibe $U \in A(f)$.
\end{defin}

\begin{prop}
  $f$ \textsc{pdbqf}, $U \in \SL_2(\Z)$. Dann ist $A(f) \le SL_2(\Z)$ und weiters ist $A(f)$ zu $A(f\circ U)$
  konjugiert.
\end{prop}
\begin{proof}
  Übung
\end{proof}

\begin{satz}
  Sei $f = (a, b, c)$ reduziert.
  \begin{enumerate}
    \item Falls $a < c$ oder $c > \abs{b} > 0$, so ist $A(f) = \{E, -E\}$ (allgemeiner Fall).
    \item Falls $a = c > \abs{b} = 0$, so ist $A(f) = \{E, T, T^2, T^3\} = \langle T \rangle$.
    \item Falls $a = c = \abs{b}$, so ist $A(f) = \langle R \rangle$ mit $R = \begin{pmatrix}
      0 & -1 \\ 1 & 1\end{pmatrix}$, wobei $R$ Ordnung 6 hat.
  \end{enumerate}
\end{satz}

\begin{defin}
  Sei $m \in \Z, f$ \textsc{pdbqf}, $x_0, y_0 \in \Z$ mit $f(x_0, y_0) = m$. Diese Darstellung von
  $m$ heißt eigentlich, falls $\ggT(x_0, y_0) = 1$, ansonsten uneigentlich.
\end{defin}

\begin{bsp}
  \begin{align*}
    f(x, y) = x^2 - y^2 \quad m = 48 \\
    48 = \underbrace{8^2 - 4^2}_{\text{uneigentlich}} = \underbrace{7^2 - 1^2}_{\text{eigentlich}}
  \end{align*}
\end{bsp}

\begin{bemerkung}
  Ist $m\in \Z$ quadratfrei, so ist jede Darstellung von $m$ eigentlich.
\end{bemerkung}

Wir schränken uns nun auf die Untersuchung eigentlicher Darstellungen ein.

Sei $f(\alpha, \gamma) = m$ eine eigentliche Darstellung von $m$ durch $f$.

\[
  \ggT(\alpha, \gamma) = 1 \implies \exists \beta_0, \delta_0 \in \Z\colon \alpha \delta_0 - \beta_0 \gamma = 1
\]

Wir setzen $U_t \coloneq \begin{pmatrix} \alpha & \beta_0 + t \alpha \\ \gamma & \delta_0 + t \gamma\end{pmatrix}
\in \SL_2(\Z).\; f \circ U_t \begin{pmatrix} 1 \\ 0 \end{pmatrix} = f(\alpha, \gamma) = m$

$f \circ U_t = (A_t, B_t, C_t)$ mit $A_t = m, B_t = 2a \alpha \beta_0 + b(\alpha \delta_0 + \gamma \beta_0)
+ 2c \gamma \delta_0 + 2tm$. Wähle jetzt $t = t_0$ so, dass $0 \le B_{t_0} < 2m$, $B_{t_0}$ ist
unabhängig von $\beta_0, \delta_0$ und heißt Minimalwurzel der Darstellung $f(\alpha, \gamma) = m$.
Mit $U_t = U_{t_0}$ gilt $f \circ U_{t_0} = (m, B_{t_0}, C_{t_0})$ mit $0 \le B_{t_0} < 2m$.

Aus $D(f) = D(f \circ U_{t_0})$ folgt
\begin{align}\label{eq:4m}
  B_{t_0}^2 - 4m C_{t_0} = D(f) \\
  \implies C_{t_0} = \frac{1}{4m} \cdot (B_{t_0}^2 - D(f)) \nonumber
\end{align}

Aus \cref{eq:4m} folgt $z^2 \equiv D(f) \pmod{4m}$ ist lösbar, $(z = B_{t_0})$ mit einer Lösung
$0 \le z \le 2m$.

\begin{satz}
  Sei $f$ \textsc{pdbqf}, $m > 0$ quadratfrei. Seien $\{B_1, \dots, B_k\}$ die Lösungen von
  $B^2 \equiv D(f) \pmod{4m}$ mit $0 \le B_i \le 2m$ für $i = 1, \dots, k$.
  Setze $C_i \coloneq \frac{1}{4m}(B_i^2 - D(f))$ und $f_i = (m, B_i, C_i)$.
  Für $1 \le i \le t \le k$ gelte zudem $f_i \sim f$, das heißt $\exists U_i = \begin{pmatrix}
    \alpha_i & \beta_i \\
    \gamma_i & \delta_i
  \end{pmatrix} \in \SL_2(\Z)$ mit $f_i = f \circ U_i$.
  Dann gilt: $\left\{ V U_i \begin{pmatrix} 1 \\ 0 \end{pmatrix}\colon V \in A(f), 1 \le i \le t\right\}$
  ist Lösungsmenge von $f(x, y) = m$. Die Anzahl der Lösungen ist genau $t \cdot \abs{A(f)}$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $V \in A(f)$ und $1 \le i \le t$ fest.
  $m = f_i(1, 2) = f \circ U_i(1, 0) = f \circ VU_i(1, 0)$, das heißt $VU_i$ ist Lösung.

  Umgekehrt: Sei $f(x, y) = m$ und $U_{t_0}$ die zu dieser Darstellung gehörende Matrix. Dann ist
  $U_{t_0} \begin{pmatrix}1 \\ 0\end{pmatrix} = \begin{pmatrix}x \\ y\end{pmatrix}$ und $f \circ U_{t_0}
  = (m, B, C)$ mit $B^2 \equiv D(f) \pmod{4m}$, mit $0 \le B < 2m, C = \frac{1}{4m}(B^2 - D(f))$.
  Es folgt: $\exists 1 \le i \le k$ mit $B = B_i, C = C_i$ und daher $f \circ U_{t_0} = f_i$, sodass
  sogar $1 \le i \le t$ gelten muss.

  Daher gilt: $f_i = f \circ U_{t_0} = f \circ U_i \implies f = f \circ\underbrace{U_{t_0} \circ U_i^{-i}}_{=: V}
  \implies U_{t_0} \circ U_i^{-1} \in A(f)$.
  Also $U_{t_0} = VU_i$ und $\begin{pmatrix} x \\ y\end{pmatrix} = VU_i \begin{pmatrix}1\\0\end{pmatrix}$.

  Es verbleibt zu zeigen: $VU_i \begin{pmatrix} 1 \\ 0\end{pmatrix} = U_j \begin{pmatrix}1 \\0\end{pmatrix}
  \implies V = E$ und $i = j$.

  Sei dazu $V = \begin{pmatrix}
    v_1 & v_2 \\ v_3 & v_4
    \end{pmatrix}. V \begin{pmatrix}\alpha_i \\ \gamma_i\end{pmatrix} =
    \begin{pmatrix} \alpha_j \\ \gamma_j\end{pmatrix}, \alpha_i \delta_i - \beta_i \gamma_i = 1,
    \alpha_j \delta_j - \beta_j \gamma_j = 1 (U_i, U_j \in \SL_2(\Z))$
    Aus $\begin{pmatrix} \alpha_i \\ \gamma_i\end{pmatrix} = V^{-1}\begin{pmatrix}
    \alpha_j \\ \gamma_j\end{pmatrix} = \begin{pmatrix}
    v_4 & -v_2 \\ -v_3 & v_1\end{pmatrix} \begin{pmatrix} \alpha_j \\ \gamma_j\end{pmatrix}$ folgt
    $\alpha_i = v_4 \alpha_j - v_2 \gamma_j, \gamma_i = -v_3 \alpha_j + v_1 \gamma_j$.
    \begin{align*}
      1 = (v_4 \alpha_j - v_2 \gamma_j) \delta_i - \beta_i(-v_3 \alpha_j + v_1 \gamma_j)
      &\iff \alpha_j(v_4 \delta_i + v_3 \beta_i) - \gamma_j (v_2 \delta_i + v_1 \beta_i) = 1 \\
      &\implies \exists g \in \Z\colon \begin{cases}
        \delta_j = v_4 \delta_i + v_3 \beta_i + g \delta_j \\
      \beta_j = v_2 \delta_i + v_1 \beta_i + g \alpha_j \end{cases}
    \end{align*}
    Das heißt $\begin{pmatrix} \beta_j \\ \delta_j\end{pmatrix} = V \begin{pmatrix}
  \beta_i \\ \delta_i
    \end{pmatrix} + g \begin{pmatrix}
    \alpha_j \\ \gamma_j
    \end{pmatrix} = V \begin{pmatrix}
  \beta_i + g \alpha_i \\ \delta_i + g \gamma_i \end{pmatrix}$.
  Das heißt $U_j = VU_i S^g$ für $g \in \Z$. Also ist $f \circ U_j = f \circ U_i S^g$ und wegen
  $0 \le B_i, B_j < 2m$ ist $g = 0$ und daher $f_j = f \circ U_j = f \circ U_i = f_i$, sodass
  $B_i = B_j, i = j, V = E$.
\end{proof}

\begin{bsp}
  Finde alle Lösungen von $121 x^2 + 98 xy + 20 y^2 = 17. f = (121, 98, 20), D(f)=-76$.

  $f \sim (20, -98, 121)$. Bestimme $g$: nächste ganze Zahl an $\frac{98}{2\cdot 20} \implies g = 2, f \circ
  S^g = (20, -18, 20 \cdot 4 - 98 \cdot 2 + 121) = (20, -18, 5)$.

  $(20, -18, 5) \sim (5, 18, 20)$. Bestimme $g$: nächste ganze Zahl an $\frac{-18}{10} \implies g = -2, f \circ
  S^{-2} = (5, -2, 4)$ ist reduziert.
  \[
    (4, 2, 5) = f \circ \underbrace{TS^2TS^{-2}T}_U,\text{ mit } U = \begin{pmatrix}
      -2 & -1 \\ 5 & 2
    \end{pmatrix}
  \]
  Bestimme alle Lösungen von $4x^2 + 2xy + 5y^2 = 17$.

  Bestimme alle Lösungen $< 34$ von $B^2 \equiv -76 \pmod {4 \cdot 17}$. Das sind genau die Lösungen
  von $Z^2 \equiv -2 \pmod {17}$. Lösungen sind 7 und 10.
  Mit $B = 2Z$ ergibt sich $B = 14, B = 20$ für die Minimalwurzeln.
  Die zugehörigen Formen sind $(17, 14, \frac{1}{4\cdot17}(14^2 + 76)) = (17, 14, 4)$ und $(17, 20, 7)$.
  Überprüfe, welche der Formen zu $(4, 2, 5)$ äquivalent ist.
  \begin{gather*}
    f_1 = (17, 14, 4) \sim (4, -14, 17) \sim (4, 2, 5) \\
    f_2 = (17, 20, 7) \sim (7, -20, 17) \sim (7, -6, 4) \sim (4, 6, 7) \sim (4, -2, 5) \nsim (4, 2, 5) \\
    f_1 \circ TS^2 = (4, 2, 5) = f \circ U \implies f_1 = f \circ U \circ S^-2 T^{-1} \\
    U = \begin{pmatrix} -2 & -1 \\ 5 & 2 \end{pmatrix},
    S^{-2} T = \begin{pmatrix} -2 & -1 \\ 1 & 0 \end{pmatrix} (T^{-1} = -T) \\
    \begin{pmatrix} -2 & -1 \\ 5 & 2 \end{pmatrix} \cdot \begin{pmatrix} -2 & -1 \\ 1 & 0 \end{pmatrix}
    = \begin{pmatrix} 3 & 2 \\ -8 & -5 \end{pmatrix} \\
    \begin{pmatrix} 3 & 2 \\ -8 & -5 \end{pmatrix} \begin{pmatrix} 1 \\ 0 \end{pmatrix} =
    \begin{pmatrix} 3 \\ -8 \end{pmatrix} \\
    \begin{pmatrix} -3 & -2 \\ 8 & 5 \end{pmatrix} \begin{pmatrix} 1 \\ 0 \end{pmatrix} =
    \begin{pmatrix} -3 \\ 8 \end{pmatrix}
  \end{gather*}
  sind Lösungen der ursprünglichen Gleichung.
\end{bsp}

\begin{bsp}
  $x^2 + y^2 = m, f = (1, 0, 1), D(f) = -4, f$ reduziert, $h(-4) = 1$.
\end{bsp}

\begin{satz}
  Sei $m = 2 ^ \alpha p_1 \cdots p_k$ quadratfrei.
  Falls $\exists i\colon 1 \le i \le k$ mit $p_i \equiv 3 \pmod 4$, so hat $x^2 + y^2 = m$ keine Lösung.
  Falls $p_i \equiv 1 \pmod 4, 1 \le i \le k$, so hat $x^2 + y^2 = m$ genau $2^{k+2}$ Lösungen (in $\Z$).
\end{satz}
\begin{proof}
  $f = (1, 0, 1)$. $B^2 \equiv -4 \pmod {4m}$. Falls $\exists i\colon 1 \le i \le k$ mit $p_i \equiv 3 \pmod 4$,
  so hat $z^2 \equiv -1 \pmod {p_i}$ keine Lösung, daher auch $z^2 \equiv -1 \pmod m$ keine.

  Falls $p_i \equiv 1 \pmod 4, 1 \le i \le k$, die Lösungen von $B^2 \equiv -4 \pmod {4m}$, die kleiner $2m$
  sind, entsprechen genau den Lösungen von $z^2 \equiv -1 \pmod m$.
  Für jedes $i$ hat $\ontop{z^2 \equiv -1 \pmod {p_i}}{z^2 \equiv -1 \pmod {2^\alpha}}$ genau $\ontop{2}{1}$
  Lösungen. Daher hat $z^2 \equiv -1 \pmod m$ nach dem CRS genau $2^k$ Lösungen. Wegen $\abs{A(f)} = 4$ für
  $f = (1, 0, 1)$ gibt es $2^{k+2}$ Lösungen.
\end{proof}

\begin{aufgaben}
  \begin{enumerate}
    \item Bestimme die zu $f = (133, 108, 22)$ äquivalente, reduzierte Form.
    \item Bestimme $h(-20)$.
    \item Zeige: $\Primes \ni p = x^2 + 5y^2 \iff p \equiv 1, 9 \pmod {20}$
  \end{enumerate}
\end{aufgaben}

\section{Summen von 4 Quadraten}
\begin{satz}[Lagrange]
  Jedes $n \in \N$ ist Summe von 4 Quadraten ganzer Zahlen.
  ($n = x^2 + y^2 + z^2 + w^2$ mit $x, y, z, w \in \Z$)
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{multline*}
    (x^2 + y^2 + z^2 + w^2) (a^2 + b^2 + c^2 + d^2) = (ax + by + cz + dw)^2 + (ay - bx + dz - cw)^2 + \\
    (az - cx + bw - dy)^2 + (aw - dx + cy - bz)^2
  \end{multline*}
  $\implies$ Es genügt, die Aussage für $p \in \Primes$ zu verifizieren. $2 = 1^2 + 1^2 + 0^2 + 0^2$.

  Sei nun $p \in \Primes$ ungerade. $0^2, 1^2, \dots, (\frac{p-1}{2})^2$ sind $\frac{p+1}{2}$ Zahlen,
  die inkongruent sind $\pmod p$. $-0^2 - 1, -1^2 - 1, \dots, -(\frac{p-1}{2})^2 - 1$ sind
  $\frac{p+1}{2}$ Zahlen, die inkongruent sind $\pmod p$. Zusammen sind dies $p + 1$ Zahlen, die nicht alle
  inkongruent $\pmod p$ sein können.

  Daher existieren $x, y$ mit $x^2 \equiv -y^2 - 1 \pmod p \iff x^2 + y^2 + 1 + 0 \equiv 0 \pmod p$.
  Wegen $x, y \in \{0, 1, \dots, \frac{p-1}{2}\}$ gilt $x^2 + y^2 + 1 < p^2$ und daher ist
  $x^2 + y^2 + 1 = m p$ für ein $m$ mit $0 < m < p$.
  Sei $l$ die kleinste positive Zahl mit $lp = x^2 + y^2 + z^2 + w^2$. Wir wissen, dass $l \le m < p$.

  Behauptung: $l$ ist ungerade. Wäre $l$ gerade, so wären 0, 2 oder 4 der Summanden in $x^2 + y^2 + z^2 + w^2$
  ungerade. OBdA seien $x + y, x - y, z + w, z - w$ gerade. Dann gilt
  \[
    \frac{lp}{2} =
    \left(\frac{x+y}2\right)^2 \left(\frac{x-y}{2}\right)^2 +
    \left(\frac{z+w}2\right)^2 + \left(\frac{z-w}2\right)^2,
  \]
  ein Widerspruch zu $l$ minimal.

  Behauptung: $l = 1$. Seien $x', y', z', w'$ die absolut kleinsten Reste von $x, y, z, w$ bei Division
  durch $l$. Dann gilt $\underbrace{x'^2 + y'^2 + z'^2 + w'^2}_n \equiv 0 \pmod l$. $n > 0\; (l \nmid p)$.
  \[
    l \equiv 1 \pmod 2 \implies n < 4 \cdot \left(\frac{l}{2}\right)^2 = l^2.
  \]
  Daher gilt $n = kl$ mit $0 < k < l$.

  Es ist
  \begin{multline*}
    (kl)(lp) = n (x^2 + y^2 + z^2 + w^2) = (x'^2 + y'^2 + z'^2 + w'^2) (x^2 + y^2 + z^2 + w^2) = \\
    \square + \square + \square + \square.
  \end{multline*}
  Jedes $\square$ ist durch $l$ teilbar!
  \begin{align*}
    \square_1 &= xx' + yy' + zz' + ww' \equiv x^2 + y^2 + z^2 + w^2 \equiv 0 \pmod l \\
    \square_2 &= xy' - yx' + zw' - wz' \equiv xy - yx + zw - wz \equiv 0 \pmod l \\
    \square_3 &= \dots \equiv 0 \pmod l \\
    \square_4 &= \dots \equiv 0 \pmod l
  \end{align*}
  Es folgt: $kp = \square' + \square' + \square' + \square'$, ein Widerspruch zu $k < l$!
  Also $l = 1, p = x^2 + y^2 + z^2 + w^2$.
\end{proof}

\begin{aufgaben}
  \begin{enumerate}
    \item $2^{2k+1} \neq \square_{>0} + \square_{>0} + \square_{>0} + \square_{>0}$
    \item Jedes $n > 169$ ist Summe von 5 Quadraten $> 0$
    \item $n = 4^m (8k+7) \implies n \neq \square + \square + \square$
  \end{enumerate}
\end{aufgaben}

\section{Ternäre quadratische Formen und Summen von 3 Quadraten}
\begin{bsp}
  \begin{align*}
    3 &= 1^2 + 1^2 + 1^2 \\
    5 &= 2^2 + 1^2 + 0^2 \\
    15 &\neq \square + \square + \square
  \end{align*}
\end{bsp}

$F = F(x_1, \dots, x_r) = \sum_{k, l} a_{kl} x_k x_l$ mit $a_{kl} \in \Z, a_{kl} = a_{lk}$.
$D(F) \coloneq \det((a_{kl})_{1\le k, l \le r})$ heißt Diskriminante von $F$.

\begin{warnung}
Achtung, das heißt für binäre quadratische Formen, dass
\[
  D((a, b, c)) = \begin{vmatrix}
  a & \frac{b}2 \\ \frac{b}2 & c\end{vmatrix} = ac - \frac{b^2}{4}.
\]
Das ist anders als in \cref{section:pdbqf} beziehungsweise \cref{def:pdbqf-diskriminante}!

\end{warnung}


$F = \sum_{k, l} a_{kl} x_k x_l \sim G = \sum_{k, l} b_{kl} x_k x_l$ falls
$\exists U \in \SL_r(\Z)\colon F \circ U = G$. In diesem Fall gilt: $B = U^t A U, b_{kl} = \sum_{m, n}
u_{mk} a_{mn} u_{nl}$. $\sim$ ist eine Äquivalenzrelation, äquivalente Formen stellen die selben
Zahlen mit den selben Vielfachheiten dar.

\begin{defin}
  $F$ heißt positiv definit, falls $F(x_1, \dots, x_r) > 0 \forall(x_1, \dots, x_r) \neq (0, \dots, 0)$.
\end{defin}
\begin{prop}
  \begin{multline*}
    F(x_1, x_2, x_3) = \sum_{k, l=1}^3 a_{kl} x_k x_l\text{ ist positiv definit } \iff
    a_{11} > 0 \land a_{11} a_{22} - a_{12}^2 > 0 \\ \land D(F) > 0
  \end{multline*}

  Weiters $F$ ist positiv definit $\implies$
  \begin{equation} \label{eq:1.5.2.1}
  a_{11} F = (a_{11} x_1 + a_{12} x_2 + a_{13} x_3)^2 + K(x_2, x_3)
\end{equation}
mit $K$ \textsc{pdbqf} mit Diskriminante $a_{11} D(F)$.
\end{prop}
\begin{proof}
  Mittels direktem Nachrechnen erhält man
  \begin{gather*}
    K(x_2, x_3) = (a_{11} a_{22} - a_{12}^2) x_2^2 + 2(a_{11}
    a_{23} - a_{12} a_{13}) x_2 x_3 + (a_{11} a_{33} - a_{13}^2) x_3^2 \\
    D(K) = (a_{11} a_{22} - a_{12}^2)^2 (a_{11} a_{33} - a_{13}^2)^2 - (a_{11} a_{23} - a_{12} a_{13})^2
    = \cdots = a_{11} D(F)
  \end{gather*}
  Sei $F$ positiv definit. $a_{11} = F(1, 0, 0) > 0$. Es gilt $F$ ist positiv definit $\iff K$ ist positiv
  definit! Falls $K$ nicht positiv definit, so existieren $x_2, x_3$ mit $K(x_2, x_3) \le 0$ (wobei
  $(x_2, x_3) \neq (0, 0)$). Dann ist auch$K(\underbrace{a_{11}x_2}_{y_2}, \underbrace{a_{11}x_3}_{y_3}) \le 0$.

  Wähle eine ganzzahlige Lösung von $a_{11} x_1 + a_{12} y_2 + a_{11} y_3 = 0$. Dann ist
  $F(x_1, y_2, y_3) = K(y_2, y_3) \le 0$, also ist $F$ nicht positiv definit.

  Umgekehrt: ist $K$ positiv definit, so folgt aus \cref{eq:1.5.2.1} $F(x_1, x_2, x_3) \ge K(x_2, x_3)$.
  Falls $(x_2, x_3) \neq (0, 0)$, so ist $F > 0$. Falls $x_2 = x_3 = 0$, so ist $x_1 \neq 0$ und
  $F(x_1, 0, 0) = a_{11}x_1^2 > 0$.

  $K$ ist positiv definit $\iff \begin{cases} a_{11} D(F) > 0 \\ a_{11} a_{22} - a_{12}^2 > 0\end{cases}$,
  was zu zeigen war.
\end{proof}

\begin{lemma}\label{lemma:pdtqf}
  Für
  \[
    U = \begin{pmatrix} u_{11} & * & * \\ u_{21} & * & * \\ u_{31} & * & *\end{pmatrix}
  \]
  mit
  $\ggT(u_{11}, u_{21}, u_{31}) = 1$ existieren 6 weitere Einträge, sodass
  $U \in SL_3(\Z)$ ist.
\end{lemma}
\begin{proof}
  Sei $g = \ggT(u_{11}, u_{21})$. Dann ist $\ggT(g, u_{31}) = 1$. $\exists u_{12}, u_{22}$, sodass
  $u_{11} u_{22} - u_{12} u_{21} = g$ und $\exists s, t$ sodass $gs - u_{31} t = 1$.
  Setze $U\coloneq\begin{pmatrix}
    u_{11} & u_{12} & \frac{u_{11} t}{g} \\
    u_{21} & u_{22} & \frac{u_{21} t}{g} \\
    u_{31} & 0 & s
  \end{pmatrix}$.
  Durch Entwickeln nach der 1. Spalte erhalten wir $U \in \SL_3(\Z)$.
\end{proof}

\begin{satz}\label{satz:pdtqf-äqkl}
  Jede Äquivalenzklasse \textsc{pdtqf} enthält eine Form mit
  \[
    a_{11} \le \frac 43 \sqrt[3]{D(F)}, \; 2\abs{a_{12}} \le a_{11}, \; 2\abs{a_{13}} \le a_{11}.
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $F$ eine \textsc{pdtqf}. Wähle $a_{11}$ als die kleinste positive von einer zu $F$ äquivalenten Form dargestellte
  Zahl. Dann sei $(u_{11}, u_{21}, u_{31})$ eine Lösung von $F(x_1, x_2, x_3) = a_{11}$. Die Minimalität
  von $a_{11}$ garantiert $\ggT(u_{11}, u_{21}, u_{31}) = 1$. Mit \cref{lemma:pdtqf}, wähle ein
  $U \in \SL_3(\Z)$ mit $U = \begin{pmatrix} u_{11} & * & * \\ u_{21} & * & * \\ u_{31} & * & *\end{pmatrix}$.

  Setze $G \coloneq F \circ U$. Mit $G = \sum b_{kl} x_k x_l$ folgt $b_{11} = G(1, 0, 0) = F \circ U(1, 0, 0)
  = F(u_{11}, u_{21}, u_{31}) = a_{11}$. Setze nun $D \coloneq \begin{pmatrix} 1 & r & s \\
    0 & t & u \\
    0 & v & w
  \end{pmatrix}$ mit $tw - uv = 1$ und setze $H\coloneq G \circ D$, $H(y_1, y_2, y_3) \coloneq \sum_{k, l}a_{kl}y_k y_l$.
  Es gilt
  \begin{gather*}
    \begin{pmatrix}
      a_{11} & a_{12} & a_{13} \\
      a_{21} & a_{22} & a_{23} \\
      a_{31} & a_{32} & a_{33}
    \end{pmatrix} = \begin{pmatrix}
    1 & 0 & 0 \\
    r & t & v \\
    s & u & w
  \end{pmatrix} \begin{pmatrix}
      b_{11} & b_{12} & b_{13} \\
      b_{21} & b_{22} & b_{23} \\
      b_{31} & b_{32} & b_{33}
    \end{pmatrix} \begin{pmatrix}
    1 & r & s \\
    0 & t & u \\
    0 & v & w
  \end{pmatrix}\\
  \implies \begin{cases}
    a_{11} = a_{11} \cdot 1 \\
    a_{12} = a_{11} \cdot r + b_{12} \cdot t + b_{12} \cdot v \\
    a_{13} = a_{11} \cdot s + b_{12} \cdot u + b_{13} \cdot w
  \end{cases}
  \end{gather*}
  und $H = G \circ D$ impliziert
  \begin{gather*}
    \begin{pmatrix} x_1 \\ x_2 \\ x_3 \end{pmatrix} = D \begin{pmatrix} y_1 \\ y_2 \\ y_3 \end{pmatrix} \\
    \begin{pmatrix}b_{11}&b_{12}&b_{13}\end{pmatrix}\begin{pmatrix} x_1 \\ x_2 \\ x_3 \end{pmatrix}
    = \begin{pmatrix}b_{11}&b_{12}&b_{13}\end{pmatrix} D \begin{pmatrix} y_1 \\ y_2 \\ y_3 \end{pmatrix}
    = \begin{pmatrix}a_{11}&a_{12}&a_{13}\end{pmatrix} \begin{pmatrix} y_1 \\ y_2 \\ y_3 \end{pmatrix}
  \end{gather*}

  Aus \cref{eq:1.5.2.1} folgt:
  \begin{align*}
    a_{11} G &= (b_{11}x_1 + b_{12}x_2 + b_{13} x_3)^2 + K(x_2, x_3) \\
    a_{11} H &= (a_{11}y_1 + a_{12}y_2 + a_{13} y_3)^2 + L(y_2, y_3)
  \end{align*}
  mit \textsc{pdbqf} $K$ und $L$.
  \[
    a_{11} (G(x_1, x_2, x_3) - H(y_1, y_2, y_3)) = K(x_2, x_3) - L(y_2, y_3).
  \]
  Mit $H = G \circ D$ folgt, dass $K \circ \begin{pmatrix} t & u \\ v & w\end{pmatrix} = L$.
  Insbesondere ist $K \sim L$ als \textsc{pdbqf}. Bezeichnet $d$ die Diskriminante von $F$ (und $G, H$), so
  hat $L$ die Diskriminante $a_{11} d$ und führenden Koeffizienten $a_{11} a_{22} - a_{12}^2$. Wähle
  nun $t, u, v, w$ so, dass $L$ als \textsc{pdbqf} reduziert ist.

  Behauptung: $a_{11} a_{22} - a_{12}^2 \le \frac{2}{\sqrt 3} \sqrt{a_{11} d}$.

  ($f = (a, b, c)$ mit Diskriminante $d$ reduziert, dann ist $\abs{b} \le a \le c$ Es folgt: $a^2 \le ac =
  d + \frac{b^2}4 \le d + \frac{a^2}{4} \implies \frac{3}{4}a^2 \le d \iff \frac{\sqrt{3}}{2} a \le
  \sqrt{d} \iff \frac{2}{\sqrt{3}} \sqrt{d} \ge a$)
  \begin{gather*}
    a_{12} = a_{11} r + \underbrace{t b_{12} + v b_{13}}_{=:m} \\
    a_{13} = a_{11} s + \underbrace{u b_{12} + w b_{13}}_{=:n}
  \end{gather*}

  Wähle $r, s$ so, dass $\abs{a_{12}} \le \frac{a_{11}}{2}, \abs{a_{13}} \le \frac{a_{11}}{2}$.
  $a_{12}, a_{13}$ liegen in den Restklassen $m, n \pmod{a_{11}}$,
  wir wählen die minimalen Vertreter dieser Restklassen.
  $H(0, 1, 0) = a_{22} \ge a_{11}$ aufgrund der Wahl von $a_{11}$ als kleinster von einer zu $F$ äquivalenten
  Form dargestellten, positiven Zahl.
  \[
    a_{11}^2 \le a_{11} a_{22} = (a_{11} a_{22} - a_{12}^2) + a_{12}^2 \le \frac{2}{\sqrt{3}} \sqrt{a_{11}d}
  \]
  Durch Umformen ergibt sich $a_{11} \le \frac{4}3 \sqrt[3]{d}$, was zu zeigen war.
\end{proof}

\begin{korollar}\label{korollar:pdtqf}
  Jede \textsc{pdtqf} mit Diskriminante 1 ist zu $x_1^2 + x_2^2 + x_3^2$ äquivalent.
\end{korollar}
\begin{proof}
  Jede solche ist zu einer Form mit den Eigenschaften aus \cref{satz:pdtqf-äqkl} äquivalent.
  $a_{11} \le \frac{4}{3} \implies a_{11} = 1, a_{12} = 0, a_{13} = 0$, also $F(x_1, x_2, x_3) =
  x_1^2 + K(x_2, x_3)$ mit $K(x_2, x_3) = a_{22} x_2^2 + 2 a_{23} x_2 x_3 + a_{33} x_3^2$.
  $K$ hat Diskriminante 1 ($-4$ in \cref{section:pdbqf}) und ist daher äquivalent zu $x_2^2 + x_3^2$ via
  $U = \begin{pmatrix}
    t & u \\
    v & w
  \end{pmatrix} \in \SL_2(\Z)$. Dann ist $F \sim x_1^2 + x_2^2 + x_3^2$ mittels Verknüpfung mit
  $\begin{pmatrix}
    1 & 0 & 0 \\
    0 & t & u \\
    0 & v & w
  \end{pmatrix}$.
\end{proof}

\begin{satz}\label{satz:3quadrate}
  Jedes $n \in \N$, das nicht von der Form $n = 4^m \cdot (8k+7)$ ist,
  lässt sich als Summe von 3 Quadraten schreiben.
\end{satz}
\begin{proof}
  $n = \square + \square + \square \implies 4n = \square + \square + \square$.
  Sei oBdA $n \nequiv 0 \pmod 4$, sodass $n \equiv 1, 2, 3, 5, 6 \pmod 8$. Wegen
  \cref{korollar:pdtqf} genügt es, für jedes dieser $n$ eine \textsc{pdtqf} der Diskriminante 1 zu finden,
  die $n$ darstellt.

  Bestimme $a_{11}, a_{12}, a_{22}, a_{13}, a_{23}, a_{33}, x_1, x_2, x_3$ mit:
  \begin{itemize}
    \item $a_{11} x_1^2 + 2_a{12} x_1 x_2 + a_{22} x_2^2 + 2 a_{13} x_1x_3 2 a_{23} x_2 x_3 + a_{33} x_3^2 = n$
    \item $a_{11} > 0$
    \item $\underbrace{a_{11} a_{22} - a_{12}^2}_{=:b} > 0$
    \item $\begin{vmatrix}
        a_{11} & a_{12} & a_{13} \\
        a_{21} & a_{22} & a_{23} \\
        a_{31} & a_{32} & a_{33}
      \end{vmatrix} = 1$
  \end{itemize}

  Wir legen sofort 6 der Unbekannten fest: $a_{13} = 1, a_{23} = 0, a_{33} = n, x_1 = x_2 = 0, x_3 = 1$.
  Dies garantiert, dass $n$ von der Form dargestellt wird ($\iff$ 1. Bedingung).

  \begin{description}
    \item[$n=1$] $1 = 1 + 0 + 0$ \checkmark. $a_{11} > 0$ folgt aus: $n > 1$ und $\begin{vmatrix}
        a_{11} & a_{12} & 1 \\
        a_{21} & a_{22} & 0 \\
        1 & 0 & n
      \end{vmatrix} = bn - a_{22} = 1$
      \begin{gather*}
        a_{22} = bn - 1 > b - 1 \ge 0 \\
        a_{11} a_{22} = b + a_{12} > 0
      \end{gather*}
      Es verbleiben 2 Bedingungen: um diese zu erfüllen, müssen wir ein $b > 0$ bestimmen, für das:
      \begin{align*}
        a_{11} = \frac{b+a_{12}^2}{a_{22}} \in \Z &\iff b + a_{12}^2 \equiv 0 \pmod{a_{22}} \\
                                                  &\iff -b \text{ Quadratischer Rest} \pmod{a_{22}} \\
                                                  &\iff -b \text{ Quadratischer Rest} \pmod{bn-1}
      \end{align*}
      Wir unterscheiden 2 Fälle:
      \begin{enumerate}
        \item $n \equiv 2, 6 \pmod 8$. Behauptung: wir können $b$ so wählen, dass $bn - 1 =: p$ eine
          Primzahl ist, für die $(\frac{-b}{p}) = 1$.
          Wir wählen dazu eine Primzahl $p$ aus der arithmetischen Progression $(n-1) + 4nt$.
          Die Existenz ist durch \cref{satz:primzahlsatz} gegeben.
          Setze $b = 4t+1, p = bn - 1$. Wegen
          $n \equiv 2 \pmod 4, b \equiv 1 \pmod 4$ folgt $p\equiv 1 \pmod 4$.
          \[
            \left(\frac{-b}{p}\right) = \left(\frac{-1}{p}\right)\left(\frac{b}{p}\right) = \left(\frac{b}{p}\right) = \left(\frac{p}{b}\right) =
            \left(\frac{bn- 1}{b}\right) = \left(\frac{-1}{b}\right) = 1.
          \]
        \item $n \equiv 1, 3, 5 \pmod{8}$. Setze $c \coloneq \begin{cases}
            3 &\text{für } n \equiv 1, 5 \pmod 8 \\
            1 &\text{für } n \equiv 3 \pmod 8
          \end{cases}$. In jedem Fall ist $\frac{cn-1}2$ ungerade, $\ggT(\frac{cn-1}2, 4n) = 1$.
          Die arithmetische Progression $\frac{cn-1}{2} + 4nt$ enthält daher eine Primzahl $p$.
          Für diese ist $p = \frac 12 ( (8t + c) n - 1)$, $b = 8t-c$ und $2p = bn - 1$.
          $b$ ist ungerade.
          \begin{align*}
            n \equiv 1 \pmod 8 &\implies b  \equiv 3 \pmod 8, p \equiv 1 \pmod 4 \\
            n \equiv 3 \pmod 8 &\implies b  \equiv 1 \pmod 8, p \equiv 1 \pmod 4 \\
            n \equiv 5 \pmod 8 &\implies b  \equiv 3 \pmod 8, p \equiv 3 \pmod 4
          \end{align*}
          $\implies$ in jedem Fall ist $\frac{p-1}{2} \frac{b+1}{2}$ gerade.
          Zudem gilt $(\frac{-2}{b}) = (\frac{-1}{b}) (\frac{2}{b}) = 1$.
          \begin{multline*}
            \left(\frac{-b}{p}\right) = (-1)^{\frac{p-1}{2}} \left(\frac{b}{p}\right)
            = (-1)^{\frac{p-1}{2}} (-1)^{\frac{p-1}{2} \cdot \frac{b-1}{2}}\left(\frac{p}{b}\right)
            = \overbrace{(-1)^{\frac{p-1}{2}\cdot \frac{b+1}{2}}}^{=1} \left(\frac{p}{b}\right) \\
            = \left(\frac pb\right) = \left(\frac{p}{b}\right) \left(\frac{-2}{b}\right) = \left(\frac{-2p}{b}\right) = \left(\frac{1-nb}{b}\right)
            = \left(\frac{1}{b}\right) = 1
          \end{multline*}
          Also ist $-b$ quadratischer Rest $\pmod p$, da $b$ ungerade ist, folgt $-b$ quadratischer
          Rest $\pmod{2p}$, also $\pmod{bn-1}$.
      \end{enumerate}
  \end{description}
\end{proof}

\chapter{Quadratische Formen über \texorpdfstring{\Q, \R, $\Q_p$}{Q, R, Q\_p}}
\section{\texorpdfstring{$p$}{p}-adische Zahlen}
$x^2 \equiv 2 \pmod 7 \dots x^2 \pmod {7^k}$.
$x^2 \equiv 2 \pmod 7$ hat Lösungen $3, -3$ in $\rk{7}$. Setze $x_0 = 3$. Gesucht: $x_1 \in \Z$ mit
$x_1^2 \equiv 2 \pmod {7^2}$ mit $x_1 \equiv x_0 \pmod 7$, das heißt $x_1 = x_0 + 7 a_1$ mit $a_1 \in \Z$.
\begin{align*}
  (x_0 + 7 a_1)^2 \equiv 2 \pmod{7^2} &\iff x_0^2 + 2 \cdot 7 a_1 x_0 + 7^2 a_1^2 \equiv 2 \pmod{7^2} \\
                                      &\iff (x_0^2 - 2) + 7 \cdot 2 a_1 x_0 \equiv 0 \pmod{7^2} \\
                                      &\iff 7 + 7 \cdot 6 a_1 \equiv 0 \pmod{7^2} \\
                                      &\iff 1 + 6 a_1 \equiv 0 \pmod 7 \iff a_1 \equiv 1 \pmod 7
\end{align*}
Also $x_1 = 3 + 1 \cdot 7$ ist Lösung von $x^2 - 2 \equiv 0 \pmod {49}$.

Allgemein: sei $x_k = \sum_{i=0}^k a_i 7^i$ eine Lösung von $x^2 - 2 \equiv 0 \pmod{7^{k+1}}$. Gesucht ist
$x_{k+1}$ mit $x_{k+1}^2 - 2 \equiv 0 \pmod{7^{k+2}}$ und $x_{k+1} \equiv x_k \pmod{7^{k+1}}$. Schreibe
$x_{k+1} = x_k + a_{k+1} 7^{k+1}$.
\begin{gather*}
  (x_k + 7^{k+1} a_{k+1})^2 - 2 \equiv x_k^2 + 2 \cdot 7^{k+1} a_{k+1} x_k + 7^{2k+2} a_{k+1}^2 - 2 \pmod{7^{k+2}} \\
  0 \equiv \underbrace{(x_k^2 - 2)}_{7^{k+1}b_{k+1}} + 2 a_{k+1} 7^{k+1} x_k \pmod{7^{k+2}} \\
  \iff 0 \equiv b_{k+1} + 2 a_{k+1} \underbrace{x_k}_{\mathclap{\equiv x_0 \pmod 7}} \pmod 7 \\
  \iff 0 \equiv b_{k+1} + 6 a_{k+1} \pmod 7 \\
  \iff a_{k+1} \equiv -b_{k+1} \underbrace{\inv{6}}_{-1} \equiv b_{k+1} \pmod 7
\end{gather*}
$\implies$ eindeutige Fortsetzung von $x_k \pmod{7^{k+1}}$ ist $x_{k+1} = \sum_{i=0}^{k+1} a_i 7^i$.

Hier:
\begin{align*}
  x_0 &= 3 \\
  x_1 &= 3 + 1\cdot 7 = 10 \\
  x_2 &= 3 + 1\cdot 7 + 2\cdot 7^2 = 108 \\
  x_3 &= 3 + 1\cdot 7 + 2\cdot 7^2 + 6\cdot 7^3 = 2166 \\
  x_4 &= 3 + 1\cdot 7 + 2\cdot 7^2 + 6\cdot 7^3 + 1\cdot 7^4 = \dots
\end{align*}

\begin{defin}
  Für $p \in \Primes$ heißt
  \[
    \Z_p \coloneq \left\{ (\bar x_k) \in \prod_{k=0}^\infty \left(\rk{p^{k+1}}\right)\colon
    x_{k+1} \equiv x_k \pmod{p^{k+1}} \right\}
  \]
  mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation, $0 \coloneq (\bar 0)_k, 1 \coloneq (\bar 1)_k$ der Ring
  der $p$-adischen ganzen Zahlen.

  Es ist $\eps_p\colon \fun {\Z} {\Z_p} {n} {(\bar n, \bar n, \dots)}$ eine Einbettung.
\end{defin}

\begin{bsp}
  $p = 7$
  \begin{align*}
    \eps_7(173) &= (\overline{173}, \overline{173}, \dots) = (5, 26, 173, 173, \dots) \\
    \eps_7(-1) &= (\overline{-1}, \overline{-1}, \dots) = (6, 48, 342, \dots, 7^{k} - 1) \\
    \sqrt{\eps_7(2)} &= (3, 10, 108, 2166, \dots)
  \end{align*}
  $x = (\bar x_k)$ heißt reduziert, falls $0 \le x_k < p^{k+1}$.
  Alternativ verwenden wir die Potenzreihendarstellung:
  \[
    x = \sum_{i=0}^\infty a_i p^i
  \]
  mit $0 \le a_i < p$.
  \[
    \eps_7(-1) = 6 + 6 \cdot 7 + 6 \cdot 7^2 + \dots
  \]
\end{bsp}

$\Z_p \; x = (x_0, x_1, x_2, \dots)$ mit $x_k \in \rk{p^{k+1}}$ und $x_{k+1} \equiv x_k \pmod{p^{k+1}}$
mit $a_k = \frac{x_{k+1}- x_k}{p^{k+1}}$ folgt $x = a_0 p^0 + a_1 p^1 + a_2 p^2 + \cdots$ mit $0 \le a_i < p$.
\begin{bsp}
  \begin{align*}
    (3 \cdot 7^0 + 4 \cdot 7^1 + 2 \cdot 7^2) + (5 \cdot 7^0 + 3 \cdot 7^1)
    &= (3+5) 7^0 + (4+3) 7^1 + 2 \cdot 7^2 \\
    &= 1 \cdot 7^0 + 1 \cdot 7^1 + 3 \cdot 7^2
  \end{align*}
  \hrule
  \begin{align*}
    (3 \cdot 7^0 + 4 \cdot 7^1 + 2 \cdot 7^2) \cdot (5 \cdot 7^0 + 3 \cdot 7^1)
    &=
    \begin{multlined}
      (3 \cdot 5) 7^0 + (3 \cdot 3 + 4 \cdot 5)7^1 \\+ (4 \cdot 3 + 2 \cdot 5)7^2 + (2\cdot3)7^3
    \end{multlined}
    \\
    &= 1 \cdot 7^0 + 3 \cdot 7^1 + 5 \cdot 7^2 + 2 \cdot 7^3 + 1 \cdot 7^4
  \end{align*}
\end{bsp}

\begin{satz}\label{satz:2.1.4}
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:2.1.4.1} $\Z_p$ ist \textsc{hib}.
    \item $\eps_p\colon \fun {\Z} {\Z_p} {x} {(x, x, \dots)}$ ist eine Einbettung.
    \item $\Z_p^* = \Z_p \setminus p\Z_p$
    \item Für $x \in \Z_p \setminus \{0\}\colon x = p^n \cdot u$ mit $u \in \Z_p^*$, $n \in \N$ eindeutig.
      Insbesondere ist $p$ das einzige Primelement in $\Z_p$.
    \item\label{item:2.1.4.5} $I \nt \Z_p \implies I = (0) \lor I = p^n \Z_p$ mit $n \ge 1$. Es gilt: \[
        \bigcap_{n\ge 1} p^n \Z_p = (0),\; \faktor{\Z_p}{p^n\Z_p} \cong \rk{p^n}.
      \]
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item Zeigen $\Z_p$ ist \textsc{ib}, \textsc{hib} folgt dann aus \cref{item:2.1.4.5}. Seien
      $x = (x_k), y = (y_k) \neq 0$. Zu Zeigen: $z = xy = (x_k y_k) \neq 0$.
      $\exists m, n\colon x_n \nequiv 0 \pmod {p^{n+1}}, y_m \nequiv 0 \pmod{p^{m+1}}$. Sei $l = m+n$.
      Nach Definition gilt: $x_l \equiv x_n \pmod{p^{n+1}}$ und $y_l \equiv x_m \pmod{p^{m+1}}$.
      $\implies x_l = u \cdot p^{n'}$ mit $(u, p) = 1$ und $n' \le n$.

      $y_l = v\cdot p^{m'}$ mit $m' \le m$. Es ist $m' + n' \le l$ und
      $z_l = uvp^{m'+n'} \nequiv 0\pmod{p^{l+1}}$, das heißt $z \neq 0$.

    \item klar.

    \item $x \in p\Z_p$ kann keine Einheit sein, denn dann ist $x_0 \equiv 0 \pmod{p}$ und daher
      gilt für jedes $y \in \Z_p\colon (xy)_0 = 0$, im Widerspruch zu $xy = (1, 1, \dots)$.

      Umgekehrt, sei $x \in \Z_p \setminus p\Z_p$. Dann ist $x_0 \nequiv 0 \pmod{p}$ Daher ist
      $x_k \equiv x_0 \pmod p$ und folglich $x_k \in \left(\rk{p^{k+1}}\right)^*$. Daher existiert
      $y_k \coloneq x_k^{-1}$ in $\rk{p^{k+1}}$ und wir setzen $y = (y_k)$.

      Behauptung: $y_{k+1} \equiv y_k \pmod{p^{k+1}}$. Nach Definition gilt
      $x_{k+1} \cdot y_{k+1} \equiv 1 \pmod{p^{k+2}}$ und $x_{k+1} \equiv x_k \pmod{p^{k+1}}$.
      Es folgt: $x_k \cdot y_{k+1} \equiv 1 \pmod{p^{k+1}}$. Andererseits gilt nach Definition:
      $x_k \cdot y_k \equiv 1 \pmod{p^{k+1}}$. Daraus folgt die Behauptung.

    \item Sei $x = (x_k) \in p^n\Z_p \implies x_k = 0$ in $\rk{p^{k+1}}$ für $k < n$ sodass
      $\bigcap_{n\ge1}p^n \Z_p = \{0\}$.
      Für $x \neq 0$ in $\Z_p$ gilt daher: $\exists n\colon x \in p^n \Z_p \setminus p^{n+1}\Z_p$.
      Daher ist $x = p^n \cdot u$ mit $u \in \Z_p \setminus p \Z_p$, wobei $n$ eindeutig festgelegt ist.
      Nach \cref{item:2.1.4.1} folgt: auch $u$ ist eindeutig bestimmt.

      Behauptung: $p$ ist prim, das heißt $p \mid xy \implies p \mid x \lor p \mid y$.
      Aus $p \mid xy$ folgt: $xy \in p\Z_p \iff xy \notin \Z_p^*$.
      Es folgt: $x \notin \Z_p^* \lor y \notin \Z_p^*$, das heißt $x \in p\Z_p \lor y \in p\Z_p$.
      Aus der Darstellung $x = p^n \cdot u$ mit $u \in \Z_p^*$ für alle $x \in \Z_p$ folgt, dass es
      kein weiteres Primelement geben kann.

    \item Sei $I \nt \Z_p$. Aus $\bigcap_{n\ge1} p^n \Z_p = \{0\}$ folgt
      $\bigcap_{n\ge1} (p^n \Z_p \cap I) = \{0\}$. $I = I \cap p^0 \Z_p$ und daher existiert
      ein minimales $n$ mit
      \begin{equation}\label{eq:2.1.4.1}
        I\cap p^n \Z_p = I
      \end{equation}
      und $I\cap p^{n+1}\Z_p \subsetneqq I$.

      Behauptung: $I = p^n \Z_p$.
      \[
      I \cap p^{n+1} \Z_p \subsetneqq I \implies
      \exists x\colon x \in I, x \notin I \cap p^{n+1}\Z_p.
      \]
      Dieses $x$ hat die Gestalt $u \cdot p^n$ mit $u \in \Z_p^*$. Es folgt: $p^n \in I$ und somit
      $p^n\Z_p \subseteq I$.
      Wegen \cref{eq:2.1.4.1} gilt auch $p^n \Z_p \supseteq I$, insgesamt also $p^n\Z_p = I$.

      Sei $\Pi$ die kanonische Projektion $\prod_{k} \rk{p^{k+1}} \to \rk{p^n}$.
      Die Einschränkung $\tilde\Pi$ von $\Pi$ auf $\Z_p$ ist surjektiv: für $x_{n-1} \in \rk{p^n}$ ist
      $\Pi(x_{n-1}, \dots) = x_{n-1}$.
      \[
        \ker{\tilde\Pi} \nt \Z_p \implies \ker{\tilde\Pi} = p^l \Z_p \lor \ker{\tilde\Pi} = (0).
      \]
      $\Pi(p^k) = 0 \iff k \le n$, sodass $\ker{\tilde\Pi} = p^n \Z_p$ (das heißt $l = n$).
      Mit dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung.
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{defin}
  \[
    \Q_p = \left\{ \frac{r}{s}\colon r\in \Z_p, s \in \Z_p \setminus\{0\} \right\}
  \]
  als Quotientenkörper von $\Z_p$ heißt Körper der $p$-adischen Zahlen.
\end{defin}

Nach \cref{satz:2.1.4} gilt
\[
  \Q_p = \left\{\frac{r}{p^n} \colon r \in \Z_p, n \in \N\right\} =
  \{p^n \cdot u\colon u \in \Z_p^*, n \in \Z\}.
\]

$\eps_p$ setzt sich zu einer Einbettung von $\Q \hookrightarrow \Q_p$ folgt, dass die Darstellung
$x = p^n \cdot u$ mit $u \in \Z_p^*, n \in \Z$ weiterhin eindeutig ist.

\begin{defin}
  Die $p$-adische Bewertung $\nu_p$ auf $\Q_p$ ist definiert durch
  \[
    \nu_p\colon
    \begin{aligned}
      \Q_p &\to \Z \cup \{\infty\} \\
      p^n \cdot u &\mapsto n \\
      0 &\mapsto \infty.
    \end{aligned}
  \]
\end{defin}

\begin{lemma}
  \begin{linklist}
    \item\label{item:2.1.7.1} $\nu_p(x) = \infty \iff x = 0$.
    \item\label{item:2.1.7.2} $\nu_p(xy) = \nu_p(x) + \nu_p(y)$.
    \item\label{item:2.1.7.3} $\nu_p(x+y) \ge \min\{\nu_p(x), \nu_p(y)\}$.
      Falls $\nu_p(x) \neq \nu_p(y)$, gilt sogar $\nu_p(x+y) = \min\{\nu_p(x), \nu_p(y)\}$.
    \item $x \in \Z_p \iff \nu_p(x) \ge 0$.
    \item $x \in \Z_p^* \iff \nu_p(x) = 0$.
  \end{linklist}
\end{lemma}
\begin{proof}
  \cref{item:2.1.7.1,item:2.1.7.2} folgen unmittelbar aus der Definition.
  \begin{enumerate}
    \setcounter{enumi}{2}
    \item Ist $x = 0 \lor y = 0$, so ist nichts zu zeigen. Für $x = p^n \cdot u, y = p^m \cdot v$
      mit oBdA $n \le m$.
      \[
        x + y = p^n u + p^m v = p^n(\underbrace{u + p^{\overbrace{\scriptstyle{m-n}}^{\ge 0}} v}_{\in \Z_p})
        \implies \nu_p(x + y) \ge n = \nu_p(x) = \min\{\nu_p(x), \nu_p(y)\}.
      \]
      Falls $\nu_p(x) \neq \nu_p(y)$, das heißt $m \neq n$, so ist $u + p^{m-n} v \in \Z_p^*$, das heißt
      $\nu_p(x + y) = n = \nu_p(x) = \min\{\nu_p(x), \nu_p(y)\}$.
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  Die \cref{item:2.1.7.1,item:2.1.7.2,item:2.1.7.3} charakterisieren Bewertungen auf einem Körper.
  Die Abbildung $\nu\colon K\to \Z \cup \{\infty\}\colon \nu(x) = 0 \forall x \in K \setminus\{0\}, \nu(0)
  = \infty$ heißt die triviale Bewertung auf $K$.
\end{bemerkung}

\begin{defin}
  Auf $\Q_p$ definiert $\abs{.}_p\colon \Q_p \to \R$, definiert durch $x \mapsto p^{-\nu_p(x)}$ einen
  Absolutbetrag (Norm).
\end{defin}

\begin{lemma}
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:2.1.10.1} $\abs{x}_p \ge 0 \land \abs{x}_p = 0 \iff x = 0$.
    \item\label{item:2.1.10.2} $\abs{xy}_p = \abs{x}_p \abs{y}_p$.
    \item\label{item:2.1.10.3} $\abs{x+y}_p \le \max\{\abs{x}_p, \abs{y}_p\}$.
      Falls $\abs{x}_p \neq \abs{y}_p$, so gilt sogar $\abs{x+y}_p = \max\{\abs{x}_p, \abs{y}_p\}$.
    \item $x \in \Z_p \iff \abs{x}_p \le 1$.
    \item $x \in \Z_p^* \iff \abs{x}_p = 1$.
  \end{enumerate}
\end{lemma}

\begin{bemerkung}
  \begin{itemize}
    \item Die \cref{item:2.1.10.1,item:2.1.10.2,item:2.1.10.3} charakterisieren Absolutbeträge auf Körpern.
    \item Der $p$-adische Absolutbetrag auf $\Q_p$ ist nicht-archimedisch (das heißt $\abs{n\cdot1}_p\le1$
      für alle $n \in \N$).
  \end{itemize}
\end{bemerkung}

$x \in \Q_p\colon x = p^n u \to \nu_p(x) = n$
$\abs{x}_p \coloneq p^{-\nu_p(x)} = p^{-n}$

\begin{satz}
  $\Q_p$ ist bezüglich $\abs{\cdot}_p$ vollständig, das heißt jede Cauchy Folge konvergiert.
\end{satz}
\begin{proof}
  OBdA bestehe die Cauchyfolge $(x_i)_{i\in\N}$ aus Elementen von $\Z_p$.
  $\{\abs{x_i}_p\colon i\in\N\}$ ist nach oben beschränkt: sonst gäbe es für $m \in \N$ ein
  $N\in\N\colon i, j > N\colon \abs{x_i}_p > \abs{x_j}_p > p^m$.
  Wegen $\abs{x_i - x_j}_p = \abs{x_i}_p > p^m$, im Widerspruch zu $x_i$ Cauchyfolge.

  Wähle $m \in \N$ mit $m > \max\{\abs{x_i}_p\colon i\in \N\}$ ersetzen wir $(x_i)_{i\in\N}$ durch
  $(p^m x_i)_{i\in\N}$. Sei nun $(x_i)_{i\in\N}$ eine Cauchyfolge aus $\Z_p$. Für $k \in \N$ wähle $N_k$ so,
  dass $\abs{x_i - x_j}_p < p^{-k}$ für $i, j \ge N_k$. OBdA sei $N_k$ monoton wachsend.
  \[
    \abs{x_i - x_j} < p^{-k} \iff \nu_p(x_i - x_j) > k \iff x_i - x_j \in p^{k+1}\Z_p.
  \]
  Wähle nun $z_k \in \Z$ mit $z_k \equiv x_i \equiv x_j \pmod{p^{k+1}}$ (für $i, j \ge N_k$).
  Wegen $N_{k+1} > N_k$ gilt $z_{k+1} \equiv z_k \pmod{p^{k+1}}$, das heißt $(z_k)$ bestimmt eindeutig
  eine $p$-adische ganze Zahl $z$.

  Für $i \ge N_k$ gilt $x_i \equiv z_k \equiv z \pmod{p^{k+1}}$, also $\abs{x_i - z} < p^{-k}$,
  also $x_i \overset{i\to\infty}{\to} z$.
\end{proof}

Auf $\Q$ kann $\abs{\cdot}_p$ auch definiert werden als
\[
  \abs{\frac{a}{b}}_p = p^{\beta - \alpha}
\]
wobei $p^\alpha \mid\mid a$ und $p^{\beta}\mid\mid b$. %Todo hier gescheiten Doppelstrich einfügen.
$\Q_p$ ist dann die Vervollständigung von \Q\ bezüglich $\abs{\cdot}_p$. (Äquivalenzklassen von Cauchyfolgen)

\begin{defin}
  Zwei Absolutbeträge $\abs{\cdot}$ und $\norm{\cdot}$ auf einem Körper $K$ heißen äquivalent,
  falls $\exists c, C > 0$ mit
  \[
    c \cdot \norm{\cdot} \le \abs{\cdot} \le C \cdot \norm{\cdot}.
  \]
\end{defin}

\begin{satz}[Satz von Ostrowski]
  Jeder nicht-triviale Absolutbetrag auf \Q\ ist zu $\abs{\cdot}$ oder
  $\abs{\cdot}_p, p \in \Primes$ äquivalent.
\end{satz}

\begin{satz}[Produktformel]
  Für alle $x \in \Q \setminus \{0\}$ gilt
  \[
    \prod_{p\in\Primes \cup \{\infty\}} \abs{x}_p = 1.
  \]
  Dabei ist $\abs{\cdot}_\infty = \abs{\cdot}$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Schreibe $x = \pm \prod_{p \in \Primes} p^{e_p(x)}$ mit $e_p(x) \in \Z, e_p(x) = 0$ für alle bis auf endlich
  viele $p$.
  \[
    \abs{x}_\infty = \prod_{p \in \Primes} p^{e_p(x)}, \abs{x}_p =  p^{-e_p(x)},
  \]
  sodass das Produkt 1 ergibt.
\end{proof}

Zurück zum Lösen polynomialer Gleichungen:
\begin{lemma}\label{lemma:2.1.16}
  Sei $f \in \Z_p[x]$ und $\tilde x \in \Z_p$ mit $f(\tilde x) \equiv 0 \pmod{p^k}$.
  Für $a\in \Z, l \le k$ gilt
  \[
    f(\tilde x + a p^k) \equiv 0 \pmod {p^{k+l}} \iff
    f'(\tilde x) \cdot a \equiv \frac{-f(\tilde x)}{p^k} \pmod{p^l}.
  \]
\end{lemma}
\begin{proof}
  Entwickle $f$ als Taylorreihe um $\tilde x\colon f(x) = \sum_{i=0}^d x_i (x - \tilde x)^i$ mit
  $c_i \in \Z_p$. Es ist $c_0 = f(\tilde x), c_1 = f'(\tilde x)$.
  \begin{multline*}
    f(\tilde x + a p^k) = \sum_{i=0}^d c_i(a p^k)^i = f(\tilde x) + f'(\tilde x) a p^k +
    p^{2k} \sum_{i=2}^d c_i a^i p^{i(k-2)} \\
    \equiv f(\tilde x) + f'(\tilde x) a p^k \pmod{p^{k+l}}.
  \end{multline*}

  Daher ist
  \begin{align*}
    f(\tilde x + a p^k) \equiv 0 \pmod{p^{k+l}} &\iff
    f(\tilde x) + f'(\tilde x) a p^k \equiv 0 \pmod{p^{k+l}} \\
    &\iff (\frac{f(\tilde x)}{p^k} + f'(\tilde x) a) p^k \equiv 0 \pmod {p^{k+l}} \\
    &\iff \frac{-f(\tilde x)}{p^k} \equiv a f'(\tilde x) \pmod{p^l}.
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{lemma}[Lemma von Hensel]\label{lemma:hensel}
  Sei $f \in \Z_p[x]$ ein Polynom $\tilde x \in \Z_p$ mit $f(\tilde x) \equiv 0 \pmod p,
  f'(\tilde x) \nequiv 0 \pmod p$.
  Dann existiert ein eindeutig bestimmtes $x\in \Z_p$ mit $f(x) = 0$ und $x \equiv \tilde x \pmod p$.
  (Jede einfache Nullstelle von $f \pmod p$ kann geliftet werden zu einer einfachen Nullstelle
  von $f$ in $\Z_p$.)
\end{lemma}

Wir zeigen eine weniger allgemeine Formulierung:

\begin{satz}
  Sei $f \in \Z_p[x]$ und $\tilde x \in \Z_p$ mit $f(\tilde x) \equiv 0\pmod{p^{2l+1}}$ und
  $\nu_p(f'(\tilde x)) = l$. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes $x \in \Z_p$ mit
  $f(x) = 0$ und $x \equiv \tilde x \pmod{p^{l+1}}$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Wir konstruieren $x \in \Z_p$ als Folge $(x_k)$ mit $x_k \in \Z$ mit
  \begin{itemize}
    \item $x_k \equiv \tilde x \pmod {p^{\min\{l+1, k+1\}}}$
    \item $x_k \equiv x_{k-1} \pmod {p^k}$
    \item $f(x_k) \equiv0 \pmod{p^{k+l+1}}$
  \end{itemize}
  $\exists z \in \Z$ mit $z \equiv \tilde x \pmod{p^{2l+1}}$.
  Setze $x_o = x_1 = \cdots = x_l = z$.
  Sei $x_{k-1} (k-1 \ge l)$ schon bestimmt.
  Setze $x_k \coloneq x_{k-1} + a p^k$ mit $a \in \Z$.
  Nach dem \cref{lemma:2.1.16}:
  \begin{equation}\label{eq:2.1.18.1}
    f(x_k) \equiv f(x_{k+1} + a p^k) (p^{k + l + 1}) \iff
    f'(x_{k-1}) a \equiv \frac{-f(x_{k-1})}{p^k}\pmod{p^{l+1}}. % *
  \end{equation}
  Wir wissen, dass nach Konstruktion $x_{k-1} \equiv \tilde x \pmod{p^{l+1}} \implies
  f'(x_{k-1}) \equiv f'(\tilde x) \pmod {p^{l+1}}$ und daher $f'(x_{k-1}) \equiv 0 \pmod{p^l}$
  und $f'(x_{k-1}) \nequiv 0 \pmod{p^{l+1}}$.
  Daher gilt: $\nu_p(f'(x_{k-1})) = l$.

  $f(x_{k-1}) \equiv 0 \pmod{p^{k+l}}$ nach Annahme
  $\implies p^k f'(x_{k-1}) \mid f(x_{k-1})$. $a \equiv \frac{-f(x_{k-1})}{f'(x_{k-1})p^k}$ ist
  daher die eindeutige Lösung von \cref{eq:2.1.18.1}.

  Es folgt: $x_k \equiv x_{k-1} + a p^k \pmod{p^{k+1}}$ (eindeutig, da $a$ eindeutig).
  Mit $x \coloneq (x_k)$ haben wir eine Nullstelle von $f$.
\end{proof}

\section{Quadratrestklassen und das Hilbertsymbol}

$x^2 - d$ in $\Z_p$.

Für einen Körper $K$ sei $(K^*)^2 \coloneq \{ a^2 \colon a \in K^*\}$.
$(K^*)^2 \le K^*$ und wir können $\faktor{K^*}{(K^*)^2}$ betrachten.
$x^2 = d$ lösen entspricht der Untersuchung ob $d (K^*)^2 = (K^*)^2$.
$\abs{\faktor{K^*}{(K^*)^2}}$ entspricht der Anzahl der Möglichkeiten in $K^*$ kein Quadrat zu sein.
\begin{itemize}
  \item Für $K = \rk p$:
    \[
      \faktor{\left(\rk p\right)}{\left(\left(\rk p\right)^*\right)^2} \cong \rk 2
    \]
    für $p \neq 2$,
    \[
      \faktor{\left(\rk 2\right)}{\left(\left(\rk 2\right)^*\right)^2} \cong \{1\}.
    \]
  \item für $K = \R$:
    \[
      \faktor{R^*}{(\R^*)^2} \cong \rk 2.
    \]
    ($x \in \R\colon \sgn(x) \sqrt{\abs{x}^2}, -1 \notin (\R^*)^2$)
  \item Für $K = \Q$:
    \[
      \faktor{\Q^*}{(\Q^*)^2} \cong \rk 2 \times \bigoplus_{p \in \Primes} \rk 2.
    \]
    \begin{proof}
      Sei $\phi\colon \fun {\Q^*}{\rk 2 \times \bigoplus_{p\in\Primes}\rk 2}
      {x}{(\mu(\sgn(x)), \nu_p(x) \pmod 2)}$, wobei $\mu(-1) = \bar 1, \mu(+1) = \bar 0$.
      Da jedes $x \in \Q^*$ höchstens endlich viele Primteiler in Zähler und Nenner besitzt, liegt das Bild
      von $\phi$ in der angegebenen Menge.
      $\phi$ ist Homomorphismus: wegen der bewiesenen Rechenregeln für $\nu_p(x)$.
      $\phi$ ist surjektiv ist klar.
      $\ker(\phi)$: $x = y^2 \implies x \in \ker \phi$. Ist $x \in \ker \phi$, so ist $x$ positiv,
      für jede Primzahl $p$ ist $\nu_p(x)$ gerade, also
      $x = \prod_{p \in \Primes} p^{2\nu} = \prod_{p \in \Primes} (p^\nu)^2 = (\prod_{p \in \Primes}p^\nu)^2$.
      Aus dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung.
    \end{proof}
\end{itemize}

Nun $K = \Q_p$.
Wir definieren für $u \in \Z_p^*$:
\[
  \left(\frac{u}{p}\right) \coloneq \left(\frac{u\pmod p}{p}\right) = \left(\frac{x_0}{p}\right),
\]
wenn $u = (x_0, x_1, \dots)$.

\begin{satz}\label{satz:2.2.1}
  Sei $x = p^n \cdot u \in \Q_p$ mit $u \in \Z_p^*$.
  \[
    x \in (\Q_p^*)^2\iff n \equiv 0 \pmod 2 \;\text{und} \begin{cases}
      (\frac{u}{p}) &\text{für}\; p \neq 2 \\
      u \equiv 1 \pmod 8 &\text{für}\; p = 2.
    \end{cases}
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Falls $x = y^2$, so gilt $\nu_p(x) = \nu_p(y^2) = 2 \nu_p(y)$.

  Ist $n$ gerade, so ist $p^n u \in (\Q_p^*)^2 \iff u \in (\Z_p^*)^2$.
  Im Fall $p\neq 2$ folgt aus $u = v^2\colon (\frac{u}{p}) = (\frac{v^2}{p}) = (\frac{v}{p})^2 = 1$. Umgekehrt,
  ist $(\frac{u}{p})=1$ so besitzt $f(x) = x^2 - u$ eine Nullstelle $\mod p$. Für $f(y) \equiv 0 \pmod p$
  ist $f'(y) = 2y \nequiv 0 \pmod p$ und nach dem \cref{lemma:hensel} von Hensel ($l=0$) existiert ein
  $v \in \Z_p$ mit $f(v) = 0$.
  Im Fall $p=2, u = v^2$ mit $v \in \Z_2^*$, sodass $2 \nmid u, 2 \nmid v$. $u = 1+2x,
  v = 1 + 2y$ mit $x, y \in \Z_2$. $1 + 2x = 1 + 4y + 4y^2 \implies x = 2y(1+y)$. Es folgt
  $x \equiv 0 \pmod 4 \implies u\equiv 1 \pmod 8$.
  Umgekehrt, sei $u \equiv 1 \pmod 8$.
  3 ist Nullstelle von $f(x) = x^2 - u \pmod 8$ und $\nu_2(f'(3)) = \nu_2(6)=1$ und aus
  \cref{lemma:hensel} von Hensel ($l=1$) folgt: $\exists x \in \Z_2\colon f(x) = 0$, das heißt $u=x^2$.
\end{proof}

\begin{korollar}
  Sei $p \in \Primes \setminus \{2\}$.
  Dann ist
  \[
    \phi\colon\fun{\faktor{\Q_p^*}{(\Q_p^*)^2}}{\rk2 \times \rk2}
    {p^n u (\Q_p^*)^2}{\left(\mu\left(\left(\frac{u}{p}\right)\right), n \pmod 2\right)}
    (\text{, wobei } \mu(1) = 0, \mu(-1) = 1)
  \]
  ein Isomorphismus.
\end{korollar}
\begin{proof}
  Sei $\tilde \phi\colon \Q_p^* \to \rk 2 \times \rk 2$ analog definiert.
  $\tilde \phi$ ist Homomorphismus \checkmark{}

  $\tilde\phi$ ist surjektiv: mit $\varepsilon \in \Z_p^*$ sodass $(\frac{\varepsilon}{p}) = -1$ ist
  $\tilde\phi(\varepsilon) = (1, 0), \tilde\phi(p) = (0, 1)$.

  Aus dem \cref{satz:2.2.1} folgt $\ker \tilde\phi = (\Q_p^*)^2$, aus dem Homomorphiesatz folgt die
  Behauptung.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  $\{1, \varepsilon, p, \varepsilon p\}$ ist vollständiges Repräsentantensystem von
  $\faktor{\Q_p^*}{(\Q_p^*)^2}$.
\end{bemerkung}

\begin{korollar}
  Für $p = 2$ ist
  \[
    \phi \colon \fun {\faktor{\Q_2^*}{(\Q_2^*)^2}} {\left(\rk 8\right)^* \times \rk 2 \cong \left(\rk2\right)^3}
    {2^n u (\Q_2^*)^2} {(u \pmod 8, n + 2\Z)}
  \]
  ein Isomorphismus.
\end{korollar}

\begin{bemerkung}
  $\{ \pm 1, \pm 5, \pm 2, \pm 10\}$ ist ein vollständiges Repräsentantensystem von
  $\faktor{\Q_2^*}{(\Q_2^*)^2}$
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
  $833$ in $\Q_7$. $833 = 7^2 \cdot 17$. Berechne $(\frac{17}{7}) = (\frac{3}{7}) = -(\frac{7}{3}) = -1$,
  also ist $833$ kein Quadrat in $\Q_7$.
\end{bsp}

\begin{satz}
  $x^2 = d$ hat genau dann eine rationale Lösung, wenn es Lösungen in $\R$ und $\Q_p \,\forall p \in \Primes$
  gibt.
\end{satz}
\begin{proof}
  Jede rationale Lösung ist eine solche in $\R, \Q_p$.

  Ist $x^2 = d$ in $\R$ lösbar, so ist $d > 0$ und ist $x^2 = d$ in $\Q_p$ lösbar, so ist $\nu_p(d)$ gerade.
  Also ist $d$ ein Quadrat.
\end{proof}

Umformulierung: $dy^2 = z^2$ (setze $x = \frac{z}{y} \implies x^2 = d$, $x^2 = d \implies x^2 = d \cdot 1,
x = z, y = 1$)

Verallgemeinerung: wir untersuchen die Lösbarkeit von $ax^2 + by^2 = z^2$ über $\R/\Q/\Q_p$.

\begin{defin}[Hilbertsymbol]
  Sei $p \in \Primes \cup \{\infty\}, a, b \in \Q_p^*$.
  Das Hilbertsymbol $(\frac{a,b}{p})\in\{\pm1\}$ genau dann gleich 1, wenn
  $a x^2 + b y^2 = z^2$ eine Lösung $\neq (0, 0, 0)$ in $\Q_p^3$ besitzt.
\end{defin}

Warum wird gerade $f(x, y, z) = ax^2 + by^2 - z^2$ untersucht?

\begin{satz}[Trägheitssatz von Sylvester]\label{satz:sylvester}
  Sei $Q(x_1, \dots, x_n) = \sum_{i, j = 1}^n a_{ij} x_i x_j$ mit $a_{ij} = a_{ji} \in K$ eine
  quadratische Form in $n$ Variablen über $K$, wobei $\operatorname{char} K \neq 2$.
  Dann existiert eine lineare Koordinatentransformation, die $Q$ in
  $\tilde Q = \sum_{i=1}^n \alpha_i x_i^2$ überführt, mit $\alpha_i \neq 0$ für
  $i = 1, \dots, r$. $r$ heißt dabei $\operatorname{rang}(Q)$.
\end{satz}

Ist $Q$ ternäre Form, so ist $Q \sim \alpha X^2 + \beta y^2 + \gamma z^2$.
OBdA $\alpha, \beta, \gamma \neq 0$. Wir sind an der Darstellbarkeit von 0 interessiert.
\[
  \alpha x^2 + \beta y^2 =
  -\gamma z^2 \iff \underbrace{\frac{\alpha}{\gamma}}_{\eqcolon a} x^2 +
  \underbrace{\frac{\beta}{\gamma}}_{\eqcolon b} y^2 = z^2.
\]

\begin{lemma}
  Für $a, b \in \R^*$
  \[
    \left(\frac{a, b}{\infty}\right) = 1 \iff a > 0 \lor b > 0.
  \]
\end{lemma}
\begin{proof}
  $(\implies)$ weil $z^2 > 0 \implies a > 0 \lor b > 0$.

  $(\impliedby)$ ist oBdA $a > 0$, so ist $a \cdot 1^2 + b \cdot 0 = (\sqrt{a})^2$.
\end{proof}

\begin{lemma}
  Für $p \in \Primes \cup \{\infty\}$ gilt: (mit $a, b, c, d \in \Q_p^*$)
  \begin{linklist}
    \item\label{item:2.2.11.1} $(\frac{a,b}{p}) = (\frac{b,a}{p})$
    \item\label{item:2.2.11.2} $(\frac{a,1}{p}) = (\frac{a,-a}{p}) = 1$
    \item\label{item:2.2.11.3} $(\frac{a,1-a}{p}) = 1$, falls $a \neq 1$
    \item\label{item:2.2.11.4} $(\frac{a,b}{p}) = (\frac{ac^2,bd^2}{p})$
    \item\label{item:2.2.11.5} $(\frac{ab,ac}{p}) = (\frac{ab,-bc}{p})$
    \item\label{item:2.2.11.6} Falls $(\frac{a,c}p) = 1$, so gilt: $(\frac{a,b}{p}) = (\frac{a,bc}{p})$
  \end{linklist}
\end{lemma}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item \checkmark{}
    \item $a \cdot 0^2 + 1 \cdot 1^2 = 1^2, \; a \cdot 1^2 - a \cdot 1^2 = 0^2$
    \item $a \cdot 1^2 + (1-a) \cdot 1^2 = 1^2$
    \item $a c^2 x^2 + b d^2 y^2 = z^2 \iff a(cx)^2 + b(dy)^2 = z^2$
    \item
      \begin{align*}
        abx^2 + acy^2 = z^2 &\iff -z^2 + acy^2 = -abx^2 \\
                            &\iff \frac{1}{ab} z^2 - \frac{c}{b} y^2 = x^2
      \end{align*}
      \begin{align*}
        \implies \left(\frac{ab,ac}{p}\right) &= \left(\frac{\frac{1}{ab},-\frac{c}{b}}{p}\right) \\
                                              &\overset{\text{\ref{item:2.2.11.4}}}{=}
                                                 \left(\frac{ab,-bc}{p}\right)
      \end{align*}

    \item Sei $(\frac{a,c}{p})=(\frac{a,b}{p}) = 1$. $ax^2 + cy^2 = z^2, a\tilde x^2 + b\tilde y^2 = \tilde z^2$
      Falls $y = 0$ oder $\tilde y = 0$, so gilt $ax^2 + bcy^2 = z^2$ hat die Lösung
      $(x, 0, z)$ bzw. $(\tilde x, 0, \tilde z)$.
      Falls $y, \tilde y \neq 0$, so ist $(x\tilde z + z \tilde x, y \tilde y, a x \tilde x + z \tilde z)$
      eine nicht-triviale Lösung von $ax^2 + bcy^2 = z^2$.
      $\implies (\frac{a,bc}{p})=1$.

      Umgekehrt: ist $(\frac{a,c}p) = (\frac{a,bc}{p}) = 1$, so folgt aus obiger Überlegung (ersetze $b$ durch
      $bc$) $(\frac{a,bc}p) = (\frac{a,bcc}p) = (\frac{a,bc^2}p) = (\frac{a,b}p)$.
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{satz}
  Sei $p \in \Primes \setminus \{2\}$, $m, n \in \Z, u, v \in \Z_p^*$.
  Dann gilt:
  \begin{linklist}
    \item $(\frac{u,v}p) = 1$
    \item\label{item:2.2.12.2} $(\frac{u,vp}p) = (\frac up)$
    \item $(\frac{up, vp}{p}) = (\frac{-uv}p)$
  \end{linklist}
  Allgemein gilt:
  \begin{equation}\label{eq:geschlossenp}
    \left(\frac{p^n u, p^m v}{p}\right) =
    (-1)^{mn\frac{p-1}{2}} \left(\frac{u}{p}\right)^m \left(\frac{v}{p}\right)^n
  \end{equation}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item Untersuche $ux^2 + vy^2 = z^2$ und setzen $y = 1$.
      $u x^2 + v \equiv z^2 \pmod p$ hat stets eine Lösung
      $(\bar x, \bar z) \in (\rk p)^2 \setminus \{\bar 0, \bar 0\}$.

      Sei $M_1 \coloneq \{ u \bar x^2 + v \colon \bar x \in \rk p \},\;
      M_2 := \{ \bar z^2\colon \bar z \in \rk p\}$.
      Es ist $\abs{M_1} = \abs{M_2} = \frac{p+1}{2}$.
      Daher gilt $M_1 \cap M_2 \neq \emptyset \implies \exists \bar w \in \rk p \colon
      u \bar x^2 + v = \bar w = \bar z^2$.

      Sei oBdA $\bar x \neq 0$. Wähle $z \in \Z_p$ mit $z \equiv \bar z \pmod p$ und betrachte das
      Polynom $f(x) = ux^2 + v - z^2$. Es ist nach Konstruktion $f(\bar x) = 0$ in $\rk p$.
      Weiters gilt $f'(\bar x) = 2 \bar x u \nequiv 0 \pmod p$. Nach dem \cref{lemma:hensel} von Hensel
      existiert ein $x \in \Z_p$ mit $f(x) = 0$, das heißt $ux 2 + v \cdot 1^2 = z^2$, also
      $(\frac{u,v}p) = 1$.
    \item Angenommen $(\frac{u,vp}p) = 1$. Dann existiert Lösung $(x, y, z)$ von
      $ux^2 + pvy^2 = z^2$. OBdA ist mindestens ein der 3 Komponenten in $\Z_p^*$.
      Behauptung: dann ist $x \in \Z_p^*$. Wäre nämlich $x \in p \Z_p^*$, so folge $z \in p\Z_p \implies
      y\in p\Z_p$, ein Widerspruch zur Annahme.
      $\mod p$ gilt: $0 \nequiv u x^2 \equiv z^2 \pmod p \implies z \in \Z_p^*$ und es gilt:
      $u \equiv (\frac{z}{x})^2 \pmod p \implies (\frac{u}{p}) = 1$.

      Umgekehrt, sei $(\frac up) = 1$. Dann ist $u \equiv \bar z^2 \pmod p$ lösbar.
      Mittels \cref{lemma:hensel} folgt $z^2 = u$ hat Lösung $z \in \Z_p^*$.
      Dann gilt: $u \cdot 1^2 + pv \cdot 0^2 = z^2$ und somit $(\frac{u,pv}{p})=1$.

    \item
      \[
        \left(\frac{pu,pv}{p}\right) \overset{\text{\ref{item:2.2.11.5}}}{=}
        \left(\frac{pu,-uv}{p}\right) \overset{\text{\ref{item:2.2.12.2}}}{=}
        \left(\frac{-uv}{p}\right).
      \]
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{satz}
  Für $u2^n, v2^m$ mit $u, v \in \Z_2^*$ gilt:
  \begin{equation}\label{eq:geschlossen2}
    \left(\frac{u2^n,v2^m}{2}\right) =
    (-1)^{\frac{u-1}2 \cdot \frac{v-1}2} (-1)^{n \frac{v^2 - 1}8} (-1)^{m \frac{u^2 - 1}8}.
  \end{equation}
  Für das Repräsentantensystem $\{ \pm 1, \pm 5, \pm 2, \pm 10\}$ von $\faktor{\Q_2^*}{(\Q_2^*)^2}$ gilt:

  \begin{tabular}{r|cccccccc}
     & $1$ & $-1$ & $5$ & $-5$ & $2$ & $-2$ & $10$ & $-10$ \\
     \hline
     $1$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ \\
     $-1$ & $+1$ & $-1$ & $+1$ & $-1$ & $+1$ & $-1$ & $+1$ & $-1$ \\
     $5$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $-1$ & $-1$ & $-1$ & $-1$ \\
     $-5$ & $+1$ & $-1$ & $+1$ & $-1$ & $-1$ & $+1$ & $-1$ & $+1$ \\
     $2$ & $+1$ & $+1$ & $-1$ & $-1$ & $+1$ & $+1$ & $-1$ & $-1$ \\
     $-2$ & $+1$ & $-1$ & $-1$ & $+1$ & $+1$ & $-1$ & $-1$ & $+1$ \\
     $10$ & $+1$ & $+1$ & $-1$ & $-1$ & $-1$ & $-1$ & $+1$ & $+1$ \\
     $-10$ & $+1$ & $-1$ & $-1$ & $+1$ & $-1$ & $+1$ & $+1$ & $-1$
  \end{tabular}
\end{satz}
\begin{proof}
  Tabelle nachprüfen.

  2. Zeile:
  \begin{itemize}
    \item $(\frac{-1,2}{2})\colon -1 \cdot 1^2 + 2 \cdot 1^2 = 1^2$,
    \item $(\frac{-1,5}{2})\colon -1 \cdot 1^2 + 5 \cdot 1^2 = 2^2$,
    \item $(\frac{-1,10}{2})\colon -1 \cdot 1^2 + 10 \cdot 1^2 = 3^2$.
    \item $(\frac{-1,-2}{2})\colon -x^2-2y^2=z^2$. OBdA.: $x, z \in \Z_2^*\implies x^2 \equiv z^2 \equiv 1 \pmod 8
      \implies -2y^2 \equiv 2 \pmod 8 \implies y^2 \equiv 1 \pmod 4$ \Lightning, also $(\frac{-1,-2}{2}) = -1$.
    \item $(\frac{-1,-1}{2}) \overset{\text{\ref{item:2.2.11.4}}}{=} (\frac{-1,-4}{2}) = (\frac{-1,-2\cdot2}{2}) \overset{\text{\ref{item:2.2.11.6}}}{=} (\frac{-1,-2}{2}) = -1$.
    \item $(\frac{-1,-5}{2}) = (\frac{-1,-1\cdot 5}{2}) \overset{\text{\ref{item:2.2.11.6}}}{=} (\frac{-1,-1}{2}) = -1$.
    \item $(\frac{-1,-10}{2}) = (\frac{-1, -1\cdot 10}{2}) \overset{\text{\ref{item:2.2.11.6}}}{=} (\frac{-1,-1}{2}) = -1$.
  \end{itemize}

  Aus \cref{item:2.2.11.2} folgt: $(\frac{5,-5}{2}) = (\frac{2,-2}{2}) = (\frac{10,-10}{2}) = +1$.

  Es gilt: $-5 (\Q_2^*)^2 = 3(\Q_2^*)^2 = 11 (\Q_2^*)^2$, sodass nach \cref{item:2.2.11.3}
  \begin{align*}
    \left(\frac{-5,-2}{2}\right) = \left(\frac{3,-2}{2}\right) &= 1, \\
    \left(\frac{-5,-10}{2}\right) = \left(\frac{11,-10}{2}\right) &= 1.
  \end{align*}


  Nach \cref{item:2.2.11.5}: $(\frac{-2,-10}{2}) = (\frac{-2\cdot1,-2\cdot5}{2}) = (\frac{-2,-5}{2}) = +1$

  Die anderen Symbole ergeben sich mittels \cref{item:2.2.11.6}, da sich die entsprechenden
  $a, b$ in $(\frac{a,b}{2})$ lediglich in einem Vorzeichen unterscheiden.
  Beispiel dazu: $(\frac{5,5}{2}) = (\frac{5,-1\cdot -5}{2}) = (\frac{5,-1}{2}) = +1$.
\end{proof}

\begin{korollar}
  Das Hilbertsymbol ist bimultiplikativ.
  \begin{align*}
    \left(\frac{a,b}{p}\right) \cdot \left(\frac{a,c}{p}\right) &= \left(\frac{a,bc}{p}\right) \\
    \left(\frac{a,c}{p}\right) \cdot \left(\frac{b,c}{p}\right) &= \left(\frac{ab,c}{p}\right)
  \end{align*}
\end{korollar}
\begin{proof}
  Für $p \in \Primes$ folgt das aus den angegebenen geschlossenen Ausdrücken
  \cref{eq:geschlossen2,eq:geschlossenp}, denn
  $u \mapsto (\frac{u}{p}), u \mapsto (-1)^{\frac{u-1}2} \pmod 2, u \mapsto (-1)^{\frac{u^2-1}8} \pmod 2$
  sind multiplikativ und das Produkt multiplikativer Funktionen ist ist wieder multiplikativ.

  Für $p = \infty$:
  \[
    \left(\frac{-1,-1}{\infty}\right) \cdot \left(\frac{-1,-1}{\infty}\right)
    = (-1) \cdot (-1)
    = 1
    = \left(\frac{-1,1}{\infty}\right)
    = \left(\frac{-1,(-1)\cdot(-1)}{\infty}\right),
  \]
  alle anderen Fälle folgen.
\end{proof}

\begin{satz}[Produktformel]\label{satz:produktformel}
  Für $a, b \in \Q^*$ gilt:
  \[
    \prod_{p \in \Primes \cup \{\infty\}} \left(\frac{a,b}{p}\right) = 1.
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  OBdA seien $a, b \in \Z$ (denn $(\frac{a,b}{p})$) hängt nur von der Quadratrestklasse von $a$ und
  $b$ ab, multiplizieren mit Quadraten der Nenner.

  Nur endlich viele Hilbertsymbole im Produkt sind $\neq 1$, denn für $p \in \Primes \setminus \{2\}$
  und $p \nmid a, p \nmid b$ ist $(\frac{a,b}{p})=1$.
  Wegen der Bimultiplikativität und wegen $(\frac{1,a}{p})=1$ genügt es, folgende Fälle zu betrachten:
  (mit $r \neq q \in \Primes\setminus\{2\}$)
  \[
    (a, b) = (-1, -1), (-1, 2), (-1, q), (2, 2), (2, q) (q, q), (q, r).
  \]
  Beachte, dass
  \begin{align*}
    (\frac{2,2}p) &= (\frac{2\cdot1,2\cdot1}{p}) \overset{\text{\ref{item:2.2.11.5}}}{=} (\frac{2,-1}{p}) \\
    (\frac{q,q}{p}) &= (\frac{q\cdot1,q\cdot1}{p}) \overset{\text{\ref{item:2.2.11.5}}}{=} (\frac{q,-1}{p}).
  \end{align*}

  Für diese 5 Fälle gilt folgende Tabelle:

  \begin{savenotes}
    \begin{tabular}{c|cccc|c}
      $(a,b)$ & $(\frac{a,b}{\infty})$ & $(\frac{a,b}{2})$ & $(\frac{a,b}{2})$ & $(\frac{a,b}{r})$ & $\prod$ \\
      \hline
      $(-1, -1)$ & $-1$ & $-1$ & $+1$ & $+1$ & $1$ \\
      $(-1, 2)$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $+1$ & $1$ \\
      $(-1, q)$ & $+1$ & $(-1)^{\frac{q-1}2}$ & $(\frac{-1}{q})$ & $+1$ & $1$
      (wegen 1. Ergänzungssatz\footfullcite[Korollar~4.4.13]{algebra})\\
      $(2, q)$ & $+1$ & $(-1)^{\frac{q^2-1}8}$ & $(\frac{2}{q})$ & $+1$ & $1$
      (wegen 2. Ergänzungssatz\footfullcite[Korollar~4.4.15]{algebra})\\
      $(r, q)$ & $+1$ & $(-1)^{\frac{q-1}{2} \cdot \frac{r-1}{2}}$ & $(\frac{r}{q})$ & $(\frac{q}{r})$ & $1$
      (wegen QRG\footfullcite[Satz~4.4.16]{algebra})
    \end{tabular}
  \end{savenotes}
\end{proof}

\begin{korollar}
  Die Gleichung $ax^2 + by^2 = z^2$ habe Lösungen in $\R$ und in $\Q_p (p \in \Primes \setminus\{q\})$.
  Dann hat sie auch eine in $\Q_q$.
\end{korollar}

\begin{satz}[Minkowski-Hasse ($n=3$)]\label{satz:mkn3}
  Seien $a, b \in \Q^*$. Die Gleichung $ax^2 + by^2 = z^2$ hat genau dann eine nicht-triviale
  Lösung in $\Q$, wenn sie nicht-triviale Lösungen in $\R$ und in allen $\Q_p, p\in\Primes$ besitzt.
\end{satz}
\begin{proof}
  Jede rationale Lösung ist eine solche in $\R, \Q_p, p \in \Primes$.

  Umgekehrt, seien oBdA $a, b$ quadratfrei und $\abs{a} \le \abs{b}$.
  Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach $n \coloneq \abs{a} + \abs{b}$.
  Induktionsanfang bei $n = 2$.
  Es sind nur die Fälle $x^2 - y^2 = z^2,\, x^2 + y^2 = z^2,\, -x^2 -y^2 = z^2$ zu betrachten.
  In den ersten beiden Fällen ist $(1, 0, 1)$ Lösung, im dritten Fall gibt es keine reelle Lösung.

  Induktionsschritt: $n \ge 3 \implies \abs b \ge 2, b \neq \pm 1$.
  Behauptung: $a$ ist ein Quadrat $\mod b$.
  Sei $\Primes \ni p \mid b$ und $(x, y, z)$ eine nicht-triviale Lösung von $ax^2 + by^2 = z^2$ über $\Q_p$.
  Wir dürfen wieder voraussetzen, dass $x, y, z \in \Z_p$ und $x, z \in \Z_p^*$.
  Daher ist $ax^2 \equiv z^2 \pmod p$, also $a \equiv (\frac{z}{x})^2 \pmod p$.
  $b$ ist quadratfrei $\implies b = \prod_{i=1}^s p_i$ mit $p_i \neq p_j$ für $i \neq j$.
  Nach dem CRS ist $\rk b \cong \prod_{i=1}^s \rk{p_i}$.
  In jedem $\rk {p_i}$ ist $a$ ein Quadrat, daher auch in $\rk b$.
  Folglich existieren $t, b' \in \Z$ mit $a + b b' = t^2$ und wir können annehmen, dass $\abs{t} \le \frac b2$.
  Falls $b' = 0$, also $t^2 = a$, so ist $(1, 0, t)$ die gesuchte Lösung.
  Ansonsten gilt $b' = b'' \cdot c^2$ mit $b''$ quadratfrei.
  Dann gilt: $a \cdot 1^2 + b b'' \cdot c^2 = t^2$,
  also $(\frac{a,bb''}{p}) = 1 \forall p \in \Primes \cup \{\infty\}$.
  Nach Voraussetzung gilt $(\frac{a,b}{p})=1$.
  Nach \cref{item:2.2.11.6} folgt $(\frac{a,b''}{p}) = (\frac{a,bb''}{p}) = 1$.
  \[
    \abs{b''} \le \abs{b'} = \abs{\frac{t^2-a}{b}} \le \frac{t^2}{\abs{b}} + \frac{\abs{a}}{\abs{b}}
    \le \frac{\abs{b}}{4} + 1 < \abs{b}.
  \]
  $\implies$ nach Induktionsvoraussetzung: $\exists \tilde x, \tilde y, \tilde z \neq (0, 0, 0)\colon
  a \tilde x^2 + b'' \tilde y^2 = \tilde z^2$.
  Falls $\tilde y = 0$, dann ist $(\tilde x, 0, \tilde z) \in \Q^3$ die gesuchte Lösung.
  Ansonsten:
  \[
    \begin{cases}
      a \tilde x^2 + b'' \tilde y^2 = \tilde z^2 \\
      a \cdot 1^2 + b b'' c^2 = t^2
    \end{cases}
    \implies (t \tilde x + \tilde z, c \tilde y, a \tilde x + t \tilde z) \text{ Lösung von }
    a x^2 + bb''^2 y^2 = z^2.
  \]
  \begin{align*}
    a(t\tilde x + \tilde z)^2 + b b''^2 c^2 \tilde y^2 &\overset{!}{=} (a\tilde x + t \tilde z)^2 \\
    a t^2 \tilde x^2 + a \tilde z^2 + \cancel{2at\tilde x \tilde z} + b b''^2 c^2 \tilde y^2
    &= a^2 \tilde x^2 +t^2 \tilde z^2 + \cancel{2at\tilde x \tilde z} \\
    a (\cancel{a} + b b'' c^2)\tilde x^2 + \cancel{a \tilde z^2} + b b''^2 c^2 \tilde y^2
    &= \cancel{a^2 \tilde x^2} + (\cancel{a} + b b'' c^2) \tilde z^2 \\
    a b b'' c^2 \tilde x^2 + b b''^2 c^2 \tilde y^2
    &=  b b'' c^2 \tilde z^2 \\
    \cancel{b b'' c^2} (a \tilde x^2 + b'' \tilde y^2) = \cancel{b b'' c^2} \tilde z^2
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{bsp}
  Zeige, dass $\frac 18 x^2 + \frac{23}9 y^2 = z^2$ eine rationale Lösung besitzt.
  $\iff 2x^2 + 23 y^2 = z^2$ hat rationale Lösung.
  $\iff (\frac{2,23}{p}) = 1 \, \forall p \in \Primes \cup \{\infty\}$
  Es ist klar, dass $(\frac{2,23}{p}) = 1 \forall p \in (\Primes \cup \{\infty\})\setminus\{2,23\}$.

  \begin{savenotes}
    \[
      \left(\frac{2,23}{23}\right) = \left(\frac{2}{23}\right)
      \overset{\text{2. ES}}{=} 1,\qquad
      \left(\frac{2,23}{2}\right) = \left(\frac{2,-1}{2}\right) = 1
    \]
  \end{savenotes}
  Die zweite der Rechnungen ist eigentlich nicht nötig, wegen \cref{satz:produktformel}
\end{bsp}

\section{Quadratische Formen und der allgemeine Satz von Minkowski-Hasse}

\begin{defin}
  $V$ sei ein Vektorraum über dem Körper $\K$ mit $\operatorname{char} \K \neq 2$.
  Eine quadratische Form $Q$ ist eine Abbildung $Q\colon V\to\K$ mit
  \begin{enumerate}
    \item $Q(aX) = a^2 Q(X) \forall a \in \K, x \in V$.
    \item $(x, y) \mapsto \frac 12 (Q(x+y) - Q(x) - Q(y))$ ist bilinear.
  \end{enumerate}
  Ist $(b_i)_{i=1}^n$ eine Basis von $V$ über $\K$, so ist $(a_{ij}) \eqcolon A$ die Darstellungsmatrix
  von $Q$ bezüglich $(b_i)_{i=1}^n$ gegeben durch
  $a_{ij} = \frac 12 (Q(b_i + b_j) - Q(b_i) - Q(b_j))$.
  $f_Q(x) = \sum_{i,j} a_{ij}x_i x_j = x^t A x$.
\end{defin}

Wegen des Trägheitssatzes von Sylvester (\ref{satz:sylvester}) existiert eine Basis
mit
\[
  f_Q(x) = \sum_{i=1}^r a_i x_i^2, a_i \in \K.
\]
Für $\operatorname{rg} Q = n$ gilt $r = n$.

\begin{defin}
  $Q$ sei eine quadratische Form über \K\ vom Rang $r$ in $r$ Variablen.
  $b \in \K$ wird von $Q$ dargestellt genau dann wenn $\exists x \neq 0\in \K^r\colon Q(x) = b$.

  $Q$ heißt \underline{isotrop}, falls $0$ von $Q$ dargestellt wird.
  Ansonsten wird $Q$ anisotrop genannt.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  \begin{itemize}
    \item Darstellbarkeit von $b$ beziehungsweise die Isotropie von $Q$ hängt lediglich von den Restklassen
      der $a_i$ beziehungsweise von $b$ in $\faktor{\K^*}{(\K^*)^2}$ ab.
    \item $Q$ ist genau dann über $\R$ isotrop, wenn nicht alle $a_i$ das selbe Vorzeichen haben.
  \end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{satz}
  Sei $Q$ über $\K$ isotrop. Dann stellt $Q$ jedes $b\in \K$ dar.
  ($\operatorname{char}\K \neq 2$ ist hier wichtig)
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $Q(x) = \sum_{i=1}^r a_i x_i^2$ isotrop, das heißt
  $\exists (x_1, \dots, x_r)\colon Q(x_1, \dots, x_r) = 0$.
  OBdA sei $x_1 \neq 0$.
  Für $\lambda \in \K^*$ setzen wir
  \begin{align*}
    y_1 &= x_1 (1 + \lambda) \\
    y_i &= x_i (1 - \lambda) \; i = 2, \dots, r.
  \end{align*}
  \begin{align*}
    \sum_{i=1}^r a_i y_i^2 &= a_1 x_1^2 (1 + \lambda)^2 - a_1 x_1^2 (1 - \lambda)^2
                            + \sum_{i=1}^r a_i x_i^2 (1 - \lambda)^2 \\
                           &= a_1 x_1^2 (\underbrace{(1 + \lambda)^2 - (1 - \lambda)^2}_{4\lambda})
                            + (1 - \lambda)^2
                            + \underbrace{\sum_{i=1}^r a_i x_i^2}_{\mathrlap{=0\text{ nach Voraussetzung}}}
  \end{align*}
  Wähle nun $\lambda \coloneq \frac{b}{4a_1 x_1^2}$, sodass $Q(y_1, \dots, y_r) = b$.
\end{proof}

\begin{lemma}\label{lemma:ge6nullstelle}
  Jede isotrope quadratische Form $Q = \sum a_i x_i^2$ über $\K$ mit $\abs{\K} \ge 6$ besitzt eine
  Nullstelle $(x_1, \dots, x_r)$ mit $x_i \neq 0 \forall i = 1, \dots, r$.
\end{lemma}
\begin{proof}
  $Q$ isotrop $\implies \exists y = (y_1, \dots, y_r)$ mit $Q(y_1, \dots, y_r) = 0, y \neq 0$.

  OBdA.: $y_1, \dots, y_n \neq 0, y_{n+1}, \dots, y_r = 0$ für ein $n \in \{1, \dots, r\}$. Falls $n < r$:
  \[
    \exists x = (x_1, \dots, x_r)\colon x_1, \dots, x_{n+1} \neq 0 \land Q(x) = 0.
  \]
  Wähle $x_i = y_i$ für $i = 1, \dots, n-1, n+2, \dots, r$ und bestimme $x_n, x_{n+1} \neq 0$ mit
  $a_n x_n^2 + a_{n+1} x_{n+1}^2 = a_n y_n^2 + \overbrace{a_{n+1} y_{n+1}^2}^{=0}$ folgendermaßen.
  Aus $\frac{(1-\lambda)^2}{(1+\lambda)^2} + \frac{4 \lambda}{(1+\lambda)^2} = 1$ folgt:
  \begin{align*}
    a_n y_n^2 &= a_n \left(\frac{(1-\lambda) y_n}{1+\lambda}\right)^2
              + a_n \lambda\left(\frac{2y_n}{1+\lambda}\right)^2 \\
              &= a_n\left(\frac{(1-\lambda) y_n}{1 + \lambda}\right)^2 + a_{n+1} \frac{a_n \lambda}{a_{n+1}}
              \left(\frac{2y_n}{1+\lambda}\right)^2
  \end{align*}
  Wähle nun $\lambda = \mu^2 \frac{a_{n+1}}{a_n}$, wobei $\mu \in \K$ mit
  $\mu \neq 0, \mu^2 \neq \pm \frac{a_n}{a_{n+1}}$.
  Solch ein $\mu$ existiert, da $\abs{\K} \ge 6$.
  Die Wahl von $\mu$ garantiert, dass $\lambda \neq \pm 1$.
  Mit $x_n = \frac{(1-\lambda) y_n}{1+\lambda}$ und $x_{n+1} = \frac{2\mu y_n}{1+\lambda} \neq 0$ folgt:
  \[
    a_n x_n^2 + a_{n+1}x_{n+1}^2 = a_n y_n^2
  \]
  und $Q(x_1, \dots, x_r) = Q(y_1, \dots, y_r) = 0$, wobei
  $x_1, \dots, x_{n+1} \neq 0$.
\end{proof}

Angenommen wir wollen $x_r = 1$. Dann $\exists y_1, \dots, y_r$ mit $y_r \neq 0\colon Q(y_1, \dots, y_r) = 0$.
Dann ist $Q(\frac{y_1}{y_r}, \frac{y_2}{y_r}, \dots, 1) = 0$.

Nun untersuchen wir die Isotropie von Formen über $\Q_p$.

\begin{lemma}\label{lemma:2.3.6}
  Sei $p \neq 2$ prim, $Q = \sum_{i=1}^r a_i x_i^2$ mit $a_i \in \Q_p$.
  Falls $r \ge 3$ und $a_1, a_2, a_3 \in \Z_p^*$, so ist $Q$ isotrop.
\end{lemma}
\begin{proof}
  $\tilde Q(x) = a_1 x_1^2 + a_2 x_2^2 + a_3 x_3^2$ erfüllt $\tilde Q(x) = 0$ genau dann wenn
  \[
    \frac{a_1}{-a_3} x_1^2 + \frac{a_2}{-a_3} x_2^2 = x_3^2.
  \]
  Diese Gleichung besitzt genau dann eine nicht-triviale Lösung, wenn
  $\left(\frac{\frac{-a_1}{a_3},\frac{-a_2}{a_3}}{p}\right) = 1$.
  Dies folgt aus $\frac{-a_1}{a_3}, \frac{-a_2}{a_3} \in \Z_p^*$.
  $\tilde Q$ ist isotrop $\implies Q$ ist isotrop.
\end{proof}

\begin{satz}\label{satz:ge5isotrop}
  Für $p \in \Primes$ ist jede quadratische Form vom Rang $\ge 5$ über $\Q_p$ isotrop.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $Q = \sum_{i=1}^r a_i x_i^2$ mit $r \ge 5, a_i \in \Q_p$.
  Da die Isotropie von $Q$ nur von den Quadratrestklassen der $a_i$ abhängt, kann oBdA $a_i \in \Z_p$
  quadratfrei vorausgesetzt werden.
  Durch, falls notwendig, Multiplikation mit $p$ kann erreicht werden,
  dass mindestens 3 $a_i$ in $\Z_p^*$ liegen.
  \[
    Q = u_1 x_1^2 + u_2 x_2^2 + u_3 x_3^2 + \cdots + u_s x_s^2 + p(u_{s+1} x_{s+1}^2 + \cdots + u_r x_r^2)
  \]
  mit $u_i \in \Z_p^*$ und $s \ge 3$.
  Für $p \neq 2$ folgt aus dem \cref{lemma:2.3.6} unmittelbar die Isotropie von $Q$.

  Für $p=2$ zeigen wir die Existenz einer Nullstelle $\mod 8$.
  \begin{description}
    \item[1. Fall] $s \le 4 < 4$: Wir konstruieren $(\tilde x_1, x_2, \dots, x_r)$ mit
      $Q(\tilde x_1, x_2, \dots, x_r) \equiv 0 \pmod 8$.
      $\tilde x_1 = x_2 \coloneq 1, x_4 = \cdots = x_{r-1} = 0$. Aus
      $u_i \in \Z_2^*$ folgt $u_i \equiv 1 \pmod 2$.
      Daher ist $u_1 + u_2 \equiv 0 \pmod 2$.
      Wähle $x_r \coloneq \frac{u_1 + u_2}{2} \in \Z_2$.
      Setze $x_3 \coloneq x_r + u_r x_r^2$.
      Wegen $x_r \equiv x_r^2$ und $u_r \equiv 1 \pmod 2$ folgt $x_3 \in 2\Z_2$.
      \begin{align*}
        Q(\tilde x_1, x_2, \dots, x_r) &= u_1 \tilde x_1^2 + u_2 x_2^2 + u_3 x_3^2 + 2 u_r x_r^2 \\
                                       &= 2x_r + 2 u_r x_r^2 + u_3 x_3^2 \\
                                       &= 2 x_3 + u_3 x_3^2 = x_3 (2 + u_3 x_3)
      \end{align*}
      Falls $x_3 \equiv 0 \pmod 4$, so ist $x_3(2 + u_3 x_3) \equiv 0 \pmod 8$, da $x_3 \equiv 0 \pmod 2$.
      Falls $x_3 \equiv 2 \pmod 4$, so ist $x_3 = 2 + 4x_3'$ und daher
      \[
        x_3(2 + u_3 x_3) = (2 + 4x_3')(2 + u_3 (2 + 4x_3')) \equiv 4 + 4 u_3 \pmod 8 \equiv 0 \pmod 8.
      \]
    \item[2. Fall] $s \ge 5$. OBdA gilt $u_i \in \{ \pm 1, \pm 5 \}$ sodass $u_1 \equiv \pm 1 \pmod 4$.
      $\implies \exists \tilde x_1, x_2, x_3, x_4 \in \{0, 1\}$, nicht alle gleich 0, mit
      $u_1 \tilde x_1^2 + u_2 x_2^2 + u_3 x_3^2 + u_4 x_4^2 \equiv 0 \pmod 4$.
      OBdA $\tilde x_1 = 1$.
      Setze $b \coloneq \frac 14 (u_1 \tilde x_1^2 + u_2 x_2^2 + u_3 x_3^2 + u_4 x_4^2) \in \Z_2$ und
      $x_5 \coloneq 2b$.
      Dann ist $u_1 \tilde x_1^2 + u_2 x_2^2 + u_3 x_3^2 + u_4 x_4^2 + u_5 x_5^2 = 4b + 4b^2 u_4 =
      4b (1 + bu_5)$ und für $b \equiv 0 \pmod 2$ ist $4b \equiv 0 \pmod 8$, für $b \equiv 1 \pmod 2$
      ist $1 + u_5 b \equiv 0 \pmod 2$.
      $\tilde x_1, x_2, \dots x_r$ sei Nullstelle von $Q\mod 8$ mit $\tilde x_1 = 1$.
      Setze $c \coloneq \frac{-1}{u_1}(\sum_{i=2}^r a_i x_i^2)$.
      Dann ist $c \equiv \tilde x_1^2 \equiv 1 \pmod 8$.
      Somit existiert die Wurzel von $c$ in $\Q_2$, wir nennen sie $x_1$.
      Dann ist $Q(x_1, \dots, x_r) = 0$.
  \end{description}
\end{proof}

\begin{korollar}
  Jede quadratische Form vom Rang 4 über $\Q_p$ stellt jedes $b \in \Q_p^*$ dar.
\end{korollar}
\begin{proof}
  Sei $Q = \sum_{i=1}^4 a_i x_i^2, b \in \Q_p^*$.
  Betrachte die Form $Q - bx_5^2$.
  Sie ist nach \cref{satz:ge5isotrop} isotrop und hat nach \cref{lemma:ge6nullstelle}
  sogar eine Nullstelle für die $x_5 \neq 0$, da $\abs{\Q_p}=\infty$.
  \[
    Q(\frac{x_1}{x_5}, \frac{x_2}{x_5}, \dots, \frac{x_4}{x_5}) = b.
  \]
\end{proof}

\begin{satz}[Minkowski-Hasse für allgemeine quadratische Formen]\label{satz:minkowski-hasse}
  Eine quadratische Form ist genau dann isotrop über $\Q$, wenn sie es über $\R$ und $\Q_p, p \in \Primes$ ist.
\end{satz}
\begin{proof}
  Jede globale Nullstelle ist auch lokale Nullstelle.

  Umgekehrt, sei $Q$ isotrop über $\R$ und über $\Q_p, p \in \Primes$.
  OBdA $Q = \sum_{i=1}^r a_i x_i^2, a_i \neq 0$.
  \begin{description}
    \item[$r=1$:] $Q = ax^2$ hat über keinem der Körper eine nicht-triviale Nullstelle.
    \item[$r=2$:] kann immer auf $ax^2 = y^2 \iff a = (\frac{y}{x})^2$ zurückgeführt werden wofür
      die Aussage schon gezeigt ist.
    \item[$r=3$:] kann immer auf $ax^2 + by^2 = z^2$ zurückgeführt werden, wofür die Aussage in
      \cref{satz:mkn3} schon gezeigt ist.
    \item[$r\ge4$:] Zeige die Behauptung durch Induktion nach $r$.
      $Q$ isotrop über $\R \implies$ oBdA $a_1 > 0, a_3 < 0$.
      Betrachte nun die Formen $f = a_1 x_1^2 + a_2 x_2^2, g= -a_3 x_3^2 - a_4 x_4^2 - \cdots - a_r x_r^2$.
      $Q$ isotrop über $\R \implies$ oBdA $a_1 > 0, a_3 < 0$.
      Betrachte nun die Formen $f = a_1 x_1^2 + a_2 x_2^2, g= -a_3 x_3^2 - a_4 x_4^2 - \cdots - a_r x_r^2$.
      $\to$ gesucht ist ein $b \in \Q$ mit $b = f(x_1, x_2), b = g(x_3, \dots, x_r)$ nicht-trivial $\implies
      Q(x_1, \dots, x_r) = f(x_1, x_2) - g(x_3, \dots, x_r) = b - b = 0$.
      Sei $P\coloneq \{p \in \Primes\colon p \mid a_i \text{ für ein } 1 \le i \le r\}\cup\{2\}$.
      Für $p \in P\colon \exists (y_1, \dots, y_r) \in \Q_p^r$ mit $Q(y) = 0$ und definieren
      $b_p \coloneq f(y_1, y_2) = a_1 y_1^2 +a_2 y_2^2 = -a_3 y_3^2 - \cdots - a_r y_r^2 = g(y_3, \dots, y_r)$
      und wir dürfen annehmen, dass $(y_1, y_2), (y_3, \dots, y_r) \neq 0$.
      Falls $b_p = 0$, so sind $f, g$ isotrop und stellen daher alle Elemente von $\Q_p^*$ dar,
      also auch z.B. $b_p = 1$. Wir können also immer $b_p \neq 0$ voraussetzen.
      OBdA ist $b_p \in \Z_p\setminus p^2\Z_p$. Mittels CRS erhalten wir eine Lösung $b$ von
      $\begin{cases}
        x \equiv b_2 \pmod{16} \\
        x \equiv b_p \pmod{p^2} & \text{ für } p\in P\setminus\{2\}
      \end{cases}$
      die eindeutig bestimmt ist$\mod {4\prod_{p\in P}p^2} \eqcolon m$.
      Wir wählen $b > 0$ und definieren
      \[
        F \coloneq -b y^2 + f, \; G \coloneq -b y^2 + g.
      \]
      Falls $F, G$ isotrop über $\Q$ sind, so gibt es Nullstellen $(y, x_1, x_2)$ von $F$,
      $(z, x_3, \dots, x_r)$ von $G$ mit $y = z = 1$, sodass wie gewünscht
      $f(x_1, x_2) = b, \, g(x_3, \dots, x_r) = b$.
      Da $F, G$ Rang $< r$ haben, genügt es nach Induktionsvoraussetzung zu zeigen, dass sie isotrop
      über $\R$ und $\Q_p, p \in \Primes$ sind.
      \begin{itemize}
        \item Über \R: $-b < 0, a_1 > 0, -b < 0, -a_3 >0 \implies F, G$ isotrop über \R.
        \item Über $\Q_p$: sei zunächst $p \in P$. Da $b_p \in \Z_p\setminus p^2\Z_p$ folgt
          $\begin{cases}
            b_2 b^{-1} \equiv 1 \pmod 8 \\
            b_p b^{-1} \equiv 1 \pmod {p^2}
          \end{cases}$.
          Es folgt: $b_p b^{-1}$ sind Quadrate in $\Q_p^* \implies$
          \[
            \begin{cases}
              -b \left(\sqrt{b_p \inv b}\right)^2 + f(y_1, y_2) = -b_p + f(y_1, y_2) = 0 \\
              -b \left(\sqrt{b_p \inv b}\right)^2 + g(y_3, \dots, y_r) = -b_p + g(y_3, \dots, y_r) = 0
            \end{cases} \overset{\text{IV}}{\implies} F, G
          \]
          sind isotrop über $\Q_p$ nach Induktionsvoraussetzung.

          Sei nun $p \in \Primes \setminus P$.
          Falls $p \nmid b$, so sind alle Koeffizienten von $F$ und $G$ aus $\Z_p^*$ und daher isotrop
          über $\Q_p$ (da Rang von $F, G \ge 3$).

          Einziges verbleibendes Problem sind diejenigen $p \in \Primes$ mit $p \notin P, p \mid b$.
          (Falls $r \ge 5$, so ist $\operatorname{rang}(g) \ge 3$ und somit $g$ und a fortiori $G$ isotrop.)
          $b$ war $\mod m$  eindeutig bestimmt, wir wollen daher versuchen, ein $b$ zu finden, das nur einen
          Primfaktor hat, der nicht in $P$ liegt.
          Dazu sei $d \coloneq \ggT(b, m)$.
          Dann sind $\frac bd$ und $\frac md$ teilerfremd $\overset{\cref{satz:primzahlsatz}}{\implies}
          \exists k\colon \frac bd + k \frac md = q \in \Primes \implies da = b + km$.
          Wir ersetzen nun $b$ im Beweis durch $dq$.
          Es folgt aus der Produktformel (\ref{satz:produktformel}), dass
          $\frac 1b F = -y^2 + \frac{a_1}{b} x_1^2 + \frac{a_2}{b} x_2^2$ isotrop über
          $\R$ und $\Q_p, p \neq q$ und daher über allen $\Q_p$.

          Falls $r = 4$, so muss $G$ analog behandelt werden, um die Isotropie über allen $\Q_p$ zu zeigen.

          Aus der Induktionsvoraussetzung folgt die Isotropie von $F$ und $G$ über $\Q$, daraus
          folgt, dass $f$ und $g$ $b$ simultan darstellen und der Beweis ist abgeschlossen.
      \end{itemize}
  \end{description}
\end{proof}

\cref{satz:minkowski-hasse} wird auch Lokal-Global-Prinzip genannt.

\begin{korollar}
  Eine quadratische Form vom Rang $\ge 5$ ist genau dann isotrop über
  $\Q$, wenn sie es über $\R$ ist.
\end{korollar}

Das Analogon zum \cref{satz:minkowski-hasse} gilt nicht für Formen vom Grad $\ge 3$.

\begin{bsp}[Selmer's Beispiel]
  $3x^3 + 4y^3 + 5z^3 = 0$ hat über $\Q$ nur die triviale Lösung,
  aber nicht-triviale Lösungen über $\R$ und $\Q_p (p \in \Primes)$.
  \begin{itemize}
    \item über \R: ist klar
    \item über $\Q_p$: Wir fangen an mit dem Fall $p=3$. Setze $x = 0, z = -1$,
      sodass $4y^3 - 5 = 0$ zu lösen bleibt. $f(2) = 27 \equiv 0 \pmod{3^3}, f'(2) = 48 \equiv 0 \pmod 3,
      \nequiv 0 \pmod 9$. Aus \cref{lemma:hensel} folgt: $\exists y \in \Q_3$ mit $f(y)=0$.

      Nun der Fall $p = 5$: setze $x = 1, z = 0$, sodass $g(y) = 4y^3 + 3 = 0$ zu lösen ist.
      $g(2) = 35 \equiv 0 \pmod 5, g'(2) = 48 \nequiv \pmod 5$. Mittels \cref{lemma:hensel} folgt:
      $\exists y \in \Q_5$ mit $g(y) = 0$.

      Sei $p \in \Primes\setminus\{3, 5\}$. $\left(\rk p\right)^*$ ist eine zyklische Gruppe der Ordnung
      $p-1$.
      \begin{itemize}
        \item Falls $p-1 \equiv 0 \pmod 3 \iff p \equiv 1 \pmod 3$, so bilden die Kuben eine Untergruppe
          vom Index 3.
        \item Falls $p \nequiv 1\pmod 3$, so folgt aus $\ggT(p-1, 3) = 1$, dass jedes Element
          aus $\left(\rk p\right)^*$ ein Kubus ist.
      \end{itemize}
      Ist $x^3 = 3$ in $\rk p$ lösbar, so ist nach \cref{lemma:hensel} $x^3 = 3$ auch in $\Q_p$ lösbar.
      Sei $\alpha \in \Q_p$ mit $\alpha^3 = 3$
      In diesem Fall ist $(\frac{1}{\alpha}, 1, -1)$ Lösung der Selmer Gleichung.

      Falls $x^3 = 3$ keine Lösung in $\rk p$ besitzt, so ist $p \equiv 1 \pmod 3$.
      Vertreter der Nebenklassen der Kuben in $\left(\rk p\right)^*$ sind $1, 3, 9$.
      Daher ist $a \nequiv 0 \pmod p \implies
      a \equiv b^3 \pmod p \lor a \equiv 3b^3 \pmod p \lor a \equiv 9 b^3 \pmod p$.
      Für $a = 5$:
      \begin{itemize}
        \item Falls $5 \equiv b^3 \pmod p$, so hat $x^3 - 5 = 0$ eine Lösung $\alpha$ in $\Z_p$
          und $(-\alpha, \alpha, -1)$ ist eine Lösung von Selmer's Gleichung.
        \item Falls $5 \equiv 3b^3 \pmod p$, so hat $3x^3 - 5 = 0$ eine Lösung $\beta \in \Z_p$
          und $(\beta, 0, -1)$ löst die Selmer Gleichung.
        \item Falls $5 \equiv 9 b^3 \pmod p \overset{p\neq3}{\iff} x^3 \equiv 15 \pmod p$ lösbar ist,
          so existiert ein $\gamma$ aus $\Z_p$ mit $\gamma^3 \equiv 15 \pmod p$ und
          $(3 \gamma, 5, -7)$ löst die Selmer Gleichung.
      \end{itemize}
    \item Es verbleibt zu zeigen, dass $3x^3 + 4y^3 + 5z^3 = 0$ hat keine Lösung $\neq (0, 0, 0)$ über \Q.
      Dafür genügt es zu zeigen, dass
      \begin{equation}\label{eq:selmer}
        x^3 + 6y^3 = 10z^3
      \end{equation}
      keine rationale Lösung $\neq (0, 0, 0)$ hat.

      Die Idee für den Beweis ist: Untersuche \cref{eq:selmer} in $\Q(\sqrt[3]{6})$ und faktorisiere die
      Gleichung als $(x + \alpha y)(x^2 - \alpha xy + \alpha^2 y^2)$, wobei $\alpha = \sqrt[3]{6}$.

      Für diesen Beweis braucht man allerdings einige algebraische Zahlentheorie, der wird in dieser Vorlesung
      ausgelassen.
  \end{itemize}
\end{bsp}

\subsection{Anwendung von
  \texorpdfstring{\cref{satz:minkowski-hasse}}{dem Satz von Minkowski-Hasse} auf
\texorpdfstring{$\square + \square + \square$}{□ + □ + □}}
Behauptung: $Q(x_1, x_2, x_3) = x_1^2 + x_2^2 + x_3^2$ stellt alle $n \in \N$ dar, außer
diejenigen der Gestalt $4^i(7 + 8k)$ (siehe \cref{satz:3quadrate}).
\begin{itemize}
  \item $Q$ stellt alle $x > 0$ über \R\ dar.
  \item für $p \neq 2$ ist $Q(x_1, x_2, x_3)$ isotrop über $\Q_p$.
\end{itemize}
\begin{lemma}
  $Q$ stellt $b \in \Q_2^*$ dar, falls $b\Q_2^{*^2} \neq 7 \Q_2^{*^2}$ in
  $\faktor {\Q_2^*}{\Q_2^{*^2}}$.
\end{lemma}
\begin{proof}
  Da die Darstellbarkeit von $b$ nur von der Quadratrestklasse abhängt, ist oBdA $b = u \cdot 2^n$ mit
  $\{0, 1\}, u \in \{1, 3, 5 ,7\}$. Wir verifizieren zunächst
  \begin{align*}
    1 &= 1^2 + 0^2 + 0^2 \\
    3 &= 1^2 + 1^2 + 1^2 \\
    5 &= 2^2 + 1^2 + 0^2 \\
    2 &= 1^2 + 1^2 + 0^2 \\
    6 &= 2^2 + 1^2 + 1^2 \\
    10 &= 3^2 + 1^2 + 0^2 \\
    14 &= 3^2 + 2^2 + 1^2.
  \end{align*}
  Behauptung: $7$ ist nicht darstellbar. Angenommen $x_1^2 + x_2^2 + x_3^2 = 7$ mit
  $x_1, x_2, x_3 \in \Q_2$.
  Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner der $x_i$ ist diese Gleichung zurückzuführen auf
  \[
    x_1^2 + x_2^2 + x_3^2 = 4^i \cdot 7 \text{ mit } x_1, x_2, x_3 \in \Z_2.
  \]
  OBdA ist $x_1 \equiv 1 \pmod 2$.
  Betrachte Gleichung $\mod 8$: $4^i 7 \equiv 0, 4, 7 \pmod 8$.
  Quadrate sind $\equiv 0, 1, 4 \pmod 8$ und $x_1^2 \equiv 1 \pmod 8$.
  Also $1 + x_2^2 + x_3^2 \equiv 0, 4, 7 \pmod 8$, was unlösbar ist.
\end{proof}

\begin{prop}
  $b$ ist genau dann von $Q = x_1^2 + x_2^2 + x_3^2$ darstellbar, wenn $b > 0$ und
  $b\Q_2^{*^2} \neq 7 \Q_2^{*^2}$ in $\faktor {\Q_2^*}{\Q_2^{*^2}}$.
\end{prop}
\begin{proof}
  $b$ wird über $\Q / \R / \Q_p$ genau dann von $Q$ dargestellt, wenn $Q - by^2$ isotrop über
  $\Q / \R / \Q_p$ ist.
  (Denn wir können annehmen, dass für Lösungen $x_1, x_2, x_3, y$ von $Q - bY^2 = 0$ $\quad y = 1$ gilt.)
\end{proof}

\begin{satz}[Davenport / Cassels]\label{satz:davenport}
  Sei $B(x ,y) = \sum_{i, j}^r a_{ij} x_i y_j$ eine positiv definite, symmetrische Bilinearform  mit
  $a_{ij} \in \Z$. Für die zugehörige quadratische Form $Q(x) \coloneq B(x, x)$ gelte:
  \[
    \forall x \in \Q^r\colon \exists y \in \Z^r \text{ mit } Q(x - y) < 1.
  \]
  Dann stellt $Q$ jedes Element $b \in \Z$, das über $\Q$ dargestellt wird auch über \Z\ dar.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $x = (x_1, \dots, x_r)\in \Q^r \setminus\{0\}$ mit $Q(x) = b$.
  Sei
  \[
    k \coloneq \kgV(\operatorname{Nenner}(x_1), \dots, \operatorname{Nenner}(x_r)).
  \]
  Falls $k=1$: \checkmark{} Falls $k > 1$, so zeigen wir: $\exists x' \in \Q^r \setminus \{0\}$ mit
  $Q(x') = b$ und
  \[
    \kgV(\operatorname{Nenner}(x_1'), \dots, \operatorname{Nenner}(x_r')) < k.
  \]
  Nach Voraussetzung $\exists y \in \Z^r$ mit $Q(\underbrace{x - y}_z) < 1$.
  $z\coloneq x - y \in \Q^r \setminus \Z^r$.
  Da $B$ positiv definit ist, gilt $0 < Q(z) = B(x-y, x-y) < 1$.

  Wir definieren:
  \begin{align*}
    n &\coloneq Q(y) - b \\
    m &\coloneq 2k (b - B(x, y)) = 2kb - 2B(kx, y)\\
    k' &\coloneq nk + m \\
    x' &\coloneq \frac{nkx+my}{k'}
  \end{align*}
  Dann gilt $n, m, k', nkx + my \in \Z$ bzw $\Z^r$.

  Behauptung: $Q(x') = b$.
  \begin{align*}
    Q(x') = B(x', x') &=
    \frac{n^2 k \overbrace{Q(x)}^{B(x, x)} + 2knm B(x, y) + m^2 \overbrace{Q(y)}^{B(y, y)}}{k'^2} \\
                      &= \frac{n^2 k^2 b + 2knm (b - \frac{m}{2k}) + m^2 (n + b)}{k'^2} \\
                      &= \frac{n^2 k^2 b + 2kmnb + m^2 b}{k'^2} \\
                      &= \frac{b(n^2 k^2 + 2kmn + m^2)}{k'^2} = b
  \end{align*}

  $nkx + my \in \Z^r\implies \kgV(\operatorname{Nenner}(x_i'))$ teilt $k'$.
  Um den Beweis abzuschließen zeigen wir $0 < k' < k$.
  \begin{align*}
    \frac{k'}{k} &= {nk+m}{k} \\
                 &= n + \frac mk \\
                 &= Q(y) - b + 2(b - B(x, y)) \\
                 &= \overbrace{b}{Q(x)} - 2B(x, y) + Q(y) \\
                 &= Q(x - y) \in (0, 1)
  \end{align*}
\end{proof}

Voraussetzungen für die Anwendung des \cref{satz:davenport} auf $Q = x_1^2 + x_2^2 + x_3^2$ sind erfüllt:
$\forall (x_1, x_2, x_3) \in \Q^3\colon \exists (y_1, y_2, y_3) \in \Z^3\colon
\sum_{i=1}^3 (x_i - y_i)^2 < 1$.
Wähle $y_i$ ganz mit $x_i - y_i \le \frac 12\implies \sum_{i=1}^3 (x_i - y_1)^2 \le \frac 34 < 1$.

Drei Quadrate Satz $\implies$ Vier Quadrate Satz

$n \neq 4^i(8k+7) \implies n = \square + \square + \square + 0$

$n = 4^i(8k+7) \implies n-1 = \square + \square + \square \implies n = \square + \square + \square + 1$

\begin{aufgaben}
  Zeige: jedes $n \in \N$ ist Summe von drei Dreieckszahlen, $0, 1, 3, 6, 10, \dots$, das heißt
  Zahlen der Form $\frac{l(l+1)}{2}, l \in \N$.
  (Hinweis: Stelle $8n+3$ als Summe von drei $\square$ dar.)
\end{aufgaben}

\chapter{Der Dirichlet'sche Primzahlsatz}
\section{Charaktere abelscher Gruppen}
\begin{defin}
  Sei $G$ eine abelsche Gruppe, $\hat G \coloneq \Hom_\Z(G, T)$ heißt die Charaktergruppe von $G$.
  ($T = \{z \in \C\colon \abs z = 1\}$)
  $\hat G$ ist abelsch,
  $\hat G = \{\chi\colon G \to T\colon \chi(x \circ y) = \chi(x) \chi(y) \forall x, y \in G\}$.
  $(\chi \chi')(x) = \chi(x) \chi'(x), \chi(x) = 1$ ist das neutrale Element.

  Dieses $\chi$ heißt Hauptcharakter. $\overline{\chi}(x) = \overline{\chi(x)}$ ist der
  zu $\chi$ inverse Charakter.
  \begin{itemize}
    \item $G \cong G' \implies \hat G \cong \hat G'$ denn $\Hom_\Z(G, T) \cong \Hom_\Z(G', T)$
    \item $G_1, G_2 \implies \widehat{G_1 \times G_2} \cong \hat G_1 \times \hat G_2$ da
      $\Hom_\Z(G_1 \times G_2, T) \cong \Hom_\Z(G_1, T) \times \Hom_\Z(G_2, T)$
  \end{itemize}
\end{defin}

\begin{lemma}\label{lemma:psiso}
  \[
    \psi\colon\fun T {\hat\Z}t{\psi(t)\colon n \mapsto t^n}
  \]
  ist ein Isomorphismus.
\end{lemma}
\begin{proof}
  \begin{itemize}
    \item $\psi(t) \in \hat \Z$: $\psi(t)(m + n) = t^{m+n} = t^{m}\cdot t^{n} = \psi(t)(m) \psi(t)(n)$
    \item $\psi$ ist ein Homomorphismus: $\psi(tt')(n) = (tt')^n = t^n t'^n = \psi(t)(n) \cdot \psi(t')(n)
      = (\psi(t)\cdot \psi(t'))(n)$
    \item $\psi$ ist injektiv: Sei $\psi(t)(n) = 1 \forall n \in \Z \implies \psi(t)(1) = 1 \implies t^1 = t = 1$.
    \item $\psi$ ist surjektiv: Sei $\chi \in \hat \Z$ beliebig.
      Setze $t \coloneq \chi(1) \in T \implies \chi(n)
      = \chi(\underbrace{1 + \cdots + 1}_{n \text{ mal}}) = \chi(1)^n = t^n$ für $n \in \N$.
      $n < 0\colon \chi(n) = \chi(-n)^{-1} = (t^{-n})^{-1} = t^n \implies
      \psi(t)(n) = \chi(n) \forall n \in \Z \implies \psi(t) = \chi$.
  \end{itemize}
\end{proof}

\begin{defin}
  Sei $G$ eine abelsche Gruppe, $H \le G$.
  \[
    H^\bot \coloneq \{ \chi \in \hat G\colon \chi(x) = 1 \forall x \in H \}
  \]
  heißt die zu $H$ orthogonale Gruppe.

\end{defin}

$\psi\colon \fun{\hat G} {\hat H}{\chi}{\chi|_H}$ ist Homomorphismus mit Kern $H^\bot$.
Also ist $H^\bot \le \hat G$.

\begin{prop}\label{prop:phiso}
  Sei $G$ abelsche Gruppe, $H \le G$. Dann gilt:
  \[
    \phi\colon\fun{H^\bot}{\widehat{\faktor G H}}{\chi}{\phi(\chi)\colon x+H \mapsto \chi(x)}
  \]
  ist ein Isomorphismus.
\end{prop}
\begin{proof}
  \begin{itemize}
    \item $\phi(\chi)$ ist wohldefiniert: sei $x + H = x' + H \implies x - x' \in H \implies \chi(x - x') = 1
      \implies \chi(x - x') \chi(x') \implies \chi(x) = \chi(x')$.
    \item $\phi(\chi)$ ist Homomorphismus (also $\in \widehat{\faktor G H}$):
      $\phi(\chi)((x + H) + (y + H)) = \phi(\chi)(x + y + H) = \chi(x + y) = \chi(x)\chi(y) =
      \phi(\chi)(x+H)\phi(\chi)(y+H)$
    \item $\phi$ ist Homomorphismus:
      $\phi(\chi) \cdot \phi(\chi')(x + H) = \phi(\chi)(x+H) \cdot \phi(\chi')(x + H) = \chi(x) \chi'(x)
      = \chi\chi'(x) = \phi(\chi\chi')(x+H) \forall x \in G\implies \phi(\chi) \phi(\chi') = \phi(\chi \chi')$.
    \item $\phi$ ist injektiv: Sei $\phi(\chi) \equiv 1$, das heißt
      $\underbrace{\phi(\chi)(x+H)}_{\chi(x)} = \forall x \in G \implies \chi \equiv 1$.
    \item $\phi$ ist surjektiv:
      Sei $\psi \in \widehat{\faktor GH}$.
      Setze $\chi\colon\fun GTx{\psi(x+H)}$.
      Dann ist $\chi \in \hat G$, denn $\chi(x + y) = \psi(x + y + H) = \psi((x + H)+ (y + H))
      = \psi(x+H) \psi(y+H) = \chi(x) \chi(y)$.
      $\chi \in H^\bot$, denn $x \in H\implies \psi(x + H) = \psi(\underbrace{H}_{0 \in\faktor GH}) = 1$.
      $\phi(\chi)(x+H) = \chi(x) = \psi(x+H) \forall x \in G \implies \phi(\chi) = \psi$
  \end{itemize}
\end{proof}

\begin{korollar}
  \[
    \abs G < \infty \implies G \cong \hat G.
  \]
\end{korollar}
\begin{proof}
  Sei zunächst $G$ zyklisch. Sei $\abs G = n$. OBdA sei $G = \mu_n = \{t \in T\colon t^n = 1\}$.
  $\psi\colon\fun T{\hat\Z}t{\psi(t)\colon n \mapsto t^n}$ ist nach \cref{lemma:psiso} ein Isomorphismus.
  \begin{align*}
    \psi(G) &= \{x \in \hat \Z\colon \chi(n) = 1\}  \\
            &= \{ \chi \in \hat \Z\colon \forall k \in \Z\colon \chi(n)^k = 1\}  \\
            &= \{ \chi \in \hat \Z\colon \forall k \in \Z\colon \chi(nk) = 1\}  \\
            &= \{ \chi \in \hat \Z\colon \chi(n\Z) = 1 \} \\
            &= H^\bot \text{ für }H = n\Z \le \Z.
  \end{align*}
  $\implies G \overset{\ref{lemma:psiso}}{\cong} \psi(G)
  = H^\bot \overset{\ref{prop:phiso}}{\cong} \widehat{\faktor \Z H} = \widehat{\rk n} \cong \hat G$

  Für $G$ beliebig gilt $G \cong \rk{n_1} \times \cdots \times \rk{n_k}$ nach dem Hauptsatz für
  endliche abelsche Gruppen\footfullcite[Satz~1.5.12]{algebra}.
  $\implies \hat G \cong \widehat{\rk{n_1}} \times \cdots \times \widehat{\rk{n_k}} \cong
  \rk{n_1} \times \cdots \times \rk{n_k} = G$
\end{proof}

\begin{prop}\label{prop:lift}
  Sei $G$ eine abelsche Gruppe, $H \le G$. Dann gilt
  \[
    \psi\colon\fun{\hat G}{\hat H}{\chi}{\chi|_H}
  \]
  ist Epimorphismus mit Kern $H^\bot$.
\end{prop}
Beweis wird ausgelassen.

Insbesondere gilt:
\[
  \faktor{\hat G}{H^\bot} \cong \hat H.
\]

\begin{korollar}\label{korollar:punktetrennend}
  $G$ abelsche Gruppe, $x \in G, x \neq 0$.
  Dann existiert ein $\chi \in \hat G\colon \chi(x) \neq 1$ (das heißt $\hat G$ ist punktetrennend).
\end{korollar}
\begin{proof}
  Sei $\hull x\eqcolon H$ die von $x$ erzeugte zyklische Untergruppe von $G$.
  Dann ist $\abs{H} > 1$.
  Wegen $H \cong \hat H$ folgt $\abs{\hat H} > 1$.
  Dann existiert ein $\chi \in \hat H$ mit $\chi(x) \neq 1$.
  Nach \cref{prop:lift} existiert $\tilde \chi \in \hat G$ mit $\tilde \chi|_H = \chi$, also
  $\tilde \chi(x) \neq 1$.
\end{proof}

\begin{satz}[Orthogonalitätsrelationen]
  Sei $G$ endliche abelsche Gruppe und $\chi_0$ sei der Hauptcharakter in $\hat G$. Dann gilt
  \begin{enumerate}
    \item $\chi \in \hat G\colon \sum_{x \in G} \chi(x) = \begin{cases}
        \abs G & \text{falls } \chi = \chi_0 \\
        0 & \text{falls } \chi \neq \chi_0
      \end{cases}$
    \item $x \in G\colon \sum_{\chi \in \hat G} = \begin{cases}
        \abs G & \text{falls } x = 0 \\
        0 & \text{falls } x \neq 0
      \end{cases}$
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item $\chi = \chi_0$ \checkmark{}

      $\sum_{x \in G} \chi(x) = \sum_{x \in G} \chi(x + x_0) = \sum_{x \in G} \chi(x) \chi(x_0) =
      \chi(x_0) \cdot \sum_{x\in G} \chi(x)$. Wählt man $x_0$ so, dass $\chi(x_0) \neq 1$ (nach
      \cref{korollar:punktetrennend} möglich) so folgt $\sum_{x \in G} \chi(x) = 0$
    \item $x = 0$ \checkmark{}

      Wähle $\chi'$ mit $\chi'(x) \neq 1$.
      \[
        \sum_{\chi \in \hat G}\chi(x) = \sum_{\chi \in \hat G} \chi \chi'(x) = \sum_{\chi \in \hat G}
        \chi(x) \chi'(x) = \underbrace{\chi'(x)}_{\neq 0} \cdot \sum_{\chi \in \hat G} \chi(x).
      \]
      Daraus folgt $\sum_{\chi \in \hat G} \chi(x) = 0$.
  \end{enumerate}
\end{proof}

\section{Dirichlet Charaktere}
\begin{defin}
  Sei $m \in \N, \chi\colon \Z \to \C$ ($\chi\nequiv 0$ muss wegen \cref{item:dc3} nicht gefordert werden)
  hat folgende Eigenschaften:
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:dc1} $\chi(k \cdot l) = \chi(k) \cdot \chi(l)$
    \item\label{item:dc2} $\chi(k + m) = \chi(k)$
    \item\label{item:dc3} $\chi(k) = 0 \iff \ggT(k, m) > 1$
  \end{enumerate}
  Dann heißt $\chi$ Dirichlet Charakter$\mod m$. Die Menge aller Dirichlet Charaktere$\mod m$ wird
  mit $\Gamma_m$ bezeichnet.
\end{defin}
\cref{item:dc2} $\implies \chi$ ist festgelegt durch die Werte auf $0, 1, \dots, m-1$.
\cref{item:dc3} $\implies$ es genügt prime Restklassen$\mod m$ zu betrachten.
Aus \cref{item:dc1} folgt $\chi(1) = 1$. Aus $k^{\varphi(m)} \equiv 1 \pmod m$ für
$(k, m) = 1$ folgt $\chi(k^{\varphi(m)}) \overset{\ref{item:dc1}}{=} \chi(k)^{\varphi(m)} = \chi(1) = 1$
und somit $\chi\colon \Z \to T$.

Für $\chi \in \Gamma_m$ betrachten wir $\varphi\colon\fun{\left(\rk{m}\right)^*}{T}{k+m\Z}{\chi(k)}$.
Dadurch ist $\varphi$ eindeutig bestimmt.
$\varphi \in \left(\widehat{\rk m}\right)^*$ wegen \cref{item:dc1} für $\chi$.

\begin{prop}
  Sei $m \in \N$, dann ist $\Gamma_m$ eine abelsche Gruppe bezüglich $\chi \chi'(k) \coloneq \chi(k)\chi'(k)$.
  \[
    \psi\colon\fun{\Gamma_m}{\left(\rk m\right)^*}{x}{\varphi\colon k+m\Z \mapsto\chi(k)\text{ für }(k, m)=1}
  \]
  ist ein Isomorphismus
\end{prop}
\begin{proof}
  \begin{itemize}
    \item $\Gamma_m$ ist Gruppe: Seien $\chi, \chi' \in \Gamma_m$.
      \begin{itemize}
        \item $\chi \chi'$ erfüllt \cref{item:dc1}, da das Produkt multiplikativer wieder multiplikativ ist.

        \item $\chi \chi'(k + m) = \chi(k+m) \chi'(k+m) = \chi(k) \chi'(k) = \chi\chi'(k)$ (\cref{item:dc2} \checkmark)

        \item $\chi \chi'(k) = 0 \iff \chi(k) = 0 \lor \chi'(k) = 0 \iff (k, m) \neq 1$ (\cref{item:dc3} \checkmark)

        \item $\chi \bar\chi$ ist Einselement in $\Gamma_m, \chi \bar\chi \eqcolon \chi_0$ mit $\chi_0(k) = 1 \forall k$
          mit $(k, m) = 1$.

        \item $\bar\chi$ ist zu $\chi$ invers.
      \end{itemize}
    \item $\psi$ ist Isomorphismus:
      \begin{itemize}
        \item $\psi$ ist Homomorphismus: $\psi(\chi\chi')(k+m\Z) = \chi\chi'(k) = \chi(k) \chi'(k)
          = \psi(\chi)(k + m\Z) \psi(\chi')(k + m\Z) \implies \psi(\chi\chi') = \psi(\chi) \psi(\chi')$.
        \item $\psi$ ist injektiv:
          $\psi(\chi)(k + m\Z) = 1 \forall k \iff \chi(k) = 1 \forall k \iff \chi = \chi_0$
        \item $\psi$ ist surjektiv: Sei $\varphi \in \left(\rk m\right)^*$.
          Setze $\chi\colon\fun{\Z}T{k}{\begin{cases}
              0 & \ggT(k, m) > 1 \\
              \varphi(k + m\Z) & \text{sonst}
          \end{cases}}$.
          Dieses $\chi \in \Gamma_m$: \cref{item:dc3} ist nach Definition erfüllt.
          \begin{align*}
            \chi(kl) = 0 &\iff \ggT(kl, m) > 1 \\
                         &\iff \ggT(k, m) > 1 \lor \ggT(l, m) \\
                         &\iff \chi(k) = 0 \lor \chi(l) = 0 \\
                         &\iff \chi(k) \chi(l) = 0
          \end{align*}
          Für $\ggT(kl, m) = 1$:
          \begin{align*}
            \chi(kl) &= \varphi(kl + m\Z) \\
                     &= \varphi((k + m\Z)(l + m\Z)) \\
                     &= \varphi(k + m\Z) \varphi(l + m\Z) \\
                     &= \chi(k) \chi(l) \implies \cref{item:dc1}
          \end{align*}
          \[
            \chi(k+m) = \begin{cases}
              0 & \ggT(k+m, m) > 1 \\
              \varphi(k + m + m\Z) & \text{sonst}
            \end{cases} = \chi(k) \implies \cref{item:dc2}
          \]
          Nach Konstruktion also $\psi(\chi) = \varphi \implies$ Surjektivität erledigt.
      \end{itemize}
  \end{itemize}
\end{proof}

\begin{korollar}
  Für $m \in \N$ gilt $\abs{\Gamma_m} = \phi(m)$, wobei $\phi$ die eulersche $\phi$-Funktion bezeichnet.
\end{korollar}
\begin{proof}
  \[
    \abs{\Gamma_m} = \abs{\left(\widehat{\rk{m}}\right)^*} = \abs{\left(\rk m\right)^*} = \phi(m).
  \]
\end{proof}

\begin{korollar}[Orthogonalitätsrelationen für Dirichlet Charaktere]
  \begin{enumerate}
    \item Sei $(k, m) = 1$. Dann gilt $\sum_{\chi \in \Gamma_m} \chi(k) = \begin{cases}
        \phi(m) & \text{falls } k \equiv 1 \pmod m \\
        0 & \text{sonst.}
      \end{cases}$
    \item Sei $\chi \in \Gamma_m$. Dann gilt $\sum_{k=0}^m-1 \chi(k) = \begin{cases}
        \phi(m) & \text{falls } \chi = \chi_0 \\
        0 & \text{sonst.}
    \end{cases}$
  \end{enumerate}
\end{korollar}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item
      \begin{align*}
        \sum_{\chi \in \Gamma_m} \chi(k) &= \sum_{\chi \in \Gamma_m} \psi(\chi)(k + m\Z)
        = \sum_{\zeta \in \left(\widehat{\rk{m}}\right)^*} \zeta(k + m\Z) \\
                                         &\underset{\mathclap{\substack{|\\\text{OR für }\hat G}}}{=}
                                         \abs{\left(\widehat{\rk{m}}\right)^*} \cdot \delta_{1 +m\Z, k + m\Z}
      \end{align*}
      \item
        \begin{align*}
          \sum_{k=0}^{m-1} \chi(k) &= \sum_{\substack{k = 0 \\ \ggT(k, m)=1}}^{m-1} \chi(k)
          = \sum_{\substack{k = 0 \\ \ggT(k, m)=1}}^{m-1} \psi(\chi)(k + m\Z) \\
                                   &= \sum_{\overline k \in \left(\rk{m}\right)^*} \psi(\chi)(\overline k) \\
                                   &\underset{\mathclap{\substack{|\\\text{OR für }\hat G}}}{=}
                                   \abs{\left(\widehat{\rk{m}}\right)^*} \cdot \delta_{\chi, \chi_0}
        \end{align*}
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{bsp}
  \begin{itemize}
    \item $m=1, m=2\colon \chi \in \Gamma_m \implies \chi = \chi_0$
    \item $m=3\colon$ 2 ist Primwurzel$\mod 3 \implies$ es genügt $\chi(2)$ zu kennen um $\chi$ zu bestimmen.
      \begin{alignat*}{2}
        \chi(2)^2 = 1 \implies &\chi(2) = 1 \lor &&\chi(2) = -1 \\
                               &\downarrow && \downarrow \\
                               &\chi = \chi_0 && \chi_1\colon \begin{aligned}
                                 1 &\mapsto 1 \\
                                 2 &\mapsto -1
                               \end{aligned}
      \end{alignat*}
    \item $m = 4\colon \chi_1(k) = (-1)^{\frac{k-1}{2}} \in \Gamma_4$, denn
      $(-1)^{\frac{kk'-1}{2}} \equiv (-1)^{\frac{k-1}{2}}(-1)^{\frac{k'-1}{2}} \pmod 2$.
      Dies ist erfüllt, da $\frac{kk'-1}{2} \equiv \frac{k-1}{2} + \frac{k'-1}{2} \pmod 2
      \iff kk' - 1 \equiv k + k' -2 \pmod 4 \iff (k-1)(k'-1)\equiv 0 \pmod 4$ \checkmark{}
    \item $m = 5\colon$ 2 ist Primwurzel$\mod 5, \chi(2)^4 = 1 \implies \chi(2) \in \{1, i, -1, -i\}$
      \begin{tabular}{c|cccc}
        $k$ & $1$ & $2$ & $3$ & $4$ \\
        \hline
        $\chi_0(k)$ & $1$ & $1$ & $1$ & $1$ \\
        $\chi_1(k)$ & $1$ & $-1$ & $-1$ & $1$ \\
        $\chi_2(k)$ & $1$ & $i$ & $i$ & $-1$ \\
        $\chi_3(k)$ & $1$ & $-i$ & $i$ & $-1$ \\
      \end{tabular}
    \item $m = 8\colon \chi_1(k) = (-1)^{\frac{k-1}{2}},\,\chi_2(k) = (-1)^{\frac{k^2-1}{8}}$
      \begin{align*}
        (-1)^{\frac{(kk')-1}{8}} &\equiv (-1)^{\frac{k^2 - 1}{8}} (-1)^{\frac{k'^2 - 1}{8}} \pmod 2 \\
        (kk')^2 -1 &\equiv k^2 - 1 + k'^2 - 1 \pmod{16} \\
        \iff kk' - k^2 - k'^2 + 1 &\equiv 0 \pmod{16} \\
        (k^2 - 1)(k'^2 - 1) &\equiv 0 \pmod{16} \\
                   &\implies \chi_2\text{ Charakter }
      \end{align*}
      $\chi_3 = \chi_1(k) \chi_2(k)$
  \end{itemize}
\end{bsp}

\begin{defin}
  Sei $m \in \N, d\mid n, \chi \in \Gamma_m$.
  $\chi$ heißt$\mod d$ \underline{erklärt}, falls $\exists \chi' \in \Gamma_d\colon \chi(k) = \chi'(k)$
  für $\ggT(k, m) = 1$.
\end{defin}

\begin{prop}
  Sei $\chi \in \Gamma_m, d\mid m$.
  Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:erklärt1} $\chi$ ist$\mod d$ erklärt.
    \item\label{item:erklärt2} Für $\ggT(k, m) = 1$ und $k \equiv 1 \pmod d \implies \chi(k) = 1$.
  \end{enumerate}
\end{prop}
\begin{proof}
  \cref{item:erklärt1} $\implies$ \cref{item:erklärt2} ist klar.\ \checkmark{}

  \cref{item:erklärt2} $\implies$ \cref{item:erklärt1}:
  Sei $\omega\colon \fun{\left(\rk{m}\right)^*}{\left(\rk{d}\right)^*}{k + m\Z}{k + d\Z}$
  ist Epimorphismus.
  Sei $\varphi \in \left(\widehat{\rk{m}}\right)^*$, das heißt
  $\varphi\colon\fun{\left(\widehat{\rk{m}}\right)}{T}{k + m\Z}{\chi(k)}$
  \[
    \begin{tikzcd}
      {\left(\rk{m}\right)^*} \arrow{d}{\varphi} \arrow{r}{\omega}
      & {\left(\rk{d}\right)^*} \arrow[dashed]{dl}{\varphi'}\\
      T
    \end{tikzcd}
  \]
  Gesucht: $\varphi'$, sodass das Diagramm kommutiert, das heißt $\varphi' \circ \omega = \varphi$.
  Nach der universellen Eigenschaft von Homomorphismen, muss $\ker \omega \ssq \ker \varphi$ damit solch
  ein $\varphi'$ existiert.
  $k + d\Z = 1 + d\Z \implies \chi(k) = 1$ nach \cref{item:erklärt2} und daher ist
  $\varphi(k + m\Z) = 1 \iff k + m\Z \in \ker \varphi$.
  $\varphi'$ entspricht $\chi' \in \Gamma_d$ mit $\chi(k) = \chi'(k) \forall k \in \left(\rk{m}\right)^*$
\end{proof}

\begin{satz}
  Seien $m, n \in \Z$ mit $(m, n)=1$.
  Dann ist $\omega\colon\fun{\Gamma_m\times\Gamma_n}{\Gamma_{mn}}{(\chi,\chi')}{\chi\chi'}$
  ein Gruppenhomomorphismus.
\end{satz}
\begin{proof}
  \[
    \Gamma_{mn} \cong \left(\rk{mn}\right)^*
    \cong \widehat{\left(\rk{m}\right)^* \times \left(\rk{n}\right)^*}
    \cong \widehat{\left(\rk{m}\right)^*} \times \widehat{\left(\rk{n}\right)^*}
    \cong \Gamma_m \times \Gamma_n
  \]
\end{proof}

\begin{bsp}
  $\Gamma_{15}$
  \begin{center}
    \begin{tabular}{c|ccccccccl}
      & $1$ & $2$ & $4$ & $7$ & $8$ & $11$ & $13$ & $14$ \\
      \cline{1-9}
      $\chi_0$ & $1$ & $1$ & $1$ & $1$ & $1$ & $1$ & $1$ & $1$ &
      \multirow{4}{*}{$\begin{rcases}\,\\ \,\\ \,\end{rcases}\chi\mod 5$} \\
      $\chi_1$ & $1$ & $i$ & $-1$ & $i$ & $-i$ & $1$ & $-i$ & $-1$ \\
      $\chi_2$ & $1$ & $-1$ & $1$ & $-1$ & $-1$ & $1$ & $-1$ & $1$ \\
      $\chi_3$ & $1$ & $-i$ & $-1$ & $-i$ & $i$ & $1$ & $i$ & $-1$ \\
      $\chi_4$ & $1$ & $-1$ & $1$ & $1$ & $-1$ & $-1$ & $1$ & $-1$ &
      \multirow{4}{*}{$\begin{rcases}\,\\ \,\\ \,\end{rcases}\chi \mod 5 \cdot \chi_1 \mod 3$} \\
      $\chi_5$ & $1$ & $-i$ & $-1$ & $i$ & $i$ & $-1$ & $-i$ & $1$ \\
      $\chi_6$ & $1$ & $1$ & $1$ & $-1$ & $1$ & $-1$ & $-1$ & $-1$ \\
      $\chi_7$ & $1$ & $i$ & $-1$ & $-i$ & $-i$ & $-1$ & $i$ & $1$
    \end{tabular}
  \end{center}
\end{bsp}

\begin{defin}
  $m \in \N, \chi \in \Gamma_m$.
  $d \mid m$ sei minimal mit $\chi$ ist $\mod d$ erklärt.
  Dann heißt $d$ der Führer von $\chi \mod m$ ($f_\chi$).
\end{defin}

\begin{defin}
  $\chi \in \Gamma_m$ heißt primitiv, falls $f_\chi = m$.

  $\chi \in \Gamma_m$ heißt reell, falls $\chi(k) \in \{0, 1, -1\} \forall k$ ($\iff \chi^2 = \chi_0$).
  Es folgt: die reellen Charaktere bilden eine Untergruppe von $\Gamma_m$ (der Kern von $\chi \mapsto \chi^2$).
\end{defin}

\begin{prop}
  Sei $\ggT(m, n) = 1, \chi \in \Gamma_m, \chi'\in \Gamma_n.\,
  f_{\chi\chi'}$ sei der Führer von $\chi\chi' \mod mn$.
  Dann gilt: $f_{\chi\chi'} = f_\chi \cdot f_{\chi'}$.
  Insbesondere ist $\chi\chi'$ primitiv $\iff \chi \& \chi'$ sind primitiv.

  Für reelle Charaktere gilt: $\chi, \chi'$ reell$ \implies \chi \chi'$ reell.
  Sei $\chi\chi'$ reeller Charakter $\mod {mn}$.
  Dann ist $(\chi\chi')^2 = \chi_0 \mod {mn}$.
  Mit $\omega\colon (\chi, \chi') \mapsto \chi \chi'$ (Isomorphismus nach letzter Vorlesung) ist
  \[
    (\chi \chi')^2 = \omega(\chi, \chi')^2 = \omega(\chi^2, \chi'^2)
  \implies \chi^2 = \chi_0 \mod m, \chi'^2 = \chi_0 \mod n.
  \]
\end{prop}

\begin{bsp}
  $\Gamma_8$.
  \begin{align*}
    \chi_0 \\
    \chi_1(k) &= (-1)^{\frac{k-1}{2}} \\
    \chi_2(k) &= (-1)^{\frac{k^2 - 1}{8}} \\
    \chi_3(k) &= (-1)^{\frac{k-1}{2}} (-1)^{\frac{k^2 - 1}{8}}
  \end{align*}
  alle sind reell, $\chi_2$ und $\chi_3$ sind primitiv. $\chi_1$ ist $\mod 4$ erklärt.
\end{bsp}

\begin{prop}
  \begin{enumerate}
    \item Sei $p \in \Primes \setminus\{2\}, \chi \in \Gamma_{p^k}$ primitiv \& reell
      $\implies k = 1 \colon \chi(n) = (\frac np)$.
    \item $p = 2$ $\chi \in \Gamma_{2^k}$ primitiv \& reell.
      $\implies k = 2, 3$
  \end{enumerate}
\end{prop}

\begin{satz}
  Sei $m = 2^k m'$ mit $m'$ ungerade.
  $\chi \in \Gamma_m$ ist primitiv und reell impliziert $m'$ quadratfrei, $k \in \{2, 3\}$.
  Für $n$ mit $(n, m) = 1$ gilt:
  \begin{align*}
    k=0&\colon \chi(n) = (\frac nm) \\
    k=2&\colon \chi(n) = (-1)^{\frac{n-1}2} \left(\frac{n}{m'}\right) \\
    k=3&\colon \chi(n) = \left(\frac2n\right)\left(\frac{n}{m'}\right) \text{ oder }
    (-1)^{\frac{n-1}{2}} \left(\frac2n\right)\left(\frac{n}{m'}\right).
  \end{align*}
\end{satz}

\section{Zahlentheoretische Funktionen}
\begin{bsp}[Zahlentheoretische Funktionen]
  \begin{itemize}
    \item $\phi(n) = \abs{\left(\rk n\right)^*}$
    \item $\tau(n) = \sum_{d\mid n} 1$
    \item $\sigma^k(n) = \sum_{d \mid n} d^k$
    \item Möbiusfunktion:
      \[
        \mu(n) = \begin{cases}
          1 &\text{für } n = 1 \\
          0 &\text{für } n \text{ nicht quadratfrei} \\
          (-1)^k &\text{für } n=p_1 \cdots p_k \text{ mit } p_1, \dots, p_k \text{ paarweise verschieden.}
        \end{cases}
      \]
    \item $\pi(n) = \sum_{p \le n} 1$
    \item von Mangoldt Funktion:
      \[
        \Lambda(n) = \begin{cases}
          \log p &\text{falls } n = p^\alpha \text{ mit }\alpha \ge 1 \\
          0 &\text{sonst.}
        \end{cases}
      \]
    \item $u(n) = 1$
    \item $I(n) = \begin{cases} 1 & n = 1 \\
        0 &\text{sonst}
      \end{cases}$
  \end{itemize}
\end{bsp}

Verknüpfungen:
\begin{align*}
  +&\colon (f + g)(n) \coloneq f(n) + g(n) \\
  \star&\colon (f \star g)(n) \coloneq \sum_{d\mid n} f(d) g\left(\frac nd\right) &\text{Faltung}
\end{align*}

Die zahlentheoretischen Funktionen zusammen mit $+, \star$ bilden einen kommutativen Ring mit Eins.
($I$ ist das Einselement)

$(f \star g) \star h \overset{?}{=} f \star (g \star h)$.
\begin{align*}
  ((f\star g) \star h)(n) &= \sum_{d\mid n} (f \star g)(d) h(\frac nd) \\
                          &= \sum_{d\mid n} \left(\sum_{d'\mid d} f(d') g\left(\frac{d}{d'}\right)\right)h\left(\frac{n}{d}\right) \\
                          &= \sum_{a, b, c\colon abc = n} f(a) g(b) h(c) = \cdots = (f \star(g \star h))(n)
\end{align*}

\begin{bsp}
  \begin{itemize}
    \item $(u \star u)(n) = \sum_{d\mid n} 1 = \tau(n)$
    \item $(\Lambda \star u)(n) = \sum_{d\mid n} \Lambda(d)$
      Für $n = p_1^{\alpha_1} \cdots p_k^{\alpha_k}$:
      \[
        \sum_{d\mid n} \Lambda(n) = \alpha_1 \log p_1 + \cdots + \alpha_k \log p_k = \log n
      \]
    \item Für $n \neq 1$:
      \begin{align*}
        (\mu \star u)(n) &= \sum_{d\mid n} \mu(d) \\
                         &= \binom k0 (1) + \binom k1 (-1) + \binom k2 (1) + \binom k3 (-1)
                         + \cdots + \binom kk (-1)^k \\
                         &= (1 - 1)^k = 0
      \end{align*}
      Für $n = 1\colon (\mu \star u)(n) = 1 \implies \mu \star \nu = I$
  \end{itemize}
\end{bsp}

\begin{aufgaben}
  Zeige, dass $(\phi \star u)(n) = n$.
\end{aufgaben}

Welche zahlentheoretischen Funktionen sind Einheiten?

\begin{satz}
  Ist $f$ eine zahlentheoretische Funktion mit $f(1) \neq 0$, so ist $f$ invertierbar.
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{align*}
    f^{-1}(1) &\coloneq \frac{1}{f(1)} \\
    \text{induktiv: }f^{-1}(n) &\coloneq
    \frac{-1}{f(1)}\sum_{\substack{d\mid n \\ d < n}} f\left(\frac{n}{d}\right) f^{-1}(d)
  \end{align*}
  Dann gilt $f \star f^{-1} = I$, denn für $n = 1\colon (f \star \inv f)(1) = f(1) \inv f(1) = 1$ und
  für $n\neq 1$ gilt:
  \begin{align*}
    (f \star \inv f)(n) &= \sum_{d\mid n} f\left(\frac{n}{d}\right) \inv f(d) \\
                        &= f(1) \inv f(n) + \underbrace{\sum_{\substack{d\mid n\\ d < n}}
                        f\left(\frac{n}{d}\right) \inv f(d)}
                        _{-f(1) \inv f(n) \text{ nach Definition}} = 0
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{korollar}
  Die zahlentheoretischen Funktionen mit $f(1) \neq 0$ bilden eine Gruppe bezüglich $\star$.
  Es gilt $(f \star g)^{-1} = \inv f \star \inv g$.
\end{korollar}

\begin{defin}
  Eine zahlentheoretische Funktion $f$ heißt multiplikativ, falls $f \nequiv 0$ und
  $\forall m, n$ mit $\ggT(m, n) = 1$ gilt $f(m)f(n) = f(mn)$.
  (Ohne Voraussetzung $\ggT(m, n) = 1$ sogar stark multiplikativ).
\end{defin}

Eine multiplikative zahlentheoretische Funktion ist durch ihre Werte an allen Primzahlpotenzen
eindeutig bestimmt.

\begin{aufgaben}
  $f, g$ seien multiplikativ $\implies f \star g$ ist multiplikativ.
\end{aufgaben}

Für multiplikative Funktionen gilt $f(1) = 1$ (denn $f(1) = f(1 \cdot 1) = f(1) \cdot f(1)$).
Diese bilden eine Untergruppe der invertierbaren zahlentheoretischen Funktionen.

\section{Dirichletreihen}
\begin{defin}
  Sei $a$ eine zahlentheoretische Funktion.
  Dann heißt
  \[
    L_a(s) \coloneq \sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s}
  \]
  für $s \in \C$ die $a$ zugeordnete Dirichletreihe.
\end{defin}

Es gilt:
\begin{itemize}
  \item $L_a(s) + L_b(s) = L_{a+b}(s)$
  \item
    \begin{align*}
      L_a(s) \cdot L_b(s)
      &= \left(\sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s}\right) \left(\sum_{m=1}^\infty \frac{b(m)}{m^s}\right) \\
      &= \sum_{M=1}^{\infty} \left(\sum_{mn = M} a(n) b(m)\right) \frac{1}{n^s} \frac{1}{m^s} \\
      &= \sum_{M=1}^\infty \Bigg(\underbrace{\sum_{n \mid M} a(n) b\left(\frac{M}{n}\right)}_{(a \star b)(M)}\Bigg) \frac{1}{M^s}
      = L_{a \star b}(s)
    \end{align*}
\end{itemize}

$s = \sigma + it$. $\abs{n^s} = \abs{e^{s\log n}} = \abs{e^{(\sigma + it) \log n}}
= \abs{e^{\sigma \log n}} \abs{e^{it \log n}} = n^\sigma$

\begin{satz}
  Sei $a$ eine zahlentheoretische Funktion.
  \begin{enumerate}
    \item Wenn $\sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s_0}$ für ein $s_0 \in \C$ konvergiert, dann konvergiert
      $\sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s}$ für alle $s \in \C$ mit $\Re(s) > \Re(s_0)$ und die Konvergenz
      ist kompakt und gleichmäßig.
    \item Unter obiger Annahme ist $s \mapsto \sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s}$ eine holomorphe Funktion
      für $\Re(s) > \Re(s_0)$ und
      \[
        \left(\sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s}\right) = \sum_{n=1}^\infty \frac{a(n) \log n}{n^s}
      \]
      und diese Reihe konvergiert dort kompakt und gleichmäßig.
    \item Sind $a$ und $b$ zahlentheoretische Funkionen, $L_a(s)$ und $L_b(s)$ beide konvergent
      für $\Re(s) > \Re(s_0)$, dann gilt:
      $L_a(s) = L_b(s) \implies a(n) = b(n) \forall n$
    \item Unter dieser Annahme gilt: $L_a(s) L_b(s) = L_{a \star b}(s)$ und letztere
      Reihe konvergiert ebenfalls auf $\Re(s) > \Re(s_0)$.
  \end{enumerate}
\end{satz}

\begin{satz}[Satz von Hurwitz]\label{satz:hurwitz}
  Sei $(f_n)_{n \ge 1}$ eine Folge holomorpher Funktionen mit
  $f_n \to f$ kompakt. Sind alle $f_n$ ohne Nullstelle, so ist entweder $f \equiv 0$ oder
  $f$ hat auch keine Nullstelle.
\end{satz}

\begin{defin}
  Angenommen $\sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s}$ konvergiere / divergiere nicht für alle $s \in \C$.
  Dann heißt $\sigma_a \coloneq \inf \{\Re(s)\colon \sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s} \text{ konvergiert}\}$
  die Konvergenzabszisse von $L_a$ und
  $\bar \sigma_a \coloneq \inf \{\Re(s)\colon \sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s} \text{ konvergiert absolut}\}$
  die Abszisse der absoluten Konvergenz von $L_a$.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  Es gilt $0 \le \bar \sigma_a - \sigma_a \le 1$.
  Angenommen
  \[
    \sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s_0}
  \]
  sei konvergent.
  Zu zeigen: $\sum_{n=1}^\infty \frac{a(n)}{n^s}$ konvergiert absolut für $\Re(s) > s_0 + 1$.
  \[
    \exists A > 0\colon \abs{\frac{a(n)}{n^{s_0}}} \le A, \abs{\frac{a(n)}{n^s}} =
    \underbrace{\abs{\frac{a(n)}{n^{s_0}}}}_{\le A} \cdot \abs{\frac{1}{n^{s - s_0}}}
    \le \frac{A}{n^{\sigma - \sigma_0}}.
  \]
  Also $A \sum_{n=1}^\infty \frac{1}{n^{\sigma - \sigma_0}} < \infty$.
\end{bemerkung}

\begin{satz}
  Sei $f$ eine multiplikative zahlentheoretische Funktion.
  Dann ist für jede Primzahl $p$ die Reihe $\sum_j={0}^\infty \frac{f(p^j)}{p^{js}}$ kompakt konvergent
  im Bereich $\Re(s) > \bar \sigma_f$.
  Es gilt:
  \[
    \prod_p ( \sum_{n=1}^\infty \frac{f(p^j)}{p^{js}} ) \overset{\text{komp.}}{\to}
    \sum_{n=1}^\infty \frac{f(n)}{n^s}
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  \[
    \abs{\sum_{j=M}^\infty \frac{f(p^j)}{p^{js}}} \le \sum_{j=M}^\infty \frac{\abs{f(p^j)}}{p^{j\sigma}}
    \le \sum_{j=M}^\infty \frac{\abs{f(n)}}{n^\sigma} \to 0
  \]
  gleichmäßig auf kompakter Teilmenge von $\Re(s) > \bar \sigma_f$.

  Sei $p_1 < p_2 < \dots$ die Folge der Primzahlen.
  \[
    N_k \coloneq \{ n \in \N\colon p \mid n, p \in \Primes \implies p \in \{ p_1, \dots, p_k \} \}.
  \]

  \begin{align*}
    \abs{\prod_{\substack{p \le p_k\\p\in \Primes}} \left(\sum_{j=1}^\infty \frac{f(p^j)}{p^{js}}\right)
    - \sum_{n=1}^\infty \frac{f(n)}{n^s}}
    &= \abs{\sum_{j_1=0}^\infty \cdots \sum_{j_k = 0}^\infty
    \frac{f(p_1^{j_1}) \cdots f(p_k^{j_k})}{p^{j_1 s} \cdots p^{j_k s}} - \frac{f(n)}{n^s}} \\
    &= \abs{\sum_{j_1=0}^\infty \cdots \sum_{j_k = 0}^\infty
    \frac{f(p_1^{j_1} \cdots p_k^{j_k})}{(p_1^{j_1} \cdots p_k^{j_k})^s} - \sum_{n=1}^\infty \frac{f(n)}{n^s}} \\
    &= \abs{\sum_{n \in N_k} \frac{f(n)}{n^s} - \sum_{n=1}^\infty \frac{f(n)}{n^s}} \\
    &= \abs{\sum_{n \notin N_k} \frac{f(n)}{n^s}} \le \sum_{n \ge p_k} \frac{\abs{f(n)}}{n^\sigma}
    \overset{k \to \infty}{\to} 0 \text{ glm}
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{korollar}
  Gilt sogar $f$ ist streng multiplikativ, so gilt:
  \[
    \sum_{n=1}^\infty \frac{f(n)}{n^s} = \sum_p \left(1 - \frac{f(p)}{p^s}\right)^{-1}.
  \]
\end{korollar}
\begin{proof}
  $f$ streng multiplikativ $\implies \sum_{j=0}^\infty \frac{f(p^j)}{p^{js}} =
  \sum_{j=0}^\infty \left(\frac{f(p)}{p^s}\right)^j = \frac{1}{1 - \frac{f(p)}{p^s}}$ und die Behauptung
  folgt aus vorigem Satz.
\end{proof}

\begin{defin}
  $L_u(s) = \sum_{n = 1}^\infty \frac 1 {n^s} \eqcolon \zeta(s)$ heißt Zeta-Funktion für $\Re(s) > 1$.
\end{defin}
Für $\Re(s) > 1$ gilt $\abs{\sum_{n=1}^\infty \frac{1}{n^s}} \le \sum_{n=1}^\infty \frac{1}{n^\sigma}$
ist konvergent wegen dem Integralkriterium.

\[
  \zeta(s) = \prod_p \left(1 - \frac{1}{p^s}\right)^{-1}.
\]

\begin{satz}
  $\zeta(s) \neq 0$ für $\Re(s) > 1$. In diesem Bereich gilt:
  \[
    \zeta(s) = s \int_1^\infty \lfloor x \rfloor x^{-s-1} dx,
  \]
  woraus die Identität
  \[
    \zeta(s) - \frac{1}{s-1} = 1 - s \int_1^\infty \frac{\{x\}}{x^{s+1}} dx
  \]
  folgt, welche $\zeta(s)$ zu einer für $\Re(s) > 0$ mit Ausnahme des Pols bei $s = 1$ (mit Residuum 1)
  holomorphen Funktion analytisch fortsetzt.
\end{satz}
\begin{proof}
  Es gilt $f_n \coloneq \prod_{p \le p_n} (1 - \frac{1}{p^s})^{-1} \to \zeta(s)$ kompakt.
  Alle $f_n$ sind ohne Nullstelle, $\zeta(s) \nequiv 0 \overset{\ref{satz:hurwitz}}\implies \zeta(s)$
  hat keine Nullstelle in $\Re(s) > 1$.

  Sei für folgende Überlegung $\Re(s) > 2$ vorausgesetzt.
  \begin{align*}
    \zeta(s) &= \sum_{n=1}^\infty \frac{n(n-1)}{n^s} \\
    &= \sum_{n=1}^\infty \frac{n}{n^s} - \sum_{n=1}^\infty \frac{n-1}{n^s} \\
    &= \sum_{n=1}^\infty \frac{n}{n^s} - \sum_{n=1}^\infty \frac{n}{(n+1)^s} \\
    &= \sum_{n=1}^\infty n\left(\frac1{n^s} - \frac1{(n+1)^s}\right) \\
    &= \sum_{n=1}^\infty n s\int_n^{n+1} x^{-s-1} dx \\
    &= s \sum_{n=1}^\infty \int_n^{n+1} \lfloor x \rfloor x^{-s-1} dx \\
    &= s \int_1\infty \lfloor x \rfloor x^{-s-1} dx.
  \end{align*}
  Im selben Bereich ist $s \int_1^\infty x x^{-s-1} dx = \frac{s}{s-1} = 1 + \frac{1}{s-1}$.
  Zusammen ergeben die beiden Identitäten:
  \[
    \zeta(s) - \frac{1}{s-1} = s \int_1^\infty \lfloor x \rfloor x^{-s-1} dx + 1 - s \int_1^\infty x x^{-s-1} dx
    = 1 - s \int_1^\infty \frac{\{x\}}{x^{s+1}} dx.
  \]
  Die rechte Seite ist für $\Re(s) > 0$ definiert und dort holomorph.
\end{proof}

\begin{defin}
  Für $\chi \in \Gamma_m$ heißt $L(s, \chi) = \sum_{n=1}^\infty \frac{\chi(n)}{n^s}$ für
  $\Re(s) > 1$  die $\chi$ zugeordnete $L$-Reihe.
\end{defin}
$L(s, \chi)$ ist für $\Re(s) > 1$ wohldefiniert wegen
$\abs{\sum_{n=1}^\infty \frac{\chi(n)}{n^s}} \le \sum_{n=1}^\infty \frac{\abs{\chi(n)} (=1)}{n^\sigma}$.
Für $m = 1$ ist $L(\chi_0, s) = \zeta(s)$.
Allgemein gilt $L(\chi, s) = \prod_p (1 - \frac{\chi(p)}{p^s})^{-1}$

\begin{satz}
  Für $\Gamma_m\ni\chi = \chi_0$ kann $L(s, \chi_0)$ auf $\Re(s) > 0$ analytisch fortgesetzt werden mit der Ausnahme
  für $s = 1$, wo $L(s, \chi_0)$ einen einfachen Pol mit Residuum $\frac{\varphi(m)}{m}$ besitzt.
  Für $\Gamma_m\ni\chi \neq \chi_0$ ist die Fortsetzung auf ganz $\Re(s) > 0$ analytisch.
\end{satz}
\begin{proof}
  $L(s, \chi_0) = \prod_p \left(1 - \frac{\chi_0(p)}{p^s}\right)^{-1}
  = \zeta(s) \cdot \prod_{p \mid m}(1 - \frac{1}{p^s})$ und diese Darstellung liefert die Fortsetzung von
  $L(s, \chi_0)$ auf $\Re(s) > 0$.
  \[
    \operatorname{Res}_{s=1}(L(s, \chi_0))
    = \lim_{s \to 1} \underbrace{(s - 1) \zeta(s)}_{\to 1}
    \underbrace{\prod_{p\mid m}\left(1 - \frac1{p^s}\right)}_{\to \prod_{p\mid m} \left(1 - \frac{1}{p}\right)}
    = \prod_{p\mid m} \left(1 - \frac1p\right) = \frac{\varphi(m)}{m}.
  \]

  Für $\chi \neq \chi_0$ gilt: $\sum_{n=1}^m \chi(n) = 0 \implies \abs{\sum_{n \le x}\chi(n)} \le m$.
  Daher gilt:
  \[
    \abs{\sum_{< \le n \le x} \frac{\chi(n)}{n^s}} \le \frac{1}{y^\sigma}
    \cdot \abs{\sum_{< \le n \le x}\chi(n)} \le \frac{m}{y^\sigma} \overset{\text{für } \sigma > 0}{\to} 0,
  \]
  sodass $\sum_{n=1}^\infty \frac{\chi(n)}{n^s}$ konvergiert.
\end{proof}

\section{Primzahlen in arithmetischen Progressionen}
Eulers Beweis für $\abs{\Primes} = \infty$ basiert auf der Idee:
$\sum_{p \in \Primes} \frac1p = \infty \implies \abs{\Primes} = \infty$.

Wenn $s$ mit $\Re(s) > 1 \implies \prod_p \left(1-\frac{1}{p^s}\right)^{-1} = \zeta(s)$.
Sei $s>1$ reell.
Dann gilt:
\begin{align*}
  \log\left(\prod_p \left(1-\frac{1}{p^s}\right)^{-1}\right)
  &= \sum_p \log\left(1-\frac{1}{p^s}\right)^{-1} \\
  &= \sum_p \sum_{n=1}^{\infty} \frac{p^{-ns}}{n} \\
  &= \sum_p p^{-s} + \sum_p \sum_{n=2}^{\infty} \frac{p^{-ns}}{n}
\end{align*}
Wir schauen uns den hinteren Term an:
\begin{multline*}
  \sum_p \sum_{n=2}^{\infty} \frac{p^{-ns}}{n}
  < \sum_p \sum_{n=2}^{\infty} p^{-ns}
  = \sum_p p^{-2s}(1-p^{-s})^{-1}
  = \sum_p \frac{1}{p^s(p^s-1)} \\
  < \sum_{n=2}^{\infty} \frac{1}{n^s(n^s-1)}
  < \sum_{n=2}^{\infty} \frac{1}{n(n-1)}
  = 1
\end{multline*}

Folglich gilt: $\abs{\sum_p p^{-s} - \log(\zeta(s))} < 1$ und daher gilt:
$\sum_p p^{-s} - \log\left(\frac{1}{s-1}\right)$ ist beschränkt für $s \to 1^+$.

Seien $k$, $l \in \N$ mit $(k, l)=1$.
Dann sei
\[
  \Primes_l \coloneq \{p \in \Primes\colon p \equiv l \pmod{k}\}
\]
Wir wollen zeigen: $\sum_{p \in \Primes_l} \frac{1}{p} = \infty$.
Dazu untersuchen wir die Funktion
\[
  P_l(s) \coloneq \sum_{p \in \Primes_l} \frac{1}{p^s} \text{ für } \Re(s) > 1
\]
mit dem Ziel $s \to 1^+$.

Wir benötigen als Hilfsmittel:
\begin{satz}[Abel'sche Summationsformel]
  Für eine zahlentheoretische Funktion $a(n)$ und für $A(x) = \sum_{n \le x} a(n)$
  sowie eine Funktion $f\colon [y, x] \to \R$ stetig differenzierbar gilt:
  \[
    \sum_{y < n \le x} a(n) f(n) = A(x) f(x) - A(y) f(y) - \int_y^x A(t) f'(t) d t
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Es gilt
  \begin{align*}
    \sum_{y < n \le x} a(n) f(n) &= \sum_{n = \floor{y} + 1}^{\floor{x}} a(n) f(n)  \\
                                 &= \sum_{n = \floor{y} + 1}{\floor{x}} (A(n)-A(n-1)) f(n) \\
                                 &= \sum_{n = \floor{y} + 1}^{\floor{x}} A(n) f(n) - \sum_{n = \floor{y}}^{\floor{x}-1} A(n)f(n+1) \\
                                 &= \sum_{\floor{y}+1}^{\floor{x}-1} A(n)(f(n)-f(n+1)) + A(\floor{x}) f(\floor{x}) - A(\floor{y}) f(\floor{y}+1) \\
                                 &= - \sum_{\floor{y}+1}^{\floor{x}-1} A(n) \int_n^{n+1} f'(t) d t + A(\floor{x}) f(\floor{x}) - A(\floor{y}) f(\floor{y}+1) \\
                                 &= - \sum_{\floor{y}+1}^{\floor{x}-1} \int_n^{n+1} A(t) f'(t) d t + A(\floor{x}) f(\floor{x}) - A(\floor{y}) f(\floor{y}+1) \\
                                 &= - \int_{\floor{y}+1}^{\floor{x}} A(t) f'(t) d t + A(\floor{x}) f(\floor{x}) - A(\floor{y}) f(\floor{y}+1) \\
                                 &= \begin{multlined}[t]
                                   - \int_{\floor{y}+1}^{\floor{x}} A(t) f'(t) d t + A(x) f(x)
                                   - \int_{\floor{x}}^{x} A(t) f'(t) d t - A(y) f(y) \\
                                   + \int_y^{\floor{y}+1} A(t) f'(t) d t
                                 \end{multlined} \\
                                 &= - \int_y^x A(t) f'(t) d t + A(x)f(x) - A(y)f(y)
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{prop}
  Sei $\Theta(x) \coloneq \sum_{p \le x} \log(p)$.
  Dann gilt: $\Theta(n) \le 2n \log(2)$ ($\implies$ insbesondere $\Theta(n) = \mathcal{O}(n)$).
\end{prop}

\begin{proof}
  Betrachte den Ausdruck $\binom{2m+1}{m} = \frac{(2m+1)!}{m!(m+1)!} \eqcolon M$.
  In $(1+1)^{2m+1} = \sum_{i=0}^{2m+1} \binom{2m+1}{i}$ kommt $\binom{2m+1}{m}$ zwei mal vor,
  das heißt $2M \le 2^{2m+1} \implies M \le 2^{2m}$.

  Für $p \in \Primes$, $m+1 < p \le 2m+1$ gilt: $p \mid M$ und daher $\prod_{m+1 < p \le 2m+1} p \mid M$.

  \[
    \Theta(2m+1) - \Theta(m+1) = \sum_{m+1 < p \le 2m+1} \log(p) \le \log(M) < 2m \log(2)
  \]
  Wir zeigen nun $\Theta(n) \le 2n \log(2)$ durch Induktion nach $n$.
  Für $n=1$, $2$ ist das klar.

  Angenommen $\Theta(n) < 2n \log(2)$ sei gezeigt für alle $n < n_0$.
  Falls $n_0 \equiv 0 \pmod{2}$, dann ist $\Theta(n_0) = \Theta(n_0-1) < 2 (n_0-1)\log(2) < 2n_0 \log(2)$.
  Falls $n_0 \equiv 1 \pmod{2}$, so ist $n_0 = 2m+1$.
  \begin{align*}
    \Theta(n_0) &= \underbrace{\Theta(2m-1) - \Theta(m-1)}_{<2m\log(2)} + \underbrace{\Theta(m+1)}_{< 2m\log(2)} \\
    \implies \Theta(n_0) &< (4m+2) \log(2) = 2(2m+1) \log(2) = 2n_0 \log(2)
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{aufgaben}
  Man leite mithilfe der Abel'schen Summationsformel her:
  \[
    \sum_{p \leq x} 1 \eqqcolon \pi(x) = \mathcal{O}\left(\frac{x}{\log(x)}\right).
  \]
  Hinweis: $a(n) = \log_n \delta_{n , \Primes}$ und $f(x) = \frac{1}{\log(x)}$.
\end{aufgaben}

\begin{prop}\label{prop:3.4.3} %''Wir kümmern uns jetzt um eine etwas aufgepeppte Summe dieser Gestalt''
  \[
    \sum_{p^k \leq x} \log(p) = \sum_{n \leq x} \Lambda(n) = \mathcal{O}(x).
  \]
\end{prop}

\begin{proof}
  \[
    \sum_{p^k \le x} \log(p) = \underbrace{\sum_{p \le x} \log(p)}_{\Theta(x)} +
    \sum_{k \ge 2} \sum_{p \le \sqrt[k]{x}} \log(p).
  \]
  Bemerke, dass $\Theta(y) < y \log(y)$ und $\sum_{p \leq \sqrt[k]{x}} \log(p) = 0$,
  für $k > \frac{\log(x)}{\log(2)}$.
  Es liefern also höchstens $O(\log(x))$ Summanden einen Beitrag $\neq 0$.
  \[
    \sum_{k \geq 2} \sum_{p \leq \sqrt[k]{x}} \log(p)
    = \mathcal{O}\left( x^{\frac{1}{2}} \log(x) \log(x)\right)
    = \mathcal{O}\left( x^{\frac{1}{2}} \log^2(x)\right)^2.
  \]
  Also gilt $\sum_{p^k \leq  x} \log(p) = \mathcal{O}(x)$.
\end{proof}

\begin{prop}
  \[
    \sum_{p \leq x} \frac{\log(p)}{p} = \log(x) + \mathcal{O}(1)
  \]
\end{prop}

\begin{proof}\
  \begin{itemize}
    \item $\sum_{d \mid n} \Lambda(d) = \Lambda \star u(n) = \log(n)$
    \item $\sum_{n \leq x} \log(n) = x\log(x) + \mathcal{O}(x)$
      folgt aus Anwendung der Euler'schen Summenformel.
  \end{itemize}
  \[
    \sum_{n \leq x} \log(n)
    = \int_1^x \log(t) d t + \frac{\log(x)}{2} + \int_1^x (\floor{t}-t) \frac{1}{t} d t.
  \]
  Es gilt
  \begin{align*}
    \sum_{n \leq x} \log(n) &= \sum_{n \leq x} \sum_{d \mid n} \Lambda(d) \\
                            &= \sum_{d \leq x} \frac{x}{d} \Lambda(d)
                            + \mathcal{O}\left(\sum_{d \leq x} \Lambda(d)\right) \\
                            &= x \sum_{d \leq x} \frac{\Lambda(d)}{d}
                            + \mathcal{O}(x) \;(\ref{prop:3.4.3})
  \end{align*}
  Es folgt (nach Teilen durch $x$): $\sum_{d \leq x} \frac{\Lambda(d)}{d} = \log(x) + \mathcal{O}(1)$.
  \[
    \underbrace{\sum_{n \leq x} \frac{\Lambda(n)}{n}}_{\sum_{p^k \leq x} \frac{\log(p)}{p^k}}
    - \sum_{p \leq x} \frac{\log(p)}{p}
  \]
  und die Differenz ist gerade
  \[
    \sum_{\substack{p^k \le x \\ k \ge 2}} \frac{\log(p)}{p^k}
    \le \sum_{\substack{p^k \le x \\ k \ge 2}} \frac{\log(p)}{p^2}
    \le \sum_{n \le x} \frac{\log(n)}{n^2}
    \le \sum_{n \le x} \frac{1}{n^{\frac{3}{2}}}
    = \mathcal{O}(1).
  \]
  Daraus folgt $\sum_{p \le x} \frac{\log(p)}{p} = \log(x) + \mathcal{O}(1)$ wie behauptet.
\end{proof}

$k, l$ mit $\ggT(k, l) = 1, \,\Primes_l = \{p\in \Primes | p \equiv l \pmod k \}$.
$\sum_{p \in \Primes_l} \frac 1p = \infty \to$ untersuche $\sum_{p \in \Primes_l} \frac{1}{p^s}$ für
$\Re(s) = 1$.

\begin{satz}
  Für $\chi \in \Gamma_k, \chi \neq \chi_0$ gilt $L(1, \chi) \neq 0$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei zunächst $\chi$ nicht reell.
  Setze $P(s) \coloneq \prod_{\chi \in \Gamma_k} L(s, \chi)$.
  Für $\delta < 1$ reell gilt:
  \begin{align*}
    \log P(\delta) &= \sum_{\chi \in \Gamma_k} \log L(\delta, \chi) \\
                   &= \sum_{\chi \in \Gamma_k} \sum_p \log {\left( 1 - \frac{\chi(p)}{p^\delta} \right)}^{-1} \\
                   &= \sum_{\chi \in \Gamma_k} \sum_p \sum_{m \ge 1} \frac{\chi(p^m)}{mp^{m \delta}} \\
                   &= \sum_p \sum_{m \ge 1} \frac{1}{mp^{m\delta}} \sum_{\chi \in \Gamma_k} \chi(p^m) \\
                   \text{Es ist } \sum_{\chi \in \Gamma_k} \chi(a) = \begin{cases}
                     0 & a \nequiv 1 \pmod k \\
                     \varphi(k) & a \equiv 1 \pmod k
                   \end{cases} \implies
                   &= \sum_{\substack{p_m \\ p \equiv 1 \pmod k}} \sum_{m\ge 1} \frac{\phi(k)}{mp^{m\delta}}
                   \ge 0 \\
                   &\implies P(\delta) \ge 1
  \end{align*}
  Angenommen es gelte $L(1, \chi) = 0$.
  Dann wäre auch $L(1, \overline{\chi}) = \overline{L(1, \chi)} = 0$.
  Weil $\chi$ nicht reell, folgt $\chi \neq \overline{\chi}$.
  Es folgte, dass $P(s)$ eine doppelte Nullstelle bei $s = 1$ hätte.
  $L(s, \chi_0)$ hat für $s = 1$ eine neinfachen Pol, sodass insgesamt $P(s)$ eine
  Nullstelle bei $s = 1$ hätte.
  Das ist ein Widerspruch zu $P(\delta) \ge 1$ für $\delta > 1$.
\end{proof}

Sei nun $\chi \neq \chi_0$ ein reeller Charakter.
Definiere $f \coloneq \chi \star u$.
Dann ist $f(n) = \sum_{d \mid n} \chi(d)$.
Sei $f(s) \coloneq L_f(s)$.
$f$ ist multiplikativ.
Es ist
\[
  f(p^m) = \sum_{l=0}^m \chi(p^l) = \begin{cases}
    1 & \text{, falls } p \mid k \\
    \ge 1 & \text{, falls } m \text{ gerade} \\
    \ge 0 & \text{, falls } m \text{ ungerade.}
  \end{cases}
\]
Es folgt $f(n) \ge 0 \forall n$ und $f(n) \ge 1$ falls $n$ ein vollständiges Quadrat.
Daher gilt
$F(\delta) = \sum_{n=1}^\infty \frac{f(n)}{n^\delta}\ge \sum_{n=1}^\infty
\frac{1}{n^{2\delta}} = \zeta(2\delta)$.
Da $\zeta$ bei $s = 1$ einen Pol hat, ist $\delta_F \ge \frac 12$.
Andererseits gilt: $F(s) = L_\chi (s) \cdot L_\chi (u) = L(s, \chi) \zeta(s)$.
Wäre $L(1, \chi) = 0$, so folgte $F(s)$ wäre analytisch für $\Re(s) > 0$ und somit ergibt
sich ein Widerspruch zu $\delta_F \ge \frac 12$.

\begin{satz}[Dirichlet'scher Primzahlsatz]\label{satz:primzahlsatz}
  Für $(k, l) = 1$ gilt $\abs{\Primes_l} = \infty$.
\end{satz}
\begin{proof}\
  \begin{enumerate}[label=\arabic*. Schritt:]
    \item Es genügt zu zeigen, dass für $x \ge 3, \delta = 1 + \frac{1}{\log x}$ gilt
      \begin{equation}\label{eq:pzs}
        \sum_{p\equiv l \pmod k} \frac{1}{p^\delta}
        = \frac{1}{\phi(k)} \log\left(\frac{1}{\delta-1}\right) + \mc{O}(1).
      \end{equation}
      Sei $\Sigma_1 \coloneq \sum_{p \equiv l\pmod k} \frac{1}{p^\delta}$,
      $\Sigma_2 \coloneq \sum_{\substack{p \equiv l \pmod k \\ p \le x}} \frac 1p$.
      Dann ist $\abs{\Sigma_1 - \Sigma_2} \le \sum_{p \le x} (\frac1p - \frac1{p^\delta})
      + \sum_{p > x} \frac{1}{p^\delta}$.
      Es ist
      \begin{align*}
        \sum_{p \le x}\left(\frac{1}{p} - \frac{1}{p^\delta}\right)
        &= \sum_{p \le x} \frac{1 - p^{-\delta + 1}}{p} \\
        &= \sum_{p \le x} \frac{1 - e^{-(\delta-1)\log p}}{p} \\
        &\le \sum_{p \le x} \frac{(\delta - 1) \log p}{p} \\
        &= \frac{1}{\log x} \underbrace{\sum_{p \le x} \frac{\log p}{p}}_{\log x + \mc O(1)} = \mc O(1).
      \end{align*}
      \begin{align*}
        \sum_{p>x} \frac{1}{p^\delta} &\left(= \sum_{x=n}^\infty a(n) f(n) \text{ hier } f(x) = \frac{1}{x^\delta}, a(n) = \mathds{1}_\Primes.\right) \\
                                      &= \lim_{y \to \infty}
                                      \left(\sum_{x < n \le y} \mathds{1}_\Primes(n)\frac{1}{n^\delta}\right) \\
                                      &= \lim_{y \to \infty} \left(\frac{1}{y^z} \sum_{p \le y} 1 - \frac{1}{x^\delta}
                                      \sum_{p \le x} 1 - \int_x^y \left(\sum_{p \le t} 1\right)
                                      \frac{-\delta}{t^{\delta + 1}} dt\right) \\
                                      &= \mc O(1) + \lim_{y\to \infty} \int_x^y \pi(t)\frac{\delta}{t^{\delta + 1}} dt \\
                                      &= \mc O(1) + \int_x^\infty \mc O\left(\frac{t}{\log t}\right) \frac{1}{t^{\delta + t}} dt \\
                                      &= \mc O(1) + \mc O\left(\int_x^\infty \frac{1}{t^\delta \log t}dt\right) \\
                                      t^\delta \log t \ge t^\delta \log x \implies
                                      &= \mc O(1) + \mc O\left(\frac{1}{\log x} \int_x^\infty \frac{dt}{t^\delta}\right) \\
                                      &= \mc O(1) + \mc O\Bigg(\frac{1}{\log x} \underbrace{\int_x^\infty \frac{dt}{t}}_{\log x}\Bigg)
                                      = \mc O(1)
      \end{align*}
    \item Beweis von \cref{eq:pzs}.
      Für $\delta > 1$ gilt:
      \[
        \sum_{p\equiv l \pmod k} \frac{1}{p^\delta} = \sum_p \frac{1}{p^\delta}\left(\frac{1}{\varphi(k)}
        \sum_{\chi \in \Gamma_k} \overline{\chi}(l) \chi(p)\right).
      \]
      Es gilt nämlich
      \[
        \sum_{\chi \in \Gamma_k} \overline{\chi}(l) \chi(p) = \sum_{\chi \in \Gamma_k}
        \chi(\inv l) \chi(p) = \sum_{\chi \in \Gamma_k} \chi(\inv l p) = \begin{cases}
          \varphi(k) & \inv l p \equiv 1 \pmod k \\
          0 & \text{sonst.}
        \end{cases}
      \]
      \[
        \sum_{p \equiv l \pmod k} \frac{1}{p^{\delta}} = \frac{1}{\varphi(k)} \sum_{\chi \in \Gamma_k}
        \overline{\chi}(l) \sum_p \frac{\chi(p)}{p^\delta}.
      \]
      \[
        \underbrace{\sum_p \sum_{m\ge 1} \frac{1}{mp^{m \delta}}}_{-\sum \log(1 - \frac{1}{p^\delta})}
        - \sum_p \frac{1}{p^\delta} = \sum_p \sum_{m \ge 2} \frac{1}{mp^{m\delta}} \le \frac12 \sum_p
        \sum_{m\ge 2} \frac{1}{p^{m\delta}} = \frac12 \sum_p \frac{1}{p^\delta(p^\delta-1)} = \mc O(1).
      \]
      Folglich gilt für $\chi = \chi_0$
      \begin{align*}
        \sum_p \frac{\chi_0(p)}{p^\delta} &= \underbrace{\sum_p \sum_{m \ge 1}
        \frac{1}{mp^{m\delta}}}_{-\sum_p \log(1 - \frac{1}{p^\delta})}
        - \underbrace{\sum_{p \mid k} \sum_{m \ge 1} \frac{1}{mp^{m\delta}}}_{\mc O(1)} \\
                                          &=\log \prod_p \left(1 - \frac1{p^\delta}\right)^{-1} + \mc O(1) \\
                                          &=\log \zeta(\delta) + \mc O(1) \\
                                          &= \log\left(\frac{1}{\delta - 1}\right) + \mc O(1)
      \end{align*}
      Für $\chi \neq \chi_0$:
      \begin{align*}
        \sum_p \frac{\chi(p)}{p^\delta} &= \sum_p \sum_{m\ge 1} \frac{{\chi(p)}^m}{mp^{m\delta}} + \mc O(1) \\
                                        &= -\sum_p \log\left(\frac{1-\chi(p)}{p^\delta}\right) + \mc O(1) \\
                                        &= \log \prod_p{\left(\frac{1 - \chi(p)}{p^\delta}\right)}^{-1} + \mc O(1) \\
                                        &= \log L(\delta, \chi) + \mc O(1)
      \end{align*}
      Da $\chi \neq \chi_0$ ist $L(\delta, \chi)$ analytisch für $\delta > 0$.
      Insbesondere ist $L(\delta, \chi)$ stetig bei $1$.
      Also gilt $\lim_{\delta \to 1} L(\delta, \chi) = L(1, \chi) \neq 0$.
      Daher ist $\sum_p \frac{\chi(p)}{p^\delta} = \mc O(1)$.
      Es folgt: $\sum_{p \equiv l \pmod k} \frac{1}{p^\delta}
      = \frac{1}{\varphi(k)}\underbrace{\overline{\chi_0}(l)}_{=1} \log(\frac{1}{\delta - 1}) + \mc O(1)$.
      Mit $\delta \to 1^+$ folgt der Dirichlet'sche Primzahlsatz.
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{warnung}
  Auch wenn ich mir in der Vorlesung gründlich Mühe gebe ordentlich
  mitzuschreiben, sind mit Sicherheit zahlreiche Tippfehler in meiner
  Mitschrift. Wenn dir einer auffällt, gib mir unbedingt Bescheid. Schreib dazu
  einfach per WhatsApp oder E-Mail
  (\href{mailto:anton@mosich.at}{anton@mosich.at}) wo der Fehler ist, und
  bestenfalls auch noch was richtig wäre.
\end{warnung}
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