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1 Komplexe Zahlen und Funktionen

1.1 Komplexe Zahlen

Historisch sind die komplexen Zahlen aus dem Bedarf entstanden, polynomiale Gleichungen
zu losen (wie zum Beispiel 22 = —1 Wurzeln aus negativen Zahlen). Die Cardanischen
Formeln fiir die Losung kubischer/quartischer Gleichungen waren eine wichtige Motivation
fiir die Einfithrung komplexer Zahlen. Die Formeln enthalten komplexe Zahlen, auch wenn
alle Losungen reell sind.

o R? Vektorraum iiber R mit der Multiplikation
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc), a,b,c,d € R,

wird R? zu einem Kérper (mit Nullelement (0,0) und Einselement (1,0)) den wir
mit C bezeichnen (und die Elemente aus C werden komplexe Zahlen genannt).

e (a,b) # (0,0) hat das inverse Element

1 a —b
(a,0)7" = <a2+b2’ a2+62> ’

Setze i := (0, 1) und identifiziere jedes Element (a,0) € C mit der reellen Zahl a. Dadurch
wird R? 3 (a,b) = a(1,0) + b(0,1) mit a + ib identifiziert. Es gilt i = (0,1)(0,1) =
(—1,0) = —1 und somit i = “4/—17. Notation von Euler 1777.
(Mit i* = —1 und den Eigenschaften von Multiplikation in einem Kérper kann man
dann (a + ib)(c +id) = ac + iad + ibc + i%bd = (ac — bd) + i(ad + bc) leicht berechnen.)
2€C,z=(zx+1iy), z,y eR
x =NRez ...Realteil von z, y = TImz ... Imaginérteil von z.

1.1.1 Komplex konjugierte Zahl zu z

Z=x—1y

(Motivation: z = x + iy Nullstelle eines Polynoms P mit reellen Koeffizienten <= z =
x — iy Nullstelle von P)

z2+Z 5 z2—7Z
) mz = -
2 21

zZ=2z (4w =z+w, Z-w=z -wW, Rez=

BETRAG: |z| = V2?2 + %2 = V2Z. Es gilt |zw| = |2| |w], |z + w| < |z| + |w].
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Abbildung 1.1: Komplex konjugierte Zahl
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Abbildung 1.2: Polardarstellung

1.1.2 Polardarstellung und Argument

z=x+iy#0

xr=rcosf, y=rsinf

z = r(cosd + isin 0) = re?’ (1.1)
r = |z| Betrag, jedes 6, das erfiilllt, heiit ARGUMENT um z. 3 unendlich

viele Argumente von z (die sich durch ein Vielfaches von 27 unterscheiden). Ist 6 ein
Argument von z, dann sind

argz =0+n-2mr,n e’
alle moglichen Argumente von z.

Um die Polardarstellung eindeutig zu machen, wahlen wir den Reprédsentant im Intervall
(—m, 7] und nennen den das HAUPTARGUMENT von z. Notation: Argz, —m < Argz < 7.
Die Funktion Arg: C\ {0} — (=, 7] ist in z € R_ = {x € R: & < 0} nicht stetig.

(Arg hat unterschiedliche Grenzwerte, wenn man sich der negativen z-Achse von ,oben“
beziehungsweise von junten“ annéhert.)

Abbildung 1.3: Unterschiedliche Grenzwerte von Arg

Vz, € R™, 29 #0: Zlggo =, zlglzlo = —T.
Jm z>0 Jm 2<0



Die Einschrankung von Arg zu C~ = C \ R~ ist aber stetig. Beweis siehe Ubung. Analog
kann man fiir das Argument jedes Intervall von Lange 27 betrachten.
Allgemein: Fir v € R und fiir jedes z € C\ {0}, setze arg, z := 0, wobei

z = relf
a—2r <0 <aq.
Sei C, == C\ R,, wobei R, := {rel® r > 0}. arg, ist stetig auf C,,.

arg, = Arg.

Satz:

Es gibt keine stetige Argumentfunktion auf C\ {0}, das heifit es existiert keine stetige
Funktion A: C\ {0} — R mit

Vz € C\ {0}: z = |2| €4 (1.2)
Beweis. Nehmen an 3: A: C\ {0} — R stetig, die erfiillt. Dann ist
1 .
- A ity
U(t) = o-(A(") ~1), t€ R

stetig. Da t und A(e'*) zwei Argumente von e sind, existiert k& = k(t) € Z mit A(el) —t =
k - 27. Dann sind alle Werte von ¢ ganze Zahlen, das heifit ¥: R — Z. Aus ¢y: R — Z
stetig, R zusammenhéangend folgt nun, dass ¥ (R) zusammenhéngend ist. Daher ist v
konstant auf R: ¢ = k. Insbesondere gilt

1 1
P(0) = ¢(21) <= —(A(1) —0) = —(A(1l) — 2m) <> 0=2r,
2m 2m
ein Widerspruch. O
z =r(cosf +1isinb), 0=Argz
w = s(cos +isinp), v = Argw

z-w = 15((cos cos ¢ — sin @ sin ) + i(cos @ sin ¢ + sin 6 cos p))
= rs(cos(6 + @) + isin(f + ¢)) = rse!@+?)

0 + ¢ ist ein Argument von z - w, aber nicht notwendigerweise das Hauptargument.

Arg(zw) = Argz + Argw <= Argz+ Argw € (—m, 7).



(Arg(zw) = Arg z+ Argw+ng- 2w, wobei ng so gewahlt wird, dass Arg z+ Argw+mng-2m €

(=m,7].)

De Moivre’sche Formel: Sei n € N,z € C, z = r(cosf +isin §). Induktiv folgt

2" = r"(cos(nf) + isin(nd)) = r"e™.

n-te Wurzeln einer komplexen Zahl: Sei n € N,z # 0,n # 0,z = r(cosf + isin#). Die
allgemeine Losung von w™ = z ist durch

9 2 9 2 : 27
w:wk:T% (cos(—kk-W) —I—isin(—kk-W)) :r%el(%Jrk'T), k=0,....,n—1
n n

n n

gegeben. J also n verschiedene n-te Wurzeln von z.

1.2 Topologische Begriffe
Notation: fir z € C,r > 0,D,(z) ={w € C: |z —w| < r}.
e (G C C OFFEN L vy e @ Fe > 0 sodass D.(z) CG.

« A C C ABGESCHLOSSEN &% C \ A ist offen.
Sei M C C eine Menge.
e M ={ze M:3§>0mit Ds(z) C M} heift das INNERE von M.

e OM ={2€C:Ve>0:D.(2)NM # 0 und D.(z) N (C\ M) # (0} heifit der RAND
von M.

e M := M UOM heiBt der ABSCHLUSS von M.

o K C C heifit KOMPAKT, wenn jede Folge in k eine in K konvergente Teilfolge besitzt.
K C C kompakt <= K beschrinkt und abgeschlossen.

e X C C heiflt zusammenhéngend, wenn aus X C O; U Oy mit O, Oy offen und
disjunkt (das heifit O; N Oy = 0) folgt, dass X C O oder X C Os.

o Eine offene zusammenhangende Menge heif3t GEBIET.

Fiir eine offene Menge G C C gilt:
G zusammenhdngend <= G wegzusammenhdngend,

das heifit Vz,w € G: Fv: [0,1] — G stetig mit y(0) = z und y(1) = w (je zwei Punkte
konnen durch eine stetige, ganz in der Menge verlaufende Kurve verbunden werden).
<= Vz,w € G3 Polygonzug (Streckenzug) von z nach w innerhalb von G (sogar mit
achsenparallelen Geradenstiicken).

Gegeben X C C und =z € X, sei E, die grofite zusammenhédngende Teilmenge von X,
die x enthalt. E, heiit ZUSAMMENHANGSKOMPONENTE von X.

Bemerkung: X = Vereinigung aller ihrer Zusammenhangskomponenten.

Durch die Identifizierung von C mit R? werden Begriffe wie Limes, Stetigkeit fiir
Funktionen f: M C C — C von R? {ibertragen.



1.3 Stereographische Projektion
o Einheitssphére S? = {(z1, x9, 73) € R®: 22 + 23 + 25 = 1}, N = (0,0, 1) Nordpol

« Projiziere 5% von N auf die 21,25 Ebene (C). A € 52\ {N} % Schnittpunkt der
Verbindungsgerade durch N und A mit der z;, x5 Ebene, siehe :

1 X2

®: 52\ {N} = C, @(xl,xg,xg):( ):1_1I3(x1+ix2)

1—.%371—I3

stetig.

3
N
T I>

27903
Z2
A

Abbildung 1.4: Projektionsskizze

« ® ist bijektiv mit stetiger Inverse (siche Ubung).

H1 ih) = ———— (2a,2b,a> + b* — 1
(a +ib) a2+b2—|—1<a7 ,a° + )
Bemerkung:
x2 + 12 1— x2 1+z
li P 2 _ lim—1T%2 _fjjm 3 3 _
ey 1 2@n @2 2e)| = lim 7 = lim m——rs = lim 7=

Jede Polarkappe um N wird auf das Komplement einer Kreisscheibe um 0 mit Radius r
abgebildet, r — oo als wir uns N annédhern.



Einpunktkompaktifizierung

Wir mochten ® zu einem Homdomorphismus auf S? erweitern. Betrachte die erweiterte
Ebene (RIEMANN’SCHE KUGEL)

C:=CuU{oc0}.

Topologie auf C:
D, (00) ={oo} U{z: |z > r}.

offen__

ECC &% FE = Vereinigung von D,(a) mit a € C und r > 0. Setze ®(N) := co. Somit
erhalten wir einen Homéomorphismus ®: S? — C. Da S? kompakt ist, folgt C kompakt.

Motivation: manche Singularititen zu eliminieren. f(z) = 1 stetig auf C (f(0) = o),
die Rationale Funktion stetig auf C.

Bemerkung (Freiwillig):

Die obige Topologie auf C wird zum Beispiel von der chordalen Metrik induziert.
Die chordale Metrik wird durch

de(z,w) = [|[@71(2) — &7 (w)|

Q,Z,wGC,

wobei ||-||, die Euklidische Norm auf R? bezeichnet. Explizit

2|z — w|
Vz,we C de(z,w) = > >
VA +1P) fof)
2
VzeC de(z,00) = ————=
V142
d.(00,00) = 0.

Es gilt d.(z,w) < 2Vz,w € C.

1.4 Holomorphe Funktionen

Definition:
Sei U C C offen, f: U — C.

1. f heiflt KOMPLEX DIFFERENZIERBAR IN 2y € U, wenn der Limes

o 1) = 1)

Z—20 z — ZO



existiert, das heifit da € C sodass

Ve>0:30>0:0<|z— 2| <0 = ‘f(z)_f(z())—a <e.

Z— 20

Der Limes ,,a* wird ABLEITUNG von f in zy genannt und mit f’(zo) bezeichnet.

2. f heifit HOLOMORPH AUF U, wir schreiben auch f € H(U), wenn f in jedem
z € U komplex differenzierbar ist.

Notation(Landau): Gegeben f,g: U C C — C schreiben wir f = o(g) fir z — w wenn
f& —

9(2) '

Bemerkung: f =o(g) <= f =o(]g]).

lim,_,,

Satz 1.1:
f komplex differenzierbar in zy <= da € C sodass

f(2) = f(20) + a(z — 20) + o|z — 20]) fiir z — 2 (1.3)

Folgerung: f komplex differenzierbar in zp = f stetig in zj.

Beweis. =>: Sei f komplex differenzierbar in z; und setze

9(2) = f(2) = f(20) — f'(20) (2 — 20)-

Es gilt
g(z) _ f(Z) B f(ZO) o f,(Zo)Z — 20 z—_>>20 0
Z— 2 Z— 2y £ =20
= ¢(z) = o(|z — %0|). Dann gilt mit a == f'(20).
<= : Angenommen gilt.
lim f(z) = f(=0) 1 lim a(z — z) +o(lz — z|) _ lim a4 o(lz — zl) _ o
2—20 Z— 2 z—20 Z— 2 2—20 |Z — ZOl ]
Beispiel:
1. f(z2)=2",neN.
/ BT 2" — Zg
/ (ZO) B Zh—>nzlo Z— 20
(I ) [ il Tt 0 A
Z—r20 (z — ZO)



nzg™t n>1

Es gilt f'(z) = {O

n = 0.

2. f(z) =z ist uberall in C reell differenzierbar (f(z,y) = (z, —y)), aber
lmf(z+h)_f(z) —limz+h_z = 1mﬁ:1
h—0 h—0 h h—0 h
heR heR
und ' o '

ekt ) el 0/ N L et e S

h—0 ih h—0 ih h—0 i

heR heR

— [ ist in keinem z € C komplex differenzierbar.

Satz 1.2:
Seien f, g komplex differenzierbar in z und A\, u € C.

1. Dann sind A\f + pg und f - g komplex differenzierbar in z mit

(Af +19)'(2) = Af'(2) + pg'(2) und (fg)'(2) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2).
2. Falls g(z) # 0, dann ist g differenzierbar in z und

Y ()~ F'@9(2) - F(2)g(2)
( ) () = 9%(2) '

9

3. Falls h komplex differenzierbar in f(z), dann ist h o f komplex differenzierbar

in z und es gilt

(ho f)(2) = K'(f(2)) - f'(2).
Beweis. Wort, fur Wort wie im reellen Fall.

Beispiel (Fortsetzung):

3. Aus und der Quotientenregel folgt nun
1 / _nznfl L
— | = =(-n) 27", e N.
(z”) e (=n)-2 "

10



f =u+iv = (u,v) reell differenzierbar <= jede Komponente reell differenzierbar.
Fiir die komplexe Differenzierbarkeit stimmt das Obige nicht! Es stellt sich heraus, dass
es eine gewisse Beziehung zwischen den Komponenten (Re f, Jm f) geben muss, um zu

sichern, dass die Limiten vom Differenzenquotient in den Achsenparallelen Richtungen
zusammenfallen.

1.4.1 Die Cauchy-Riemann Gleichungen

Satz 1.3:

offen
Sei f: U C C — C komplex differenzierbar in 2y € U mit v = Re f und v = IJm f,
also f = u + iv. Dann existieren die partiellen Ableitungen von u und v in zo und es
gelten die CAUCHY-RIEMANN GLEICHUNGEN:

Ug(20) = Uy(20)7

uy(20) = —vz(20)-
Zusatzlich gilt
f'(20) = uz(20) + iv4(20) = vy(20) — iuy(20) . (1.4)
=fz(20) —ify(z0)

Beweis. f komplex differenzierbar in zy = (z¢,y0) <= Ellimw_>£ W =: f'(20).
we
Insbesondere 3 die Limiten (in den achsenparallelen Richtungen).

h—0 h h—0 h h
heR heR

= uy(20) + 1v4(20)

u(zo, Yo + h) — u(xo, yo) n iv(‘rOa Yo + h) — v(zo,Yo)

lim f(z0+h) — f(20) — lim u(zo + h,yo) — (o, Yo) i iU(Io + h, yo) — v(2o, Yo)

lim f(z0 +1ih) — f(20)

= lim
h—0 ih h—0 ih ih
heR heR

= (=1)uy(20) + vy(20)
und beide sind gleich f’(zg). Also
f'(z20) = +1i = —1i

und somit gelten die Cauchy-Riemann Gleichungen. U

Bemerkung:

Die Cauchy-Riemann Gleichungen sind fiir die komplexe Differenzierbarkeit
notwendig, aber nicht hinreichend (Sie ,sehen nur die achsenparallelen Richtun-
gen)!

11



Gegenbeispiel:
1 2>0,y>0

f(z) = fz+1iy) = {

Wir haben v =Jm f =0,u =Re f = f, also

0 sonst

u(z,0) =0 = u,(0,0) =0 =1v,(0,0)
uw(0,y) =0 = u,(0,0) =0 = —v,(0,0)

— Cauchy-Riemann Gleichungen sind in (0, 0) erfiillt. Aber f ist in z = 0 nicht
komplex differenzierbar, da f in (0,0) nicht stetig ist.

Auch wenn [ stetig in z ist, sind die Cauchy-Riemann Gleichungen nicht gentigend,
siehe Ubung.

1.4.2 Beziehung zur reellen Differenzierbarkeit

Sei f: U OFEH C—C,f=u+iv,also u =Re f,v =Tm f. Durch die Identifizierung von C
mit R?, identifizieren wir f mit der vektorwertigen Funktion f: U C R? — R? f(z,y) =
(u(z,y),v(x,y)). Sei zo = (x9,yo) € U und nechme an, dass f partiell differenzierbar in z
ist, das heifit 3f,(20), f,(20). Dann gilt: f reell differenzierbar in zy <=

Do) (5230
f(2) = f(20) + (. — 20) fu(20) +(y — v0) fy(20) +0(]2 — 20]),

(uz(20),v2(20)) (uy(20),vy(20))

fir 2 — 2, wobei z = (z,y) und |z — 2| = \/(x —20)? 4+ (y — yo)?. In der komplexen
Notation wird die obige Gleichung zu

(x—x0)=Re(z—20) (y—yo)=Tm(z—20)

f(Z) = f<20)+ (Z—Z())—;—(Z_ZO) fx(ZO) + (Z_ZO)Q_i(Z_ZO) fy

= Jz0) + (= = 20) 5 (len) = ifyo0)) + T2 = 20) 5 o) + iy (20)) + o] = o)

(20) + o(]z = z0)

fir z — 2y, und somit gilt f reell differenzierbar in zy <=

F(2) = flz0) + (2 = 20) 2L () + 5 = 20)2

0z 55 (70) +ollz = z0]), (1.5)

fiir z — 2y, wobei

of _1(or _of\ o _1(of o
dz = 2 oy )’ 0z 2\0x Oy

12



Definition:
gﬁ , gf heiBen Wirtinger-Ableitungen (Wirtinger war bis 1945 Professor in Wien und

Innsbruck).

Proposition 1.4:

f erfullt die Cauchy-Riemann Gleichungen in zy <= %(Zg) = 0. Also beide
Gleichungen in einer komprimiert.

Beweis.
of 1 (of  .Of 1 . . :
9z 2 ((9x g, ) = gl it iluy +iv))
1 .
= (e — )+ + 1))
8f _ Re=0 o o
g—Ogm::())uz—vyunduy——vz. O
Satz 1. 5

f: U C 'C s Cist komplex differenzierbar in 2z € U <= f ist reell differenzierbar

in zo und f < (20) = 0. In diesem Fall gilt f'(z) = 8—f( 0) und die Jacobideterminante
von f in zo ist Jr(z0) = |f'(20)]°

Beweis. <=: Falls f reell differenzierbar in 2, ist und 8f = 0, erhalten wir aus
, dass

f
S (z0) + o[z — z00)

fiir 2 — 2y. Laut ist f komplex differenzierbar in zy und

Fe0) = ()

f(z) = f(20) + (2 — Zo)i

= : Sei f komplex differenzierbar in zy. Aus 7?7 1.37?7 1.4 folgt nun, dass % =0. Es
bleibt zu zeigen, dass f reell differenzierbar in zj ist. Der ergibt
f(2) = f(z0) + (2 — 20) f'(20) + o(]z — 20|) fiir z — 2o
—_———

=(z—0)~+i(y—yo)

—
f(z) = f(z0) + ( —x0) ['(20) +(y—wo) (if'(20)) +ol|z — zo|) fir z = 2
=f(z0) (1:9) =fy(z0) (1:9)

13



und somit folgt nun, dass f in zy reell differenzierbar ist. Die Jacobideterminante

J() = [0 = (v = ) (20)
= (u(20))* + (v:(20))* = | f2(20)]* = | £ (20)["- 0

Wichtiges Korollar: sind die partiellen Ableitungen von u, v stetig in zp und erfiillen sie
die Cauchy-Riemann Gleichungen in 2y, dann ist f = u + iv komplex differenzierbar in zj.
Fiir offene Mengen gilt sogar mehr:

Satz (Satz von Looman-Menchoff):

offen
Sei f: U CC — C, f =u+iv, stetig auf U. Existieren u,, u,, v, v, und erfiillen sie
die Cauchy-Riemann Gleichungen auf ganz U, so ist f auf U holomorph.

Beweis. Nicht verlangt! Siehe Referenz im Skriptum — Narasimhan-Nievergelt. U
Beispiel:
1. f(x +iy) =e"cosy+ie®siny.
u v
Uy, = e" cosy = Vy, Uy = —e’siny = —v,

= Uy, Uy, Uy, ¥y erfiillen die Cauchy-Riemann Gleichungen und sind stetig
auf C = f holomorph auf C.

f(z) =e"(cosy +isiny) =e” - el = ¢,
komplexe Exponentialfunktion (wird spéter gezeigt).

2. f(2) =z =22+ = u=22+y%v=0.u, = 2z, u, = 2y, v, = v, = 0
stetig auf C. Also sind die Cauchy-Riemann Gleichungen nur in z = 0 erfiillt
—> f komplex differenzierbar in z = 0, nicht komplex differenzierbar in

z € C\ {0}.

Bemerkung:

Beim Differenzieren nach z und Z kann man so vorgehen, als waren z und z
voneinander unabhéngige Variablen.

0 0 0, 4 _

(o) = (20207 = (2 2) = 22

0z

14



Bemerkung (Geometrische Bedeutung):
f komplex differenzierbar in zy <= f reell differenzierbar in zy und die

lineare Abbildung R? > (Z) — (D(20)) <Z> ist eine Streckung gefolgt von einer

Rotation.

Beweis. = : Aus folgt

()= () ()=o) ()
= hf.(20) + kfy(2 ) = hf'(z0) +ikf'(20) = f'(20)(h + ik)
= |f'(z0)] A8 (B 4 k),

also Streckung mit | f’(z9)| gefolgt von Rotation mit Arg f'(zo).

<= Falls '
Dy (z0) Def (u;p uy> . <C9S@ —sm@) LaER,,

Uy Uy sinf cos6

Dann sind die Cauchy-Riemann Gleichungen erfiillt. U

1.5 Winkeltreue

Definition:
Der ORIENTIERTE WINKEL zwischen z,w € C\ {0} ist der Winkel 6 € (—m, 7] mit

W oif i dashelﬁte—Arg<“’>=ATg(1§)-

|w] ||

Sei U C C offen und v: [a,b] — U eine differenzierbare Kurve, das heifit v(t) = z(t) +
iy(t) (a <t <b) mit x,y: [a,b] — R differenzierbar. Dann gilt +/(t) = 2/(¢) + iy/(¢).
Sei tg € [a,b] und zy = y(to). Falls v/(¢9) # 0, dann ist v/(¢y) ein Tangentialvektor zu ~y

in zg = y(to).
Sei f: U — C komplex differenzierbar in zq. Fiir die Bildkurve f o: [a,b] — C gilt:

(f o) (to) = f'(7(t0)) - 7' (to) = f'(20) - ¥ (t0)

(folgt direkt tiber Kettenregel im reellen Fall: (f o) (to) = (Ds(20))7 (to) = f'(20)7 (t0))-
Seien nun v;: [a;, b;] — U differenzierbare Kurven mit j = 1,2 und v (¢1) = 12(t2) = 2o

und v (t1), v5(t2) # 0.
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' (to)

20

Abbildung 1.5: Tangentialvektor einer Kurve
a(t2)
7 (t)

gt 72

Abbildung 1.6: Winkel zwischen Tangentialvektoren

Der Winkel zwischen v1 und o im Schnittpunkt zg = v1(t1) = 72(t2) ist der orientierte
Winkel (€ (—m,7]) zwischen den Tangentialvektoren i (t1) und ~5(t2).

Behauptung: Falls f/(z) # 0, dann ist der Winkel zwischen v, und 75 in 2 = v (t1) =
Yo(t2) gleich dem Winkel zwischen den Bildkurven fo~; und fo~, in f(20) = f(n(t1)) =
f(12(ts)), das heiBt f ist WINKELTREU in 2y (auch KONFORM genannt).

Beweis. Es gilt
(fom)(tr) = f(m(t) -n(t) = f(20) - 71 (t1)
(f o72)(ta) = f'(72(t2)) - 73(t2) = f'(20) - 1a(ta),

also werden v} (), v4(to) mit f'(20) = | f'(20)| € A8/ 0) multipliziert. Geometrisch entspricht
das einer Drehung mit Winkel Arg f'(z) gefolgt von einer Streckung mit |f'(z)| =
Winkel sind bewahrt. Tatséchlich gilt

(o)) _ . (£ _ (%t
Arg ((f ; m'(tl)) = Arg (f’(zo) -m)) Arg (%(tl))

und somit sind die Winkel bewahrt. O

Beispiel:

f: C\ {0} — C, f(2) = 2% holomorph mit f'(z) =2z # 0 = [ winkeltreu.
Seien nun a,b € R\ {0}. Die Geraden = = a,y = b schneiden sich senkrecht

Jvikden ihre Bildkurven unter f schneiden sich senkrecht.
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a ’7K
Abbildung 1.7: Winkeltreue

Direkte Verifizierung u = Re f = 22 — %, v = Im f = 2xy.

e Bild von z = a ((z,y) = (a,y),y € R)

42,2 2
R G U—Q =: ¢(v) PARABEL P(a)
v = 2ay y=15 4a

« Analog ist das Bild von y = b die Parabel P(b): u = % — b2 = (v)

Schnittpunkte: P(a) N P(b) = {(a® — b?,£2ab)}. Es gilt ¢'(b) = —5%,¢'(v) = 5%
—> ¢/(2ab) - ¢/(2ad) = 22 - 22 = —1 = /(—2ab) - ¢/(—2ab). => P(a) und
P(b) schneiden sich senkrecht (Produkt der Steigungen ist —1). Erweitere jetzt
f zu C, f(z) = 2* und betrachte I, = {z = iy|ly > 0}. Dann gilt I, NR, = {0}
und (R4, 1) = 5, aber <(f(Ry), f(I4)) = <(R4,R-) = 7 # §. Erklirung:
f'(0) = 0.

Bemerkung:
Falls f'(z) = 0 folgt nicht, dass f Winkeltreu ist.

1.6 GleichmaBige Konvergenz von
Funktionenfolgen/-reihen

Definition:

Sei f,: A C C — C,n € N. Die Folge von Funktionen (f,),>0 KONVERGIERT GLE-
ICHMASSIG gegen f: A — C, wenn Ve > 03N = N(¢) € N, sodass |f,.(2) — f(2)| <
eVn>N,Vze A

17



Bemerkung:

leichmafi. 00
fa B e 1 = Flloo = U | fal2) = F(2)] "0

Satz 1.6:

Sei f,: A — C eine Funktionenfolge. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. (fu)n>o ist gleichmaBig konvergent

Jn)
N(e

- (
2. ( >¢ ist eine Cauchy Folge beziiglich der ,,00*-Norm, das heifit Ve > 03N =

) € N, sodass
| fn = fmllee < €VYm,n> N

Beweis. Analog zum reellen Fall. O

Definition:

Sei f,: A — C,n € N. Die Reihe >7° ; f,, konvergiert gleichmafBig, wenn die Folge
ihrer Partialsummen (}}_, fx)n>0 gleichméBig konvergiert.

Satz 1.7 (Kriterium von Cauchy):
>oo% o fn konvergiert gleichmafig auf A <= Ve > 03N = N(¢) € N, sodass

‘fmﬂ(z)-l—---—i—fn(z)’<8Vn>m2Nund‘v’z€A.

(Sn=5m)(2)

Beweis. Folgt direkt aus auf die Partialsummen S,, = Y7 fx angewendet.[]

Satz 1.8 (Majorantenkriterium von Weierstraf):
Sei f,,: A — C eine Funktionenfolge sodass 3M,, > 0 mit

“anoo = Slelg |fn(z)| <M,, neN.

Falls >>°  M,, < oo, dann ist > 77, f,, gleichméBig konvergent.

18



Beweis. Mittels : Sei € > 0. Dann 9N = N(¢) € N, sodass

S ()

k=m+1

n

< Z Ife(2)] < Z M, <e, Yn>m > N und Vz € A.

k=m+1 k=m+1 O

Beispiel:

o Y2, %" konvergiert gleichmafig auf allen kompakten Teilmengen von
D:(0) ={z€C: |z| <1}

D, (0)={z€C: |z|<r} (0<r<1)

Es gilt [2"] = |2|" < r"Vz € D,(0). Y,507" konvergent (geometrische Reihe
r € [0,1)) = X,502" gleichmiaBig konvergent auf D,(0). Da fiir jede
kompakte Teilmenge K C D;(0)3r € [0,1) mit K C D,(0) folgt nun die
Behauptung.

o Fir |2| > 1gilt |2 = |2|" > 1 = [2"| A 0 = Reihe divergiert
(punktweise!).

1.7 Potenzreihen

Definition:

Sei (an)n>o0 eine Folge in C und zy € C fix. Dann heifit die Reihe
Z an(z — 29)"

n=0

POTENZREIHE mit Entwicklungspunkt z.

Satz 1.9 (Satz von Cauchy-Hadamard):

Sei >0° ; an(z — zp)™ eine Potenzreihe. Setze

R .

1
" lim sup {/|a,|

mit der Konvention R = 0 falls lim sup {/|a,| = oo und R = oo falls lim sup {/|a,| = 0.
Dann gilt:
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1. Die Potenzreihe konvergiert absolut auf Dg(z9) = {z € C| |z — 2| < R} und

gleichmafig auf D, (z) = {2z € C: |z — z| <r} fiir 0 <r < R.
2. Die Potenzreihe ist divergent Vz € C: |z — 29| > R.

R heif3t KONVERGENZRADIUS der Potenzreihe.

Divergenz

< abs. Konv.

Abbildung 1.8: Konvergenzradien

Beweis. 1. Falls R = 0 nichts zu zeigen. Sei nun R > 0 und 0 < r < R. Dann
F30>0:0<r<r+9<R. Esgilt

1 1
RS > 5= lim sup {/|a,|

und somit existiert N € N sodass

= la,| < Yn > N
an] (r+0)" -
Fiir |z — 29| < rund n > N gilt
r n
w2 = 20)"| = |an| |z — 20" < 1.6
Jan(z = 20)"] = lan] |2 = 20" < (=) (16)

Die geometrische Reihe Z(#)” konvergiert. Dann folgt aus dem

, dass > a, (2 — 20)" gleichméBig auf D,.(zo) konvergiert. Zusétzlich
ergibt die absolute Konvergenz der Potenzreihe auf D, (z). Da
0 <r < R beliebig, folgt absolute Konvergenz auf Dg(zp).

2. Falls R = +o0 ist nichts zu zeigen. Sei nun R < oo und z mit |z — 29| > R =

[ S a1 n 1 . 1 . )

Dt lmsup (] > e gt 9 > o Fir el

viele n <= |a,||z — z|" > 1 fiir unendlich viele n — Reihe divergiert. O
—

40
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Bemerkung:

Beziiglich des Konvergenzverhaltens in Randpunkten, das heiit z € C: |z — 2| =
R, kann man keine allgemeine Aussage machen!

Beispiel:

=1, weil V/n?2 =

v

L a) Yo, % > hat den Konvergenzradius R =

niyn—1-1=1.

Randkreis |z| =1: 3,5 Z—Z =3Y,51 % < oo = die Potenzreihe ist
tiberall auf |z| = 1 konvergent.

lim sup

b) ;.Lozl% hatR:mzl
Randkreis |z[ =1:z=1 Y22, L harmonische Reihe, divergiert. z =
=1 302, =~ konvergent (Wegen Leibnizkriterium).

Z

Bemerkung man kann zeigen, dass 3>, ; =~ in allen Punkten mit |2| = 1

aufler fiir z = 1 konvergent ist (frelwﬂhge Ubung 23).
c) Die geometrische Reihe >>7° ;2™ hat R = 1.
Randkreis |z] =1 |2"] = |z|" =1 4 0 = auf dem Randkreis iiberall

divergent.

~ Iim SUp = lim -~

. . . n .
3. Um den Konvergenzradius von zum Beispiel 3272 5 =+ zu berechnen, ist es

praktischer den folgenden Satz zu verwenden:

Satz 1.10:
Sei a, # 0(n € N) und >0° ) an(z — 2)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R.
Falls L = lim, o | 2| existiert in R U {+o0}, dann gilt R = L.

Beweis. Sei z # 2. Das Quotientenkriterium fiir 3=, an(2 — 20)" ergibt

an+1(z-—-20)”+1

an(z — zo)"

An1
an

lim

n—o0

= |z — zo| lim

n=—oo :Z|Z—ZO|.

Falls L = 0 divergiert die Reihe Vz # 2. Falls L > 0 ist die Reihe fiir |z — 29| < L
konvergent, und fir |z — zg| > L divergent. Also gilt R = L. O
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Beispiel (Fortsetzung):
3. X% -
L
R=lim —2— = lim(n+1) = +o0
n—,soo —— n—0o0
(n+1)!
Bemerkung:

Aus dem vorherigen Beispiel und dem Satz von Cauchy-Hadamard folgt nun, dass

n—oo

/1 1 1 n
Oglimsupnﬁz,q_—“zo:Hlimﬁzo: h_)m Vn! = +o0.
4 oo n! n—00

Satz 1.11:

Sei f(z) = Y0 g an(z — 20)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R # 0. Dann ist
f holomorph auf Dg(z) = {z € C: |z — 2| < R} und es gilt

f'(z) = inan(z — 2)" L, (1.7)

wobei die ,gliedweise differenzierte Reihe wieder den Konvergenzradius R hat.

Spéter werden wir auch einen 2. Beweis besprechen der eleganter ist (siehe ).

Beweis (1). Die Reihe in Gleichung (1.7) hat den gleichen Konvergenzradius wie
o0 nay(z — 2zp)" und zwar

1 1
limsup {/n|a,|  limsup /n{/|a,]|

OBdA nehmen wir jetzt an, dass zo = 0. Sei 0 <7 < Rund z,w € C mit |z, |w| < r. Fur

Rl
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z # w gilt

{OEFICUNE S

n __ ,,n
an |2" —w"| nanwn_1>
Z— W

e e 1 I A B L v i

3
I,
I
3
\Y
—
VR
N
|
g

I
Eﬂ\

n>2
— Z an<<zn71 - wnfl) 4 (Zn72 w — wnfl)_'_
n>2
co (2™ — ") +0)
— an((zn—l _ wn—l) + w(zn—Z _ wn—2)
n>2
+w?(Z"P =W ) W (2 — w))

Hier haben wir die Formel

MM = (p— ) (M M2 g M2 g M2 M

fiir M € N mehrmals verwendet. Das Monom 2" 2% . w* 0 < k < n — 2, kommt genau

einmal in jedem von den ersten k + 1 Summanden (2"72 + 2" 3w + - - + w" %), w(z"3 +

coe w3, wk (2R 4w 27R) vor. Daraus folgt
o 0o n—2

w =Y naw T =z —w) D> an Y (k4 1)z Rk (1.8)
n>1 n=2 k=0

o] n—2
< 2= wl Y laa] 30 (k + 12
k=0

n=2

o
-1
=z —w| Z || 7(71 )nr"*2
n=2 n

=:c(r)
=c(r)|z —w| — 0, wenn z — w

Die Reihe ¢(r) = 32, "(”2_1) la,| 7% ist wegen dem Wurzelkriterium konvergent:
lim sup {L/M lan| Vrr—2 = <1
| S —— —T
—1
Aus folgt nun, dass f differenzierbar in w ist und gilt, da
0 < r < R beliebig gewahlt war gilt die Behauptung fir alle w mit |w| < R. O
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1.7.1 Elementare Funktionen

Definition:
exp(z) = €* = Y02 27 heifit die komplexe EXPONENTIALFUNKTION (z € C).

Das vorherige Beispiel zeigt, dass die obige Reihe den Konvergenzradius co hat. Aus
folgt nun, dass z +— e* holomorph ist mit

e
n

n=1 n:]_

nfl

n—1

n—l

Also () =e*,z € C.

Satz 1.12:

Fir z,w € C gilt ™% = 7 - ¥,

Beweis. Sei w € C fest und betrachte g(z) = e #¢*™" 2z € C. Dann ist g holomorph
(Produkt und Zusammensetzung holomorpher Funktlonen) mit

g/(z) — (e—z)lez+w +e—z(ez+w)/ = ¢ —z Z+w +e —z z+w _ 0 VZ c C
Aus folgt nun (¢ = u + iv)

0=¢'(2) = uy(2) + iva(2) = vy(2) — iuy(2)
= Uy = Uy = Uy = Uy =0 = u,vkonstant aufC
— g konstant aufC.

Dann gilt
g(2) =g(0) =e¥ = e *e™ =¢" VzeC (1.9)
Fiirw =01in erhalten wir g(2) = e %¢* = € = 1 und somit ist (e7*)~! = ¢°.
Verwenden wir die letzte Gleichung in um e’ = e¢*e" zu erhalten. [
Bemerkung:

Insbesondere folgt von oben, dass e* # 0,Vz € C.
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Definition:

Fur 2z € C definieren wir

sin 2 == Z (2(71_{_)1)!22"+1 und cosz = Z (=1) 22,

n=0

Bemerkung:

Beide Reihen haben den Konvergenzradius +o0.

1 1
limsup {/|a,| = limsup **% m < limsup {/ = 0.

Satz (Eigenschaften):

1. cosz +isinz = e??,
2. cos(—z) = cos z und sin(—z) = —sin(z),

3. cosz = %(eiz +e7%) sinz = %(eiz —e %),

4. (sinz)’ = cosz und (cosz)’ = —sin z.
Beweis. 1.
] 00 . Hm 00 in i Z2j 00 12j+1 o
e = = —— Y 2!
nz:% n! = (25)! jz:;) (25 4+ 1)!
(i = () = (=1, 7 =1 i=(=1) i)

= i (_1): 2% +i§: 7<._1)j 'z2j+1 = cos z + isin 2.
= (29)! o (25 4+ 1)!

2. folgt direkt aus der Definition

3. folgt direkt aus und

4. gliedweise differenzieren.
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Bemerkung:
Fir z = z + iy(z,y € R) gilt * = "V = e%¥ = e”(cosy + isiny) = |e*| =
le?| |cosy + isiny| = e® = &%, Ein Argument von e ist y = Jm 2.
—_—————

=1

Bemerkung:

1. Es gelten die Additionsformeln

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sinw

cos(z + w) = cos z cosw — sin zsin w

2

mit der Konsequenz (sin z)? + (cos z)? = 1. Beweis: direkte Rechnung, die

verwendet.
2.
sinz =0 < z=kn, ke’
cosz =0 < z= (21{:—1—1)%,1{;62.
Beweis ist Ubung. Hinweis: Die Nullstellen von sin: R — R, cos: R — R
sind aus der reellen Analysis bekannt.
e sinz=0 < (" —e¥) =0 < eF=¢" <= =1
USW.
e c08sz2=0 <= J(F+e ) =0 < e =—e" = H=-1=
COST +isin7... usw.
Definition:

sin z s
tan z == ,2# 2k+1)=
COS 2 2
cos 2
cotz=—— z#kn
sin z
1
tanz) = ——, (cotz) = —
( ) cos? z ( ) sin? z

1 1
cosh(z) = i(ez +e7) und sinh(z) = i(ez —e77).
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Bemerkung:

Es gelten: cosh z = cos(iz) und sinh(z) = 1 sin(iz).
Bemerkung:
Fir w = z + iy(z,y € R) gilt e¥ = "™ = %V = \ei(cosy +isiny) =

>0
le¥| = e® = ¥ und ein Argument von e? ist y = Jmw.

1.7.2 Der komplexe Logarithmus
Gegeben z € C\ {0} mochten wir

e =z = |z] el B2 (1.10)

—m < Argz < 7 losen. Sei w = z + iy(z,y € R). Aus der obigen Bemerkung folgt
le¥| = ¥ = e” und ein Argument von e¥ ist Jmw = y. Dann ist

dquivalent zu

und
y=Argz+n2r (n €Z),

das heift
log z == w = log |z| + i(Arg z + n27) (n € N).
Also ist log eine mehrwertige Funktion (keine Funktion im iiblichen Sinne). Insbesondere
gilt
logl =1i2mn (n € Z), das heite” =1 <= w =1i2mn (n € Z).

Sei nun « € R fest. Dann gilt: Vz € C\ {0}3!n € Z sodass

Argz 4 2nm € (o — 27, a).
—_—— —

=:arg, z

Wir haben diesen Repriasentant vom Argument arg, genannt.

Bemerkung:

exp bildet jeden horizontalen Streifen mit Breite 27: {z € C: a—27 < Jmz < a}
bijektiv auf C \ {0} ab.
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___________ r/Y >
N/

vertikale Strecke — Kreis mit Radius e®

Abbildung 1.9: bijektive Abbildung auf C\ {0}

J

Um eine invertierbare Exponentialfunktion mit stetiger Inverse zu erhalten, miissen wir
den Definitionsbereich einschranken. Seien

Sa Qe

_________ a—2r «Q

arg, hat einen ,Sprung”
von 27 uber R,

Abbildung 1.10: S, und R,

Se ={2€C:a—-21 <Jmz < a},
Ry = {z=re“:r >0},
C, =C\ R,.

exp: S, — C, ist bijektiv mit stetiger Inverse

log, z = log |z| +iarg, z, z € C,.

Bemerkung:
Wir haben R, ausgeschlossen, weil arg, (z) nicht stetig auf R, ist!

Bemerkung:
exp ist auf jedem Streifen mit vertikaler Breite 27 nach C\ {0} bijektiv. Wenn
aber der Streifen nicht horizontal ist, dann ist das Bilde des Randes eine Spirale
in C, also zu kompliziert um eine ,einfache* Inverse zu ergeben.
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Bemerkung:
Es gilt
el%8a? = 2z € C,,

aber
log,e* =2 < z€5,.

Hauptzweig des Logarithmus

Sei « = m und Log = log,, Log: C~ — S,. Logz = log |z| + iArgz, —7 < Argz < 7.

Satz 1.13:
Log: C~ — S, ist holomorph mit (Log)'(z) = %

Beweis. exp: S, — C~ ist holomorph, bijektiv mit inverse Log: C~ — 5. Sei a € C™.
Da Log stetig ist, gilt Log z — Loga fiir z — a, und somit gilt

w=Log z
L - L —l.0g a - b 1 ]_ 1
(Log)/(a) = lim M b L:g lim w - — lim = _ - _

z—a z—a wob et —eb w—b e (exp)(b) € a

Beispiel:
Log(2i) = log |2i| + i Arg(2i) = log2 +i7

Achtung: die Rechenregeln fiir den reellen Logarithmus sind nicht immer vom komplexen
Logarithmus iibernommen. Zum Beispiel

Log(z129) = Log z1 + Log 22

< log|z122| +1Arg(2z122) = log |z1| + 1 Arg 21 + log(z2) + 1 Arg 25
< Arg(z122) = Argz; + Arg 2y
< Argz + Argzy € (—m,m)
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Beispiel:

s 27
e'3

21 =2y = ei%ﬂ, Log z; = Log 2 = Log

also

Definition (Potenzen):
Fir z € C~ und a € C definiere ,,den Hauptzweig von 2 als

z* == exp(a Log z).

Aus der Kettenregel folgt

a

a 1.12 — _ —
(za)/ _ exp(a LOg Z)— _ eaLogz oL eaLogz Logza _ e(a 1)Logza = az® 1.
2 eLogz

Bemerkung:

Im Allgemeinen gilt (2*)* = 2z“* nicht! Sei z = e,w = 271, A = 3= mit o € C

beliebig. Dann ist (2%)* = (e*™)* = 1% = e*o8l = ¢ = 1, aber z** = ¢ beliebig

in C\ {0}.

Beispiel:

it — elLOgl _ e1(log|1|—|—1Arg1) _ el(O+12)

|
”l:\

I
o
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2 Der Cauchy’sche Integralsatz
2.1 Kurvenintegrale

Definition:
« FEine stetige Abbildung ~: [a,b] — C heifit WEG (a,b € R,a < b).

» Notation: v* = {v(t): t € [a,b]} heifit das BILD von 7.
o Falls v(a) = 7(b) heifit v ein GESCHLOSSENER Weg

« FEin stiickweise stetig differenzierbarer Weg ~: [a,b] — C heiffit PFAD (das
heiit da = s9 < 51 < -+ < 8, = b mit 5;_, 5, stetig differenzierbar Vj €

{1,...,n}).

Beispiel:
1. v: [0,27] — C,~(¢t) = €' der positiv orientierte Einheitskreis.

Abbildung 2.1: Einheitskreis

2. Verbindungsstrecke zwischen z,w € C. v: [0,1] = C, v(t) = (1 —t)z +tw =
z + (w — 2)t. Notation: [z, w].

Abbildung 2.2: [z,w]
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3. Streckenzug von 0 iiber 2,2i nach 0, v: [0,3] — C

2t 0<t<1
Yt =2+ @2i-2)(t—1) 1<t<2
2i(3 — ¢) 2<t<3.
2i
0 2

Abbildung 2.3: Streckenzug

Definition:

Sei g: [a,b] — C mit Re g, Im g Riemann integrierbar auf [a, b]. Wir definieren

b b b
/‘gﬁ::/mﬁwgdt+i/m3mgdt

Definition:
Sei f: U C C — C stetig und 7: [a,b] — U Pfad. Dann heift

[ 12 = | fonlt) A (t)dt

das KURVENINTEGRAL von f langs .

Definition:

Zwei Pfade 71 : [a1,b1] — C,~: [a,b] — C heiflen AQUIVALENT, wenn es eine stetig
differenzierbare Funktion ¢: [a1,b1] — [a,b] mit ¢ > 0 und p(a1) = a, (b)) = b
gibt, sodass v; = v o .
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Bemerkung:
Aus ¢: [ay,b1] — [a,b] stetig differenzierbar mit ¢’ > 0 und p(a;) = a,o(by) = b
folgt, dass ¢ bijektiv ist mit o~ ! stetig differenzierbar. Somit fithrt die obige
Definition in der Tat eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Pfade in C ein.

Seien U C C und 7,7, dquivalente Pfade in U. Fiir jede stetige Funktion f: U — C gilt

b1
/71 f(z)dz = / fn(®)n(t)dt

al

b

— [ ()Y () (t)dt

Substitution: :Lbf(y(s))y’(s)ds:Afdz

Man sagt, dass das Kurvenintegral unabhangig von der Parametrisierung ist.

Bemerkung:

Sei v: [a,b] — C Pfad (a < b). Fiir jedes Intervall [¢,d] C R mit ¢ < d existiert
ein Pfad v;: [¢,d] — C, der zu ~ dquivalent ist.

Beweis. Sei ¢: [c,d] — [a,b],¢(t) = At + B, wobei A, B so gewahlt sind, dass ¢(c)
a, p(d) = b. Eine kurze Rechnung ergibt: A = ¢ B = 24=¢ Dann ist v, == yo¢: [c,d]
C aquivalent zu 7.

Od

Insbesondere kann man oBdA nur Pfade [0, 1] — C betrachten.

Definition:
Komposition Sind 7;: [a,b] — C,v,: [b, ¢] — C Pfade mit v, (b) = 72(b), so ist auch
Y =7+ 7: [a,c = C, wobei v,y = 71 und 7|p. = 72, ein Pfad in C mit

/fdz :/ fdz+ [ fdz, Vf: 4" = Cstetig
2l 71 72

Abbildung 2.4: Komposition zweier Pfade
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Inverser Pfad Sei 7y: [a,b] — C ein Pfad. Der zu v inverse Pfad ~~ ist durch
v (t)=v(a+b—1t), a<t<b
gegeben. Dann gilt v* = (y7)* und
b
[ @z = [ frat b= )~y (a+b-t)dt
¥ a

Substitution: = —/ab F(v(8)Y (s)ds = —Afdz

Lange eines Pfades Definiere fiir v: [a,b] — C:

b
— [l

Lemma 2.1:

Sei g: [a,b] — C mit Re g, Jm g Riemann integrierbar auf [a, b]. Dann gilt

Beweis. Sei 0 € (—m, 7|, sodass ff gdt = ¢!, dann gilt

b
/ gdt‘ —i0 / gdt = / ge 0dt = Re ( / ge 1%:)
Def/ Re(g dt</ ’ge /]g]dt

| 710

Lemma 2.2:
Falls f: U — C stetig, v: [a,b] — U Pfad, dann gilt

< L(7y) max
zey*

(2)|
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Bewess.

b b
[ reatwa < [C1rea®l 1y @)t

L fdz

b
< [ @) dtmax|£(2)] = L) max | (2) O

zEeY*

Beispiel 2.3:
Seiae C,r >0

1. v(t) =a+7-et tel0,2n]. Dann ist v/(t) = r - ie'.

1 2 1 . 2w
/ dz = / —  iret =i 1dt = 27i
o7 0

zZ—a a-+rett —a 0

2. v wie in und a = 0.
27r7. ) 2T .
/?dz = / retire’dt = r? - i/ e elldt = 2rir?
0% 0 0
3. 20, 21),7(t) = 20 +t(z — 20), 7' (t) = 21 — 2.

1
/ zdz = / (20 + t(z1 — 20)) (21 — 20)dt
[20,21] 0

1
— ZO(ZI - Zo) -+ (21 — 20)2,/0 tdt
2

1
:zozl—zg~|—§(z1—zo)
_4a_%

2 2

2.2 Stammfunktionen

Definition:

offen
Eine stetige Funktion f: U C C — C besitzt eine STAMMFUNKTION auf U, wenn
JF: U — C holomorph mit F’ = f auf U. F heifit STAMMFUNKTION von f.
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Bemerkung:

Sei G C C Gebiet, F, Fy» Stammfunktionen fir f: G — C. Dann 3C' € C mit
F=FK+C.

Beweis. Sei Fy — Fy = u + iv. Dann gilt
0=F —F,=(F—F) =u,+iv, =v, — iu,

—= Uy = Uy =V, = Vy =0 = u,v konstant, da G Gebiet = F; — I}, konstant. [

Satz 2.4:

offen
Sei f: U C C — C stetig und v: [a,b] — U Pfad. Falls f eine Stammfunktion F' auf
U hat, dann gilt

| == Fo0) ~ F((a)

Beweis. v Plad = da =1ty <t;--- <t, =0bmit vy, ) stetig differenzierbar. Dann
gilt

b /

| faz= [ 1) @y
n th
_ Z/ Flony(t) -/ (t)dt
k=1 te—1

& Foy(t)
= > F(y(te) = F(y(ts-1)) = F(y(tn)) — F((to)) O
k=1
Bemerkung 2.5:
Sei f wie im . Dann gilt

L. [, fdz hangt nur von Anfangs- und Endpunkt ab.
2. Vv geschlossener Pfad gilt [, fdz = 0.
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Beispiel:

1. ];gz()i :.lz",n € Z\ {—1} hat die Stammfunktion j:ll = Vv:[a,b] = C
ad gilt

/ fds = (v(0)" ! = (y(a))"*
~y n+1

2. y(t) = €', 0 <t < 27 geschlossener Pfad — I, idz =21 £0 = i hat
keine Stammfunktion auf C \ {0}. Immerhin ist Log z eine Stammfunktion
von % auf C~ = C\ R_. Fiir geschlossene Pfade ¢ in C~ gilt [ 1dz = 0.

z

Satz 2.6:

Sei G C C ein Gebiet mit f: G — C stetig. Dann gilt: f hat eine Stammfunktion
auf G <= fiir jeden geschlossenen Pfad v in G gilt [ fdz = 0.

Beweis. = : Klar aus

<= Sei a € G fix. Fir z € G beliebig wéahle einen Pfad ~, von a nach z (existiert weil
G Gebiet). Setze F'(2) = [, fdw.

Behauptung: F' wohldefiniert. Sei dafiir 7, ein anderer Pfad in G von a nach z und
betrachte den geschlossenen Pfad 7,47, . Nach Voraussetzung ist 0 = [ .- fdw =
J,. fdw — [5_ fdw = Behauptung.

Abbildung 2.5: Konstruktion geschlossener Pfad

Sei nun zp € G und r > 0 mit D,(29) C G. Fur z € D,(z) gilt |20, 2] C G. Falls .,
ein Pfad in G von a nach zj ist, dann ist v, = 7., + [20, 2] ein Pfad in G von a nach

IFalls vo: [a,b] — C diirfen wir oBdA annehmen, dass 7, : [b, c] — C. Sonst ersetzen wir 4, durch einen
aquivalenten Pfad: falls 4, : [8,6] — C mit 5 # b, sei ¢: [b,c] = [B,4], p(t) = At + B, wobei A, B so
gewihlt sind, dass ¢(b) = S, p(c) = d. Ersetze nun ¥, durch 4, o ¢: [b,¢] — C.

37



z. Somit gilt

F(z) = F(n) _ 1 ( / Fdw — / fdw>
zZ— 20 Z— 20 ’YZO+[ZO7Z] REN
1

= / fdw
Z — 2o J]z0,7]

_ 1 /01 Flzo+t(z — 20)) - (2 — zo)dt T U8 £ ()

Z — 20 z—20

— F'(z9) = f(20) und 2y € G beliebig. O

Fiir ,schone” Gebiete kann man die Bedingung fiir die Existenz einer Stammfunktion
im obigen abschwéchen. Da diese Bedingung in der Praxis schwierig zu
iiberpriifen ist, wére es hilfreich die zu einfachen Wegen einzuschranken, wie zum Beispiel
entlang der Seiten jedes Dreiecks in G. Im Beweis briauchten wir, dass die Strecke zwischen
einem festen Punkt und allen anderen Punkten im Gebiet enthalten ist.

Definition:

Eine offene Menge G C C heifit STERNGEBIET wenn ein Punkt a € G (Zentrum)
existiert, sodass Vz € G: [a, 2] C G.

Abbildung 2.6: Beispiel fiir ein Sterngebiet

Bemerkung:

Eine konvexe, offene Menge ist eine Sterngebiet.
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Satz 2.7:
Sei G ein Sterngebiet in C und f: G — C stetig. Wenn fiir jedes Dreieck A C G

” f(z)dz=0

dann besitzt f eine Stammfunktion auf G.

Bemerkung:
Da G ein Sterngebiet ist, gilt: A C G < 0A C G.

Beweis ( ). Sei a Zentrum von G und setze

F(z) = fdw,z € G.

[a,2]

Sei zy € G beliebig. Fir z hinreichend nahe an zy gilt [29,2] C G. A = Dreieck mit
Eckpunkten a, zg, z. Laut Voraussetzung ist

O:/Mf(w)dw
<:>0:/[ vt [ pdw = | fdw

[ZO’Z] [avz]
F - F 1 stetig in z
() = Flzo) _ Fow T £ O

Z— 2 Z — 20 J[20,7] =120

Bemerkung:

Fir allgemeine Gebiete G gilt die Aussage vom zumindest in jeder
sternformigen Umgebung (z.B. Kreisscheiben um z) eines beliebigen Punktes

z € (.

Satz 2.8:

Sei v Pfad in C und ( f,,),, eine Folge stetiger Funktionen auf v*. Falls ( f,,),, gleichméBig
auf v* gegen f konvergiert, dann gilt

lim / Fodz = / lim f,dz = / fdz
nr00 Jy ¥ %
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Bewess.

/h@—/f@

Korollar:
> on>o0 fn gleichmafig konvergent in 7* =

/Zﬁ@:ZLﬁ@

7 n>0 n>0

Satz ( Lrevisited“):
Sei F'(z) = >0y an(z — 29)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann ist F
auf Dg(z) holomorph mit

F'(z) =Y nan(z — 20)""" (2.1)
n=1
Beweis (2). Die Reihe in hat den gleichen Konvergenzradius wie

> nay(z — z0)"™ und zwar

1 1
limsup {/n|a, lim sup vn {/|a,
p ifrled i ¢ ifo

—

OBdA 2, = 0. Setze Q(z) = 3°°  na,z"!. Fiir jeden geschlossenen Pfad 7 in Dg(0) ist
~v* C Dg(0) kompakt und es gilt

R/

gleichméflige

[o.¢]
_ Konvergenz _
/de:/ E na,z" tdz = E nan/z” Ydz =0,
Y Y n=1 Y

n=1

=0
weil % Stammfunktion fiir z"~! ist Vn > 1. Laut hat @) eine Stammfunktion
auf Dg(0), zum Beispiel
gleichméBige o
/ Qdw = / Z L dw BOmEEe Z na,, w tdw = Z na,— = F(z) — ag
[0,2] [0,z] n>1 n>1 [0,2] n>1 n
= F'=0Q. O
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Korollar:

Sei F' wie im . Dann gilt
F®(2) = Ynn—1)---(n—k+1L)a,(z — 20)" ", k€N
Fiir z = 2, oben erhalten wir F®)(z) = k! - a.

F®)(2)
k!

Q. —

Fir eine offene Menge U C C deﬁn'i'eren wir die Aquivalenzrelation p,g € Up ~
qg <= 1 Weg in U von p nach ¢. Die Aquivalenzklassen, die ~ ergibt, nennen wir die
ZUSAMMENHANGSKOMPONENTEN von U.

Satz (Jordan’scher Kurvensatz):

Sei v ein geschlossener, doppelpunktfreier Weg in C. Dann hat die Menge C \ ~*
genau zwei Zusammenhangskomponenten: eine beschrénkte (das Innere von v*) und
eine unbeschriankte (das Auflere von 7) Zusammenhangskomponente.

Betrachte nun einen Pfad 7: [a,b] — C. Wir schreiben « in Polarkoordinaten um
zo € C \ ’y*i '
Y(t) = 29 + 7(t)e®,

Somit ist 0(t) ein Argument von y(t) — zo. Wir wissen, dass es keine stetige Argumentfunk-
tion auf C\ {0} gibt. Kann man trotzdem eine stetige Funktion ¢ — 6(¢) finden? (z.B. fiir
den Pfad () = e",0 < < 4r ist 0(t) = ¢ stetig) Es stellt sich heraus, dass die Funktion
t — 0(t) genau so reguldr wie v gewéahlt werden kann.

2.2.1 Wahl von stiickweise stetig differenzierbarer Argumentfunktion
eines Pfades

Satz 2.9:
Sei 7v: [a,b] — C Pfad und 2z, € C\ v*. Dann 3 stiickweise stetig differenzierbare
Funktionen r,6: [a,b] — R, sodass

Y(t) = 2o+ r(t)e?®, a <t <b.
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Beweis. Nebenrechnung: ~(t) = r(t)e?®) — 28 — o0 pach ableiten:

(3)(®)
(@)

Zuerst zeigen wir die Aussage fiir zo = 0 (ausgenommen 0 ¢ ~*). Sei 6y := Argy(a) und

setze
o0 =0+ (1) [ 7 () s

wobei 7(t) = [y(t)| #0,a <t <b. Sei a =ty <t <--- <t, = bsodass yy,_, ., stetig
differenzierbar (1 < j <n). Dann sind r und 6 stetig differenzierbar auf [t;_4,;].

o 7(t) = |y(t)|,y(t) # 0 Kklar

ti—1 t
. 256[75]‘_1,253‘],0@):‘/~ coods+ ,/t ...ds  +0,

j—1

——
(1)

i6/(1) 0 — <7>/<t) — (1) = (=)

e it Konstante stetig differenzierbar
(Ze) @ = (1) e 0 + (2) (- (e
e (W o+ (Do (Do (2) o)
=0

fir alle ¢ € [a, b] auBer den (endlich vielen) Punkten wo « méglicherweise nicht differen-
zierbar ist. Da Ze™ stetig auf [a, ] ist, folgt dass Ze " konstant auf [a, b] ist.

lefie = 7<a> efiB(a) — ’7((1) efiArg'y(a) -1
r r(a) r(a)

und somit ist die Behauptung fiir zo = 0 bewiesen.
Um die Behauptung fiir 2y # 0 zu zeigen, wende das obige Verfahren auf I'(t) = ~(t) — zo
(0 ¢ I') an. O

2.3 Windungszahlen

Definition:

Sei 7 ein geschlossener Pfad in C. Dann heift

1 dw .
W, (2) '_271'i/yw—27 z€C\y

WINDUNGSZAHL von 7 im Bezug auf z.
Alternative Notation: Ind,(z) INDEX.
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Lemma 2.10:
C\ 7" 2 z+— W, (z) ist stetig.

Beweis. Sei z € C\ v* beliebig aber fest. Da C \ v* offen 3D, (z) C C\ v* mit r > 0. Sei
nun w € Dr(z). Dann gilt

Abbildung 2.7: Skizze

2mi W, (1) — W, (2)] =

1 1
/ — ds
NS—w S—2

1
< L(v) sup -
sey* S —Ww S —Z
|s — 2z — s+ w| lw — 2| wes
= L(v) sup <L) —7— =0 O
sevt |s—w||s — 2| 232
——

< <

(NI
ol

Satz 2.11:

W, ist eine ganzzahlige Funktion, das heiit W, (C \ 7*) C Z, und W, ist kon-
stant auf jeder Zusammenhangskomponente von C \ v* und verschwindet auf der
unbeschriankten Zusammenhangskomponente von C \ v*
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Bemerkung:

Da ~* kompakt 3 Kreisscheibe D mit v* C D. Da C\ D zusammenhéangend ist
— 3 genau eine unbeschriankte Zusammenhangskomponente von C \ ~*.

Beweis ( ). Sei z € C\ v* beliebig aber fest. Der ergibt () =
z+r(t)e?® a <t < b, wobei r, 0 stiickweise stetig differenzierbar sind (r, 6 abhingig von

z!). Dann gilt
b /
2miW,(2) = / = / () dt
yW—Z a Y(t) —

b r’(t)ew(t) 4 T(t)i@l(t)ew(t)
- / r(t)el?® dt
@) :
— / e 1/a 0'(t)dt = log r(t)|° +i(0(b) — 0(a))
= logr(b) — logr(a) +i(0(b) — 0(a))

=0 <= v(a)=7(b)

und daher ist

0(b) — 6(a)
W,(z) = o
Nun
y(a) =4(b) = r(a)e”® = r(b)e”
PN ei( (B)-6(a) _ 1
0(b) — 0(a) = k - 2m
Q(b) 0(a)
o €l = W,(z) € Z.
Aber W, (z) stetig (aus ) und daher werden zusammenhéngende Mengen

auf zusammenhangende Mengen abgebildet. Somit ist W, konstant auf jeder Zusammen-
hangskomponente von C \ ~*.
Schliefllich gilt

2 [ W, (2)] =

1 1
<L
/ww—z - (’y){vngx — 2|

1 1 |z|—o00

= L(7)— - = L(V)m

0,

und somit ist |W,(z)| < 1 fir |z| groB genug. Daher muss W, (z) = 0 auf der unbeschrankten
——

€z
Zusammenhangskomponente von C \ v* gelten. U
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Bemerkung:

W, (z) = w (aus dem obigen Beweis).
0(b) — 0(a) ergibt die gesamte Argumentsinderung (von v — z) als der Pfad
durchlaufen wird. Grob gesprochen: W, () zéhlt, wie oft sich v um z ,windet* (fiir
jede Windung gegen den Uhrzeigersinn +1, fiir jede Windung im Uhrzeigersinn
—1).
W, ist ein Mafl dafiir, wie oft v den Punkt z umlauft, daher wird es auch
Umlaufzahl genannt.

Beispiel:
L. v:[0,n-27] — C,y1(t) = €. Fiir 2 € D;(0) = {2: |z| < 1} gilt

1 1 1 2w jolt i
W, (2) = W,,(0) —/ ——dw = —/ © dt="onr=n.
0

T oty w—0""  2mi it o
Aus dem Beweis von folgt (mit 6(t) =¢,0 <t < 2nm)
f(n2m) —0(0) n27r—0

2T 27

Abbildung 2.8: 2.11 Beispielkurve 1

2.
—1 ZEKl
W’YZZ 1 ZEKQ
0 ZEKg
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K3
Y2

Abbildung 2.9: 2.11 Beispielkurve 2

1 ZGKl
W’YBZ —1 ZEKQ
0 ZGKg

Abbildung 2.10: 2.11 Beispielkurve 3
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0 0

Abbildung 2.11: 2.11 Beispielkurve 4

Bemerkung:
W, (2) = W,_.(0), wobei (y — 2)(t) == v(t) — 2 Vt € [a, b].

Beispiel (Veranschaulichendes Beispiel):

Sei 7v: [a,b] — C ein geschlossener Pfad mit 0 ¢ v*, der die negative z-Achse in
endlich vielen Punkten A\ = v(¢;)(0 < k < n + 1) schneidet, wobei ty == a < t; <
tg < -+ <t, <b=t,+1, und setze ¢ < g¢ = minj<g<pi1 |tx — tr—1|-

§
%UJ

Abbildung 2.12: Pfad mit endlich vielen Schnittpunkten mit negativer x-Achse

5

Dann gilt

2miW,(0) = L %dw = /ab %ds = kz:/t:kﬂ Mds = lim zn: /ttkﬂ_E 7 (s) ds.

v(s - v(s) e=0 = Jure  Y(S)
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Fir 0 < e < gq gilt v([tx + €, tgr1 — €]) € C~. Somit gilt

2miW,(0) = zi: lim Log(Y(te41 — €)) — Log(y((t + €)))

=lim >  log |[y(tkr1 — €)| — log |7 (tx + €)|
k=0

+ i(Arg(y(tesr — €)) — Arg(y(te + €)))

= > log |[y(tks1)| — log |y(ts)|
k=1

=0, da Teleskopsumme und ~ geschlossen

13 lim(Arg(y(tins —<)) — Arg(y(ti + ©)))
k=1

=:Ag

L. Jm(y(ter1 —€)) > 0,TIm(y(tx +¢€)) > 0 Ve < &.

o

=y

Arg(Y(tk41 —€)) = 7

=y

Arg(y(ty +¢)) = m,

[e=]

also Ay = m — 7 = 0. Keine Windung um 0.

>

N

A
<

Y(Err1) () Y(tk) Y(Ert1)

Abbildung 2.13: Moglichkeit 1

2. Jm(y(tgs1 —€)) > 0,Tm(y(tx +¢)) > 0 Ve < &.

e—0

Arg(Y(tky1 —¢)) = 7

E—r

Arg(y(ty +¢)) = —,

o

also Ay =1 — (—m) = 27, eine Windung um 0 im positiven Sinne.
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W () Yt

N

V(thia) /) Y(t1) Ny

Abbildung 2.14: Moglichkeit 2

3. Im(y(trer —e)) < 0,Im(y(tr, +¢)) < 0 Ve < e.

Arg(v(ter1 — ) = —n

Arg(y(ty + ) = —,

also Ay = —m — (—m) = 0. Keine Windung um 0.

X

v(tx) ¥(trt1 Y(trr1) v (tr)

DS

Abbildung 2.15: Moglichkeit 3

4. Im(y(teyr —€)) < 0,TIm(y(tx +€)) > 0 Ve < &.

Arg(y(tp —€)) = -

Arg(y(tx +€)) S,

also Ay = (—7) — m = 27, eine Windung um 0 im negativen Sinne.
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=
e
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2
=
>
£

Q‘\‘\

=N

g

Abbildung 2.16: Moglichkeit 4

2.4 Der Satz von Cauchy fiir Sterngebiete

Satz 2.%2 (Lemma von Goursat):
Sei 2 C C,p € Q. Falls f stetig auf {2 und holomorph auf Q \ {p} ist, dann gilt

fdz=10
oA

fiir jedes Dreieck A C €.

Beweis. Nehmen wir erst an, dass p ¢ A. Durch Seitenhalbierung zerlegen wir A in 4
kongruente Teildreiecke Aq, Ag, A3, A4. Dann gilt

Abbildung 2.17: Zerlegung von A

< 4 max
1<5<4

fdz
AA,

Y

4
jzl /8 LG

/Mfdz
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denn die Strecken zwischen den Seitenmittelpunkten werden je zweimal, und zwar entge-
gengesetzt durchlaufen, sodass sich die zugehorigen Integrale wegheben. Bezeichne mit A1)
das Dreieck wo das Maximum angenommen wird. Wiederhole dieses Verfahren fiir A®) und
erhalte ein Dreieck A usw. Nach n Schritten entsteht eine Folge A D A 5 ... 5 A®
von Dreiecken so dass gilt
/ fdz
oA

Fiir den Umfang L(OA™) von 9A™ gilt

< g . (2.2)

/8 L

L(OA™) = ;L(ﬁA(”‘”) == ;nL(aA)

Behauptung: N72, A™ besteht aus einem Punkt z, € Q.

Da L(OA™) — 0 (und somit Durchmesser(A™ — 0)), gibt es hochstens einen
Schnittpunkt. Fiir jedes n > 1 wiahle 2, € A(M™. Da A kompakt ist, existiert ein
Hiufungspunkt 2 € A der Folge (2,)n>1. Aus (2,)%%,, € AM™VYm € N und A™)
abgeschlossen folgt nun zy € A™Vm € N. Also gilt

m A(n) = {Zo}.
n=1

Da f komplex differenzierbar in zq ist, so folgt

f(2) = f(20) + (2 = 20) ['(20) + (2 — 20)9(2),

wobei

=S -G=z)f0) 4
9(z) = o
0 Z =2

stetig in zq ist mit g(z9) = 0. Tatséachlich gilt

lim ¢g(z) = lim M

Z—r20 Z—rZ20 z — ZO

— ['(20) = 0= g(20).
Weiters gilt
/aA f(z0) + (z — 20) f'(20)dz = 0 Vm € N,
da die Funktion unter dem Integral eine Stammfunktion besitzt. Daher ist
=0

\/w / dz\ ’ J o F20 + (2 — 20)f'(20) +(z — 20)9(2)d2

/ (z — 20)g(2)dz| < L(OAT™) max |g(2)] |z — 20 (2.3)
A (M) zeA(m) ——
<LOAM)

< L(OA™)? max |g(z)| Vm € N.
zeA(m)
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Wir verwenden in um zu erhalten

/‘M faz /amm fdz
< 4”(L(0A(n)))2 mAaé) g(2)] = 4n@

<4"

= (L(@A))2 max |g(z)] "0
zeA()

weil g stetig und g(zp) = 0. Also gilt
fdz=0.
oA

Sei jetzt p € A. Ist p ein Eckpunkt von A, zum Beispiel p = a, dann machen wir die
folgende Zerlegung

Abbildung 2.18: Zerlegung 1

Aus dem ersten Fall des Beweises folgt, dass

fdz = fdz=0
8A2 8A3

und daher ist [y, fdz = 37, Joa, fdz = Joa, fdz. Wir konnen jetzt A; beliebig klein
machen und die Stetigkeit von f verwenden um herzuleiten

L(3_A>1)

fdz| < L(0A;) max |f(2)]

2€0A1

0

‘ 0N

— /Mfdz=0.

Falls p € A kein Eckpunkt ist, dann machen wir die folgende Zerlegung,
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Abbildung 2.19: Zerlegung 2

um das Problem zum vorherigen Fall zu reduzieren. 0

Satz 2.13 (Integralsatz von Cauchy fiir Sterngebiete):

Sei €2 ein Sterngebiet in C, p € 2 und f: Q — C stetig auf 2 und holomorph auf
Q\ {p}. Dann hat f eine Stammfunktion auf € und fiir jeden geschlossenen Pfad ~y
in Q gilt
/ f(2)dz=0
.

Beweis. Laut dem ist

fdz =0, VYA Dreieck in €.
oA

Nach hat f eine Stammfunktion auf €2 und somit gilt nach

/ fdz = 0 Vv geschlossener Pfad in €.
2l

2.5 Wichtige Folgerungen des Integralsatzes von Cauchy

Satz 2.14 (Die Cauchy’sche Integralformel):
Sei Q2 C C Sterngebiet, v geschlossener Pfad in Q. Falls f € H(2), dann gilt

FRWs() = = [ T

2mi Sy w — 2

dw, Vz € Q\ ~*
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Beweis. Sei z € O\ v*. Betrachte die Funktion
fw)—f(z)
Flw)y=] w= W77
f'(z) w=z.

F ist auf 2 stetig und F' € H(Q\ {z}) und Q ist ein Sterngebiet. Somit diirfen wir den
verwenden um herzuleiten

/F(w)dw—()<:>O—/f(w>dw—f(z)/ dw
o W —Z W — Z
| S—
2mwiW5 (2)
Also gilt f(2)W,(2) = 55 [, {U(i”; dw. O

Wichtiger Spezialfall: Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisscheiben

Seien a € C,y(t) = a+re';t € [0,27],0 < r < R, f € H(Dg(a)) Auf der Zusammen-
hangskomponente D, (a) um C\ ~* ist W, konstant: W, (z) = W,(a) = 1, Vz € D,(a).
Dann gilt

f(

1 w)
f(z) = M/W “Ldw, ¥z € D,(a).

Sei nun z = a oben und setze fiir v ein

1 27 fla+ret)
fla) = i T
mJo a-+ret—a

. 1 2w .
rietdt <= f(a) = / fla+re")dt, Vr € [0, R).
0

T om

Das ist die Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen.

Beispiel:
Sei 9(2) = =5

1. 7:[0,27] - C,(t) =€ g € H(D3(0)), 71 geschlossener Pfad im Sternge-
biet D%(O). Der ergibt

/ gdz = 0.
Y1

2. 721 [0,27] = C,%(t) = 3e". f(z) = 2 holomorph in D3+%(O)
Die Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisscheiben ergibt

I
-l

[SIEN]
~—~
)]
N—

Cosz 2
=gy = oif(2) = 2mie

= —imcos 2.
Y2 & — 2 —
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3. 73: [0,27] = C,~3(t) = 5e't.
COS 2 1 COS 2 COS 2
— dz = — / — d)
/73(7:—2)(7:—4)2 2(732’—4 -2

1
_1 (/ Coszdz_/ coszdz)
2 732—4 732_2

1
= 5(27ri cos4 — 2micos2) = mi(cos 4 — cos 2),

da z — cos z holomorph auf C ist.

Satz 2.15 (Taylorentwicklung):

offen
Sei Q C Cund f € H(Q). Sei a € Q und R > 0 mit Dg(a) C 2. Dann ist f um a in
einer Potenzreihe entwickelbar, das heif3t

f(z) = i}an(z —a)", z € Dgr(a). (2.4)

Die Taylorkoeffizienten a,, werden gegeben durch

fMa) _ 1 / f(w)
= N dw, N, 2.5
¢ n! 271 Jy, (w — a)t! w, mE (2.5)
wobei 7,.(t) = a +re’,t € [0,27] und 0 < r < R.
Bemerkung:
Die Integrale in sind unabhéngig von r. 0 < r < R und der
Konvergenzradius der Potenzreihe in ist > R.
Beweis ( ). Sei 0 < r < R fixiert. Fir jedes z € D,(a) ergibt die
Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisscheiben:
2rif(z) = (w) dw = / Ldw
e W — 2 W —a+a—2

W —a = \w—a

Ll [ LS (2 e
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Fir w € v} (das heifit |w — a| = r) gilt

< —max

‘f(w) z—a)”

—a \Ww —a

71“ wEYS f<w)| <|Z ; a|>

Da @ < 1ist fozo(lz_f(")” konvergent.

Aus dem Weierstraflkriterium folgt nun, dass .77, i (1”3 (;:‘Z)n gleichmafig in w €
konvergiert. Wegen gilt
: > f(w) n
27Tlf(2) = nz:% (/T mdw (Z — CL) .
Somit erhalten wir f(z) = >.7° a,(z —a)", z € D,(a), wobei
1 f(w)
n=-—[ —————dw.
= o /7,« (w — a)ntt v
Laut ist f auf D,(a) beliebig oft differenzierbar mit

f(k)(z) _ i apn(n —1)---(n—k+1)(z — a)n_k,k‘ e N.

Setze z = a oben und erhalte f*) = q,k!Vk € N. Also aj, = f(k,;(“), das ist unabhéngig von

r € (0, R)! Dar € (0, R) beliebig war sind jetzt die und bewiesen.[]

Korollar 2.16: .
Ist feH(Q),QCC, dann ist f beliebig oft komplex differenzierbar auf €2, das heifit
f™ € H(Q) Vn €N,

Bemerkung:
7?7 2.1577 2.16: Kontrast zu R:

o f(z) = x|x| ist differenzierbar auf R mit f’(x) = 2 |z| nicht differenzierbar
in x = 0!
—3 0
. f(z)= g “”éo — feC®R) mit fD(0)=0¥neN = fist
Tr =
in keiner Umgebung von = 0 in einer Potenzreihe um 0 entwickelbar.
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Satz 2.17 (Die Cauchy’sche Formel fiir Ableitungen):

Seien a € C,R > 0, f € H(Dg(a)),r € (0,R) und 7,(t) = a + re',0 < ¢ < 27. Dann
gilt

fP) _ 1 / (wf(M)Hdw,zeDr(a)VnEN

nl 2w —z)"

Beweis. Fir z = a folgt das aus aus . Sei z # a mit
|z —a|] < r.Seid > 0sodass Ds(z) C D,(a) und setze o(t) = z + de', 0 < t < 2. Mittels

Fr = M1 +,U/27
. 0 =01+ 0

Abbildung 2.20: Definitionen fir oy, 09, pi1, 2, v, B

einer vertikalen Gerade durch z machen wir den folgenden Schnitt: fiir jede Halbebene
betrachten wir den geschlossenen Pfad, der aus den entsprechenden , Teilen* von ~, und
o~ und den entsprechenden Geradenstiicken besteht, ndmlich

Rechts: I'y == 1 + a+ 01+ 8
Links: I'y = g + 8~ + 09 + ~

Jeder Pfad T ist in einem Sterngebiet Dg(a) \ {z} enthalten (z. B. ist I'y im Sterngebiet
Drg(a) \ [A, z] enthalten, siehe ), wo ¢ konstant ist. Aus dem
folgt

/ g-(w)dw =0

Ly
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Abbildung 2.21: T’y

fir k=1,2

l

(e}

Il
—

g.(w)dw + /1“2 g-(w)dw
] g-(w)dw + /U_ g-(w)dw

/% g-(w)dw — /ng(w)dw.

Weil 01 + 09 = 07 und py + p2 = . und die Integrale léngs der Geradenstiicke sich
wegheben. Aus Theorem 2.15 folgt

w w 2.15 (n) zZ .
/v(wf#dw:/a(wf#dw_: 1 )~27T1.

— Z)ntl — z)nHl nl ]

k

I
S~

Beispiel:
L. () =€ 0<t<2m.

1
2

/ sin,i: ds — 27Tisin(3)(%) _ 2mi(— cos(1)) _ __ micos

2. y(t) = 2e*,0 <t < 2r.
I —
Z
f(z) = === € H(D5(0)). v* € D3(0) =

(2+5)
(ziE)) f”(O)
= [y 7d2 B IT
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1= () = <i5 - <z+15>2>
o= (s - i e )

z+5 (z+5)2 (2+52  (2+5)3
1 2 2 17

" _ - = a0
f<0)_5 25+125 125

Beweisen wir jetzt die Umkehrung von dem

Satz 2.18 (Satz von Morera):
Sei ) C C offen und f: 2 — C stetig. Falls

/ f(z)dz =0 VA C Q Dreieck,
oA

dann gilt f € H(Q).

Beweis. Seiz € Qund Dg(z) C 2. Da Dg(z) ein Sterngebiet ist, folgt nun aus :
dass f eine Stammfunktion auf Dg(z) besitzt. F' = f. Aulerdem aus ist

f € H(Dg(2)). 0
Folgerung: f stetig auf QOfEnC,f eHOQ\ {p}) = [feH.

Beweis. f stetig auf 0, f € H(Q\ {p}) = [ya fdz =0, VA C QDreieck. = f €
H(Q). O

2.6 Nulistellen

Sei 2 C C Gebiet, f: Q@ — C holomorph. Wir nennen N(f) = {a € Q: f(a) = 0} die
NULLSTELLENMENGE von f.

o Da f stetic = N(f) = f~1({0}) abgeschlossen in €.

« Seia € N(f). Laut Ir > 0mit f(2) =302 an(z—a)"Vz € D,(a) C Q,
wobei a9 = f(a) = 0. Es gibt genau 2 Moglichkeiten
1. a, =0Vn e N < f=0auf D,(a)

2. I3m =m(a) € N\ {0}, sodass ay = -+ = ap—1 = 0 und a,, # 0. In diesem Fall
heifit a eine NULLSTELLE DER ORDNUNG m von f.
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Satz 2.19:

offen
Sei Q CC, f € H(2) und a € 2 eine Nullstelle der Ordnung m von f (m > 1). Dann
existiert g € H(2) mit g(a) # 0, sodass

f(z) = (z—a)™ - g(2), 2 € 2.

Zusétzlich ist a kein Haufungspunkt von N(f), das heifit a ist ein ISOLIERTER PUNKT
von N(f) (<= 3 eine Umgebung von a, die keine andere Nullstelle von f aufler a
enthélt).

Beweis. a Nullstelle der Ordnung m von f. = 3D,.(a) C 2 mit r > 0 sodass

f(z)= ki ap(z —a)*, z € D,(a) und a,, # 0
=(z—a)" i ak(z—a)k_m
=(z—a)" iam+n(z —a)" (2.6)
9(2)

Setze
g<z):{<z—a> f(z) =€\ {a)

A, zZ = a.

Es gilt f(2) = (z —a)"g(2) und g € H(Q2\ {a}). Fir z € D,(a) ist aus
() = 3l = )"

gegeben — ¢ € H(Q). Da g(a) = a,, # 0 und g stetig in @ = Je > 0 mit
g(z) #0Vz € D.(a). Daraus folgt

f(z) = (z=a)"g(z) # 0Vz € Dc(a) \ {a}

—> D.(a) enthélt keine andere Nullstelle von f aufier a. = a ist ein isolierter Punkt
von N(f). O

Zusammengefasst:

a Nullstelle endlicher Ordnung = a isolierter Punkt von N(f)

eN
¢ (f) { a keine Nullstelle endlicher Ordnung = 3r > 0: f =0 auf D,(a)
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Satz 2.20:

Sei 2 C C ein Gebiet und f € H(Q2). Dann gilt f = 0 auf Q2 oder N(f) hat keinen
Héufungspunkt in € und ist in diesem Fall hochstens abzéahlbar.

Beweis. Sei H die Menge aller Haufungspunkte von N(f) in Q. f stetig =— H C N(f)

Beh. 1 H offen. Sei a € H beliebig. Wegen ist a keine Nullstelle endlicher
Ordnung von f, das heifit 3r > 0 mit f =0 auf D,.(a) CQ = D,(a) CH = H
offen.

Beh. 2 2\ H offen. Sei z € Q\ H. Da z kein Haufungspunkt von N(f) = Je > 0 mit
D.(z) C .

D.(2) " N(f) C {z} H%g) D(:)NH=0 < D.(2)C Q\ H — Beh. 2

Also HU(Q\ H),H,Q \ H offen und Q Gebiet = entweder H = €, das heifit f =0
auf 2 oder H = (), das heit N(f) hat keinen Haufungspunkt in €.
Es bleibt zu zeigen, dass N(f) hochstens abzéhlbar ist, falls f # 0. Falls f # 0, dann
gilt
Vz € N(f)35, > 0 mit Ds_(2) N N(f) ={z}

Vz,w € N(f),z # w 6,,0, < |z —w| = %, %w < |Z—g2| Daher ist Ds..)y N Dy = 0.

2 2
Da Q x Q dicht in R? ist, diirfen wir Vz € N(f) einen Punkt

(p. +iq.) € Ds. (2) N (Q x Q)

2z
2

wéhlen. Somit erhalten wir eine injektive Abbildung ®: N(f) — Q x Q mit ®(z) = p, +iq..
Also gilt |[N(f)] < |Q x Q] = N(f) hochstens abzahlbar. O

Satz 2.21 (Identitédtssatz fiir holomorphe Funktionen):

Sei 2 C C ein Gebiet, f,g € H(2) und setze M = {z € Q: f(2) = g(2)}. Falls M
einen Haufungspunkt in €2 besitzt, dann gilt f = g auf €.

Beweis. Sei h = f—¢g = h € H(Q2) und N(h) = M. Wegen gilt h =0
auf Q. O

61



Bemerkung:

1. Die Voraussetzung, dass €2 ein Gebiet ist in 7?7 2.2077 2.21 ist wesentlich:
Q= D;1(0) U Dy(5)

f(z) =

{0 2 € Di(0) e feH@)

-1 ze€ D1(5)

aber f =0 auf D;(0) und f # 0 auf Q!

2. Kontrast zur reellen Differenzierbarkeit.

f<$)_{e_i x>0

0 z <0
ist eine C°°(R)-Funktion und die Nullstellen, zum Beispiel z,, = —% haufen
sich in 0. )
e 2sint z#0
) = T
5z) { 0 z=0.

fo € C*°(R) und mit z, = = — 0 fir K € N,k > 1 und f(zy) = 0 aber
f # 0 auf R.

3. Die Nullstellen holomorpher Funktionen kénnen sich wohl gegen den Rand
der Definitionsmenge héufen.

e f3(z) =sinl, Q=C\{0}. f3 € H(Q). Der Rand 9Q = {0}.

N(fs) = {klﬂ keZ\{O}} und ;r’“i?"o

o fu(z) = cos1,Q = C\ {1}, fs € H(Q). Nullstellen: £ = (2k +

1 z—1
e . _ (2k+1)5+1 k—oo

Korollar 2.22:

Sei  C C ein Gebiet, f € H(Q) und a € Q. Falls f(a) = 0(n € N), dann ist f =0
auf €.

Satz 2.23:
Sei 2 ein Gebiet und f € H () mit f(z) # 0Vz € Q. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent:
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1. f besitzt einen holomorphen Logarithmus auf Q, das heiit 3g € H () mit
ed = f auf Q.

2. fTI hat eine Stammfunktion auf ).

Beweis.

!

=2 f=et = [meg=fg B gL —
tion auf €.

[

hat eine Stammfunk-

— 1 Sei F € H(Q) mit F' =

pil
e

(e—Ff)/ — e—Ffl_e—FF/f — e—F (f/ _ {;f) = 0.
Da Q ein Gebiet ist, gilt fe ¥ =a auf Q mit a #0,da f #0 —

f — CLGF — |CL‘ elArgaeF _ eF+10g|a\+1Arga — eg’

wobei g = F +log |a| + 1 Arga € H(N).

O
Korollar 2.24:
Falls 2 Sterngebiet, f € H () mit f(z) # 0Vz € 2, dann besitzt f einen holomorphen
Logarithmus.
Beweis. f(z) # 0Vz € Q = f7/ € H(Q) 4 Stermgebiet f?, hat eine Stammfunktion auf
(2 = Behauptung. OJ

2.7 Das Maximumprinzip und Cauchy’sche
Abschatzungen, der Satz von Liouville

Lemma 2.25:

Sei 2 C C Gebiet und f € H(2) mit |f| konstant auf Q. Dann ist f konstant auf 2.

Beweis (1). Sei u = Re f,v = IJm f. Da |f| konstant, 3k € R, sodass

IfI? =u? + 0 =k. (2.7)
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Falls k = 0 ist offensichtlich f = 0 auf €. Sei nun £ > 0. Wir differenzieren nach z, bzw y
in und erhalten

2uuy + 2vv, =0 R 0 (2.8a)
2uuy + 200y =0 Tt U, +uuy = 0 (2.8b)
k>0
—
u- +ov- ergibt nun (u? +v?)u, =0 = wu, = 0. Analog ergibt v - —u- ,
dass u, = 0. = wegen (2 Gebiet, dass u konstant auf €2. Aus den Cauchy-Riemann
Gleichungen folgt nun, dass v auf {2 konstant ist. 0J

Beweis (2, Geometrisch). Sei |f| = k > 0. Angenommen 3z, € Q mit f'(29) # 0. Dann
ist f winkeltreu um zy. Sei 6 > 0 mit Ds(29) C §2 und betrachte

1 (t) = 2 + ¢, _5<t<$
Y2(t) = 20 + it, —§<t<3.

71,72 schneiden sich senkrecht in v (0) = 72(0) = 2 | Winkeltrewe B Qkcurven [ = fomy,Iy=
f © 72 schneiden sich senkrecht in I'; (0) = I'(0) = ( ) Aber |I'1(t)] = [T2(t)| = k. =
der Winkel zwischen I'; und I’y in I';(0) = T'5(0) ist entweder 0 oder 7w. Widerspruch,

= f')(2) =0Vz € Q = f konstant. O
Satz 2.26:
Sei Q Gebiet, f € H(Q). Falls Ja € Q mit
|f(a)| = sup[f ()], (2.9)
z€Q)

dann ist f konstant auf €.

Beweis. Sei a € €, das erfullt und R > 0 sodass Dg(a) C €. Aus der
Mittelwerteigenschaft folgt

1 2r .
/ fla+re*)dt, 0 <r < R.

f(a):% 0

Daraus folgt

F@) < o [ |+ ret)]at

o [ @l < 5 [T ret)

2T 27 Jo
<:>/ |—‘fa—|—re)dt<0

=:g(t)>0

dt
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Da g(t) = [f(a)| = [f(a +re)[ > 0 gilt

27 2m
0< / g(t)dt <0 <= / g(t)dt = 0.
0 0

Aus der Stetigkeit von g folgt nun g = 0 auf [0, 27]. Also ist

‘f(a + re')

= |f(a)| Vr € [0, R),Vt € [0, 27],

das heit |f| = |f(a)| auf Dg(a). Wegen gilt f= f(a) auf Dgr(a) = f=
f(a) auf Q. O

Korollar 2.27 (Maximumprinzip):

Sei G C C ein beschrianktes Gebiet und f: G — C stetig, nicht konstant auf G, mit
f € H(G). Dann nimmt | f| ihr Maximum auf 0G an.

Beweis. G kompakt und |f| stetig auf G = Ja € G mit |f(a)] = max, 5 |f(2)]. Aus
folgt @ € 0G, da f nicht konstant auf G ist. O

Satz 2.28 (Cauchy’sche Abschitzungen):
Sei U offen, a € U und r > 0 sodass D,(a) C U. Falls f € H(U), dann gilt Vn € N:

‘f(m(a)‘ < — max |f(2)]

T |z—al=r

Beweis. Sei y(t) = a +re®,0 <t < 27. Aus und folgt
(w) nl f(w)]  nl 2
— YN 7 < = W\
Definition:

Eine Funktion f € H(C) heifit cANZE Funktion.

Satz 2.29 (Satz von Liouville):

Jede beschrankte ganze Funktion ist konstant.
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Beweis. Sei f € H(C) und a € C beliebig, M € Ry, sodass |f(z)] < M,z € C. Nach
gilt fiirn =1

|f'(a)] < b onax If(2)| < Af, Vr > 0.

T |z—al=r
Fir r — oo erhalten wir |f'(a)| =0 = f’(a) = 0Va € C = f konstant auf C. O

Kontrast zu R: C*°(R) Funktionen sin, cos, arctan, z + H% beschriankt, aber nicht
konstant!

Korollar (Fundamentalsatz der Algebra):

Jedes nicht konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Beweis. Nehmen indirekt an, dass 3p(z) = ag + a1z + - - - + a,2™ mit a,, # 0,n > 1 und
p(z) # 0Vz € C. Dann ist ]% € H(C). Es gilt

k |z]=00

n—1
p(2)] = lag + a1z + -+ + an2"| > lan| 2" = > |ax| [2]" "= +oo.
k=0

Dann gilt lim|,|_ e |-=| = 0 und somit IR > 0 sodass -~ < 1, fiir |z| > R. Mit
2] p(z) p(z)
1

M = max.|<p 7 8ilt nun ’ﬁ‘ < max{1l, M}. Laut dem muss % und
somit auch p konstant sein, ein Widerspruch. [l

Alternativ hiatte man diesen Beweis auch mittels Maximumprinzip fithren kénnen.

Satz 2.30 (Weierstraf3’scher Konvergenzsatz):
Sei U C C offen, f, € H(U)(n € N), sodass (f,), gleichméaBig auf allen kompakten
Teilmengen von U gegen f: U — C konvergiert. Dann ist f € H(U) und es gilt

f BB ) VK C U kompakt, VE € N.

Beweis. f stetig auf U als gleichméfliger Limes stetiger Funktionen. Fiir jedes Dreieck

A C U gilt
/ fdz = lim/ fandz = 0.
oA n—o0 Joa
-0
Nach dem ist f € H(U). Es geniigt die 2. Behauptung fir £ = 1 zu
zeigen.
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Abbildung 2.22: Skizze

Sei K C U kompakt. Dann gilt dist(K, U¢) > 0, weil K kompakt, U¢ abgeschlossen und
KNU®=0. Mit 0 < r < BT wilt K Ui Do(2) = V. Dannist K ¢V CV C U,
V beschrinkt = V kompakt.

Nach den gilt
1
sup | f,(2) — f/(2)| = sup [(fn — f)'(2)| < sup — max |(f, — f)(w)]
2€K 2€K 2€K Ty lw—z|=r;
1 1 n o0
< sup (T (7, = D))l ) = (4~ )] 0
zeK \ T weV T weV
/ glolchmaﬁlg
Also gilt f], i 1l U

Bemerkung:

Kontrast zu reell differenzierbaren Funktionen: Betrachte die Weierstraf$funktion

o0

Z os(21%7x).

Die Partialsummen

Coo( Z 21k ) glei;lj_;?ﬂzﬁig f

und somit ist f stetig. Man kann aber zeigen, dass f nirgendwo differenzierbar ist.
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2.8 Singularitaten

Definition:
Sei Q C C offen, a € Q. Falls f € H(Q2\ {a}) heiBt a ISOLIERTE SINGULARITAT von

f.

1. a heifit HEBBARE Singularitdt von f, falls f nach a holomorph fortzusetzen ist,
das heifit f € H(Q) mit f|Q\{a} = f.

2. Sei m € N\ {0}. a heit PoL m-ter Ordnung von f, falls 3 g € H(2) mit
g(a) # 0 sodass

f(2) = — 9(2), Yz € 2\ {a}.

(z—a

3. a heiflt WESENTLICHE Singularitdt von f, falls a kein Pol und keine hebbare
Singularitdt von f ist.

Satz 2.31:
Sei f € H(Q2\ {a}). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f hat eine hebbare Singularitit in a,
2. Jlim,_,, f(z) € C,

3. Ir >0 mit D.(a) ={2€C:0< |z—al <r}und f ist beschrankt auf D/ (a).

Bewess. — — ist klar.

= [: Definieren

Offensichtlich h € H(Q2\ {a}). Es gilt

— a2 f(2) — .
3n'(a) = lim (z—a)yf(z) =0y beschrinkt
e (z—7) um a

und somit ist h € H(Q2) mit h(a) = h'(a) = 0, das heiBt a ist Nullstelle > 2. Ordnung
fir h. Laut dg € H(2) mit

h(z) = (z — a)?g(z) Vz € Q.

0

Also ist
f(2) = (z = a)*h(z) = g(2) ¥z € Q\ {a}
holomorph nach z = a fortzusetzen (durch die Definition f(a) := g(a)). O
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Beispiel:
1. f(z) =

sin z

2 f € H(C\ {0)).
1> . »2n+1 3 o0 . ~2n
6= XY g = 2 ey

Die Potenzreihe konvergiert auf ganz C, mit f(0) := 1 erhalten wir eine
Funktion f € #H(C). Insbesondere

Bemerkung 2.32:
Es gilt lim,_,

sin z

= =1
2. f(2) = ==—.
2 1 — 1
lim f(z) = lim of o = lim ——— "= lim —
z—0 z—0 En—Z e~ z—0 Zn:2 = z—0 Zk:O m
1 1 1
=lm——=—==17=2
=0g(2)  g(0) 3

mit g(z) == >3, (szkz), € H(C) = g stetig in 0. Also hat f eine hebbare
Singularitét.

Bemerkung:

Die Aussage in |heorem 231 ist im Allgemeinen falsch fiir nicht isolierte Singu-
laritéten.

Logz =log|z| +iArgz, —m < Argz <

ist in keinem x € R_ stetig fortsetzbar. Va € R_ ist a keine isolierte Singularitét.
Fir a < 0und |z —a| < % gilt

bar

|Log z| < |log |z|| + |i Arg z| < max{
—_———

<m

3 |al la|
log —1, |log —
0g 5 | ) | 0g 5

Satz 2.33:

Sei f € H(Q2\ {a}). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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1. a ist Pol m-ter Ordnung von f (m > 1),

2. Jer,...,em €Clepy # 0 sodass f — YL 17 )k eine hebbare Singularitdt in a
hat,

3. dlim, ,,(z —a)"f(z) € C\ {0}

Beweis. | = 2: a Pol m-ter Ordnung = dg € H(Q2) mit g(a) # 0, sodass

F2) = (o agt(e). 2 € 2\ {a),
Aus dr > 0 sodass
g(z) = i)an(z —a)", Vz € D,(a)

mit ag = g(a) # 0. Daraus folgt Vz € D.(a)

[e’s) m—1 0
=S alma =S
n=0 n=0 n=m
agp aq Am—1 >
= — + — 4+ + ) appm(2
(z—a) (z —a)m1 (z—a) =

=h(2),h€H(Dr(a))

und ag # 0. Die Behauptung folgt mit ¢, = @y, _g-

= 3: Sei h(z) = f(z) — 2L | e~ Dann gilt
lim(= — )" (2) = lim(= — )" ( 3 )
=lim (z —a)™ h(z )+cl( a)" e (z—a)™
Z—rQ \ N ;
—0 —h(a) —0
—
—0
=cm # 0.
= 11 Aus hat g(z) = (z — a)" f(z) eine hebbare Singularitit in a. Also
ist
1
1) = = )
mit g € H(Q2) und
g(a) = lim(z — @)™ f(2) #0 -
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Beispiel:

ORS-H

3 3

. . . z

hmzzf(z):hm ——cosz = lim ( — cosz=1#0
z—0 z—0 s1n° z z—0 \ SIn 2

— f hat einen Pol 2. Ordnung in z = a.

Satz 2.34 (Satz von Casorati-Weierstraf):

Sei f € H(2\ {a}) sodass a eine wesentliche Singularitdt von f ist. Dann gilt Vr > 0
mit D,(a) C Q ist die Menge f(D..(a)) dicht in C, das heifit

Vw € CVe > 03z € D.(a) mit |f(z) — w| < e.

Aquivalent: Vr > 0 mit D,(a) C Q gilt

f(Dy(a)) = C.

Beweis (Indirekt). Nehme an 3r > 0 sodass f(D..(a)) nicht dicht in Cist. Dann Jw € C
und ¢ > 0 sodass
|f(z) —w| >46, Vz € D..

Betrachte )
9(z) = ———, z € Di(a). (2.10)
=@ w
Dann gilt g € H(D.(a)) und |g(z)| < 3 Vz € D.. Laut hat g eine hebbare
Singularitat in a. Bezeichne ,wieder” mit g die Erweiterung von g zu D, (a).

Fall 1: g(a) # 0 Aus ist g(z) # 0Vz € D,(a) und daher ist % € H(D,(a)).

Dann ist f(z) = w+ le), z € D! (a) eine hebbare Singularitit in a, ein Widerspruch.

Fall 2: g hat eine Nullstelle der Ordnung m > 1 in a. Dann 3h € H(D,(a)) mit h(a) # 0

und ¢(z) = (z — a)™h(z), Yz € D,(a). Wegen gilt h(z) # 0 auf
D, (a) und somit ist + € H(D,(a)). Wir erhalten

m 1
“”:w+mw:w+u—@mma:u—@m@“‘” +M@>

=(2)

mit ¢(a) = ﬁ #0, ¢y € H(D,(a)) = a Pol m-ter Ordnung von f. Widerspruch!
O

71



Korollar 2.35:
feH(Q\ {a}) hat einen Pol in z = a <= lim, . |f(2)| = +o0.

Beweis. = : f(z) = ﬁg(z) mit ¢ € H(Q),g(a) # 0,m > 1. = |f(2)| =

ﬁ l9(2)] =" 0.

<= : Wegen ist a keine hebbare Singularitat von f. Wegen dem
ist a keine wesentliche Singularitat fir f, weil

lim|f(z)| =400 = F6>0:0<|z—a|] <0 = |f(2)| >1

zZ—a

— f(Dj(a)) C C\ D;(0) nicht dicht in C. O

Beispiel:

f(z) = = hat eine wesentliche Singularitét in z = 0.

1 4 n—o0
f() —en? =e¢ ™ "2¥ 0,

aber

—il
=
Fiir fiz gilt f(z) = {e 770 it c=(R).
0 T =
Bemerkung: Ein starkeres Ergebnis als im gilt:

Satz (Der grofle Satz von Picard):

Falls a eine wesentliche Singularitat fur f € H(Q \ {a}) ist, dann gilt: ¥r > 0 mit
D,(a) C Qist f(D.(a)) entweder ganz C (wie zum Beispiel fiir f(z) =sin1) oder C
mit Ausnahme eines einzigen Punktes (wie fir f(z) = e*, wo 0 nicht angenommen
wird).
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2.9 Satz der offenen Abbildung

Definition:

Sei U C C offen. f: U — C heifit offene Abbildung, wenn das Bild f(V') jeder offenen
Menge V' C U offen ist.

Bemerkung:
f: A— C stetig <= VO C C offen ist f~1(O) offen in A.

Korollar 2.36 (zum Maximumprinzip):

Sei 2 C C Gebiet und f € H(Q2). Falls f nicht konstant auf €2 ist und Ja € Q mit
|f(a)| = inf,cq | f(2)], dann FJw € Q mit f(w) = 0.

Beweis (Indirekt). Nehme an f(z) # 0Vz € . Dann gilt % € H(2). Da

1 1 1

—_— :Sup = =

1 1
)| zealf(2)] infealf(2)] If(a)!_‘f(a)

ergibt das Maximumprinzip fiir %, dass % konstant auf {2 ist. Somit muss auch f konstant
sein. Widerspruch! O

sup
z€Q

)

Satz 2.37 (Satz der offenen Abbildung):

Sei U C C offen und f € H(U), sodass f nirgends lokal konstant ist. Dann ist f eine
offene Abbildung.

Beweis. Sei @ C U offen und ¢ € @ beliebig. Wir miissen zeigen, dass f(Q) ein offene
Kreisscheibe um f(c) enthélt. OBdA f(c) = 0, sonst betrachte z — f(z) — f(c) statt f
und bemerke, dass Verschiebungen offener Kreisscheiben offene Kreisscheiben sind. Da f
um ¢ nicht konstant (= 0) ist, ist ¢ eine Nullstelle endlicher Ordnung (das heifit isolierte
Nullstelle). Dann 3V Kreisscheibe um ¢ mit V. C Q und f(z) # 0Vz € V \ {c}. Sei
6 = $min.cov |f(2)| > 0. Behauptung: Ds(0) C f(Q). Sei b € Ds(0). Dann gilt fiir alle
z € dV. ”s

[f(2) = bl = [f(2)| = [b] = min [f(2)] =0 =& > [b] = |f(c) = b],
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und somit wird min, 3| f(2) — b| nicht auf 0V angenommen, das heiit I\ € V' mit
[f(A) = b = min | f(z) = b = Inf [f(z) 0],
zeV zeV

angewandt auf z — f(z) — Z eV mit f(2') —b =0, das heifdt
d f f b) 32 eV f(Z) =10 das heif3

Nach
O

b€ f(Q) = Behauptung.

Bemerkung:
Der obige ist im Allgemeinen falsch fiir Funktionen die

C°°(R) sind. Zum Beispiel ist fiir f: R — R mit f(x) = z?, firr das f € C®(R)
gilt f(R) = [0,00) nicht offen in R.

Satz 2.38:
Sei U C C offen und f € H(U) injektiv. Dann ist f~*: f(U) — U holomorph und es
gilt
1
N =—— ¥z e f(U).
(&) = gy Y € O)

Insbesondere f'(z) #0Vz € U.

Beweis. f(U) ist offen und f~': f(U) — U ist stetig. Sei Z = {z € U: f'(z) = 0}. Z hat
keinen Haufungspunkt in U. = U\Z offen = f(U\Z) offen und f(U\Z) = f(U)\f(Z)

weil f: U — f(U) bijektiv.
Behauptung: f~': f(U\ Z) — U \ Z holomorph. Sei b € f(U\ Z),a = f71(b) €

U\Z = f'(a) #0.8Sei 2z, = b, 2z, € f(U\ Z), 2z, # ).

f_l(zn) — f_l(b) — lim Wn — a — 1 — 1
wn=f~1(zn) =1 (0)=a "> f(wy) — fla)  f'a)  f/(f7UD))

— () = M e f(U)\ £(2)

= (fTYOf () =1Vbe fU)\ f(2).

lim

n—00 Zp — b

(2.11)

f(Z) hat keinen Héufungspunkt in f(U) = Vz € f(Z) ist hebbare Singularitiat von
0

[ = gilt iiberall.

2.10 Aligemeine Versionen des Cauchy’schen
Integralsatzes
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Definition:

Seien 2 C C offen, 71, ...,7, geschlossene Pfade in 2, mq,...,m, € Z. Die formale
Summe [' = myvy; + mays + - - - + My Y, heilt ZYKLUS in Q mit Trager [ = U?:1 7;.
Fir f € C(I™) sei Jp fdz =37 m; [, fdz.

Wi(z) = 1/F

27

1

w—z

dw zeC\I™.

Es gilt
Wi(z) = 3 m, W, (2)

L) =3 my| L)

Fragestellung: Gegeben eine offene Menge 2 C C. Kann man die Zyklen I' C
charakterisieren, fiir die

[ faz=0 vren@) (2.12)
r
gilt?
Bemerkung:
Vz € C\ Qist f(w) = = holomorph auf Q2. Fall gilt, dann
muss "
= / fdw = / dw = 2miWr(z) ¥z e C\ Q. (2.13)
r rw— 2
Also ist notwendig fiir
zeigt <~

Satz 2.39 (Homologie-Version des Cauchy’schen Integralsatzes):

Sei 2 C C offen, f € H(2),I" ein Zyklus in Q mit Wr(z) = 0 Vz € C\ Q(also I'
NULLHOMOLOG in §2). Dann gilt

We(2)f(2) = o [ L)

2riJrw — z

dw Vz € Q\ T (2.14)

und

/Ffdw — 0. (2.15)
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Beweis (Skizze). Schritt 1:

LI s e o (2.16)

0=—f(z)Wr(z) + 2riJrw — z

=:h(z)

Lo fw) = f(2)
—Z—M/F—dw

w zZ

=g(z,w)

Setze

f(z)=f(w)
g(z,w) = w e (z,w) € Q2 x
f'(z) z=w

h(z) :/g(z,w)dw z €
r
<= h=0auf Q\ I

Schritt 2: Behauptung: h € H(f2). Zuerst zeigen wir, dass g stetig auf {2 x € ist.
o In Punkten (z,w) mit z # w ist das klar.

« Fir Punkte (a,a) € 2 x § folgt die Stetigkeit aus
1

Z =W Jw,z]
L w,z a,a
<My 15— ) 3 0
’Z - ’LU’ refw,z)
da f’ stetig in a.
N>z, =2z
|h’<zn) - h(2)| = ’/Fg(zmw) - g(z,w)dw < L(F) SU-IF) |g(zn,w) - g(sz)| n1>>00 0.
we

Also ist g stetig auf 2 x Q und somit ist g gleichméafig stetig auf kompakten
Teilmengen von 2 x €. Daher ist h stetig auf €.

Sei nun A C € ein Dreieck. Wegen dem Satz von Fubini und dem

hdz:/ /g(z,w)dwdz
oA oa Jr

:// g(z,w)dzdw =0
rJoa

=0

weil z — g(z,w) eine hebbare Singularitat hat in z = w, wobei w fest ist. Der
ergibt h € H(Q).
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Schritt 3: Wir zeigen h = 0 auf 2. Sei ; = {z € C\I"™: Wr(2) =0} (C\ Q) C ).
offen als Vereinigung der Zusammenhangskomponenten von C\ I'* wo Wr = 0 gilt.
Sei nun
[ fw)

rw—=z

ha(z)
Aus dem Satz von Fubini und dem folgt, dass hy € H(£21). Sei

AA
I
w

dw, z € €.

Abbildung 2.23: Schritt 3 Homologie Cauchy

ACQ cC\I'*. AnT =0, weil A, T kompakt |w — z| > dist(A, K) = § > 0 fur
wel* zeA.

f(w) 1
s rw—zdwdzz/r“w)/aﬂi"’*jdw:@

=0

Aus Schritt 1: hy(z) = h(z) V2 € QN Q; (da Wr(z) = 0 Vz € QN Q). Laut
Voraussetzung C\ 2 C ©y, also QU Q; = C (da Q und Q; offen und # () folgt aus C
zusammenhéngend, dass Q N Q; # ().

Dann ist
hl (Z) A Ql

=) = {h(z) z €}

wohldefiniert und ® € H(C). ©; enthélt die unbeschrinkte Zusammenhangskompo-
nente von C \ I'* und somit gilt

lin [0(:)] = lim ()| = tim | [ L) dw‘ﬁ lim L(1) max 2
|z| =00 |z| =00 |z| w00 [JT W — 2 2| =00 wel™ |w —Z]
Fw)]

flw)] g

< L(T) max dist(z, ™)

wer* dist(z, ')

= M0

Daher ist ® € H(C) beschrankt = ® konstant — ® =0 auf C = h =0 auf
Q.
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Schritt 4: Wir zeigen, dass gilt. Sei a € '\ I'* und betrachte F(z) =
(z—a)f(z),z € Q. Verwende auf F' fir z = a:

0= Fla)Wr(a /Mf w)

27r1

Korollar:
Sei 2 C C offen, f € H(R2). Sind I'; und T'y Zyklen in Q mit Wr, (2) = Wr,(2) Vz €
C\ Q (also I';, 'y HOMOLOG in ), dann gilt

[ fdz= /F i

Satz 2.40 (Laurentreihenentwicklung):

Fir 0 < ryp < Ry < 00,a € C betrachte den Kreisring D, g,(a) = {z € C: 1y <
|z —al] < Ro} um a. Falls f € H(D,, g,(a)), dann ist f in einer Laurentreihe

o0

f(z) = Z an(z —a)", z € Dy gy(a),

n=—oo

entwickelbar, die gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von D, g,(a) kon-
vergiert, und

ay = 1/ (wf(w>dw Vn € Z, (2.17)

27i Jy, — a)*tl
wobei 7,(t) = a + ge',t € [0, 27],79 < g < R.

v, (t) = a+ ge',t € [0, 2]
und ro < g < Ry

DTO,RO

Abbildung 2.24: Kreisring um a und ~,
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Abbildung 2.25: Beweisskizze Laurentreihenentwicklung

Beweis. Behauptung: Das Integral in ist unabhéngig von g € (rg, Ro).
Sei rg < r < R < Ry und setze I' = yg — v,. Fiir 2 € C\ D, g, (a) gilt
1—-1 |2| <o
Wr(z) =W,.(z) = W. = =0
Weiter ist w — ¢ £ S‘Q — holomorph in D,, g,(a). Aus folgt nun
f(w) f(w) f(w)
O:/id:/id—/id = Behauptung.
r (w — a)nt! w e (W — @)t w . (w—a)n w cliauptung
Fir z € D, gr,(a) ergibt , dass
_ L fw)

f(z) = f(z)Wr(2) dw

2riJrw — 2

= 2rif(z) = @) gy — [ L) 4, (2.18)
yr W — 2 v W — 2
Genau so wie im Beweis von erhalten wir fiir das erste Integral oben

(w)dw:i</mwf(“’)dw>.(z_a)"fm |z —a| < R, (2.19)

_ _ n+1
vr W — 2 = a)

=:27ian

wobei die obige Reihe gleichméflig auf jeder kompakten Teilmenge von Dg(a) konvergiert.
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Betrachte jetzt fur |z —a| > r:

z
> f(w) 1
eichméflige Konvergenz: = d
gleichméaBige K g ,;(lyr(w—a)”w (Z—a)"H
> f(w) > 1
=n = d
k=n+1 ;(/ﬁ (w_a>(fk)+1 (Z—Cl)k
2mia_g
=2miY ay(z—a)™" Vzi|z—al>r (2.20)
k=1

Setze nun A\ = . Dann gilt
1
|z —a|>7r <= 0< |\ < -
r

und Y72, a_xA* konvergiert fiir |\ < % Daher ist ihr Konvergenzradius > % und somit
konvergiert 3°7°, a_p A gleichméif)ig fiur [\ < 1, Vg >r (g >r < é < 1). Also

konvergiert 3% a_x oy a)k gleichmaBig fur Ta| < % < J|z—a| > g. Da r,R mit
ro <1 < R < Ry beliebig waren, folgt nun aus den bis
Z (z—a)" —l—Zakz—a = > an(z—a)"

konvergiert gleichméfig  konvergiert gleichméBig
fiir |z—a|<g2<Ro fiir |z—a|>g1>70 O

konvergiert gleichméfig auf ro < g1 < |2 —a| < g2 < Ry.

Beispiel:
1. Fir z #0:
o2 © ] 1
e‘}'ez_ZHZ +1 kz_:kiik
also ag = z,a; = ﬁ
2. f(2) = ;53 — ; = 355 Zwei Singularititen, z = 0,2 = 2.

a) 0 < |z| < 2. Die Laurententwicklung um z = 0 ist

1 1 1 1 1&2"

fA)=—t =725 525
2 —21-%2 2z 252
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Abbildung 2.26: Konvergenzbereich Laurentreihenentwicklung

b) 2| >2 < ‘§‘<1.

1 1 1 1 1& /2\"
=2 =+ 2 0)
1 00 0 9n 00 2]671
= —— 2” —n—1 fr =

Idee: I' C U offen, f € H(U), wenn I' sich nur um endlich viele Singularititen by, . .., by
von f windet,

Aﬂhzi?%@ﬁéf@,

wobei p
2z
(2 —b)d :/
> an(z —b;)"dz s

J neZ Vi J

a_1 = 2mia_q

Definition:

Sei f € H(DR(a)), wobei Di(a) = {z# € C:0 < |z—a] < R} und f(z2) =
>0 o an(z —a)™ die Laurentreihe von f. Der Koeffizient a_; =: Res(f,a) heift
RESIDUUM von f an der Stelle a.
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Abbildung 2.27: Singularitéten

Bemerkung:
1. Aus ist Res(f,a) =a_; = ﬁfwg f(w)dw, wobei 0 < g < R
und v,(t) = a + ge'*, 0 <t < 27.

2. Falls a eine hebbare Singularitiat von f ist, dann gilt
Res(f,a) = 0.

In diesem Fall gilt a_;, = 0 Vk € N\ {0}

Satz 2.41 (Residuensatz):

Sei U C C offen, f holomorph auf U bis auf endlich viele Singularitaten by, ..., b, € U.
Sei I' ein Zyklus in U \ {by,...,b} mit Wr(z) =0Vz € C\ {U}. Dann gilt

k
1/1“de =Y Res(f,b;)Wr(b;).

2mi =

Beweis. Sei r; mit D, (b;) C U\ I'" und sodass
Dy, (bj) N Dy, (by) = 0 # p,1 < jip < k.
Sei v;(t) = b; + Fe', 0 < t < 27. Setze

k
Fl =1 - Z Wp(b])’}/j
j=1
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Dann gilt Vp € {1,...,k}:

5]'10

Wi (by) = Wr(ty) — 3 Wi(t,) T, () = 0 2.21)
Wr(bp)
und Vz € C\ U
Wi () = Wi(e) ~ 3= W) 1, (2) = 0 2.2

Sei Q=U\{by,...by} = C\Q=(C\U)U{by,...,b}. Aus den

und ist W,,,(2) =0Vz e C\ Q. Nach gilt
k
0= / fdz = / fdz— > Wr(b;) / fdz. (2.23)
Fl I ]:1 ’y]'
Da f € H(D;,(b;)) ist f um b; in einer Laurentreihe entwickelbar, das heiBit
fE)= > an(z=0;)" 2z €D, (b)),

wobei hier a,, auch von j abhéngen. Es gilt a_; = 5= I, f(z)dz = I, f(z)dz = 2mia_y =

2miRes(f,b;) fiir 1 < j < k. Verwende das in um die Behauptung zu
erhalten 0
Satz 2.42:

Falls a € C ein Pol m-ter Ordnung von f € H(D.(a)) ist, dann gilt

Resf.0) = ot () (G-

Beweis. a ist Pol m-ter Ordnung von f. Dann ist

c—m c—1 & ,
f(Z):m—i‘“"i‘Z_a‘i‘kz:%Ck(Z—a)k, ZGDT<CL)

= (z—a)"f(z)=cpm+-Fcalz—a)"*+ cy(z—a)™" + i cn(z — a)m
k=0

(f)m=1()=0 (£)m=1(..)=(m—1)lc_1

z

(%)mil( )|z:a:O

— lim (i)m_l (2 — @)™ f(2)) = c_1(m — 1) O

z—a
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Korollar 2.43:
Falls f(z) = ];8 ein Pol 1. Ordnung in 2y hat, wobei g, h € H(D,(z)) mit h(z) # 0
und g(z9) =0 (¢'(20) # 0) dann gilt

h(zo)
9'(z0)

Res(f, z0) =

Beweis. Aus gilt
Res(f, z0) = lim (z — 29) f(2) = lim h(z) z—2 Wz
» <0 220 0 22— 20 g(z) — 9(20) g/<ZO)
1
o) O

Beispiel:
v(t) = 2et, 0 <t < 2.

1.

(1N
N

Abbildung 2.28: Residuensatz Beispiel

f € H(Ds(0)\ {—1,0}). Laut dem gilt

=1 =il
—

I =27i(Res(f, —1) W, (—1) + Res(f, 0) W,(0))
= 2mi(Res(f, —1) + Res(f,0))



e —1 Pol 2. Ordnung —

Rt == i, o () (7 )

- d( 1 ) _cos(=1)  cosl

z——1dz \sin 2z

sin?(—1)  sin®1

z-1
R 0)=lm—"——— =1
es(f,0) 230 sinz(z+1)2

da 0 Pol 1. Ordnung ist.

/eédz = 27i Res (e%,O) = 2mil = 2i.
.
ii =l 4ot

o klz B 2122

—> Res (e%,0> =1.

N\»—l

1 1 1
P

2.10.1 Anwendungen
Trigonometrische Integrale

Es sei R(z,y) eine rationale Funktion in (z,y) € R?, die stetig auf x> + y* = 1 ist.

2 2 it —it  Lit —it
/ R(cost,sint)dt = / RS re , © —|—.e :
0 0 2 2i

Mit () = €*,0 <t < 27 und z = e gilt

) e
cost=—(z+ — sint=— (2 — =
2 z)’ 2i z

und somit ist

V' (8)
2 2m [ n 1 1\ 1 1 1
/0 R(cost,sint)dt = /0 R(cost, smt)? e = /7R <2 (z + z) 51 (z - z)) -
=R(z)
Der ergibt

27 ~ ~

/ R(cost,sint)dt = 2ri > Res(R,w) =2mi »_  Res(R,w), (2.24)
0 weD1(0) weD1(0)

w Singularitit von R
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wobei

Bemerkung:
Es gilt
3> Res(R,w) = > Res(R, w),

weD1(0) weD1(0)
w Singularitdt von f

weil Res(R,w) = 0 fiir alle w mit R holomorph in w.

Beispiel:
Seia € R,a>1.

2
~ )y 22+ 2iaz — 1
-
Residuensatz: =2mi Res(R, w).
weD1(0)

22+ 2iaz—1=0 <= (2+1ia)®— (ia)>—1=0
— (z+ia) =1-a*=(-1)(a®*—1)

——
>0

<— z+ia=+ivVa2 -1

=}
[\
|

—_

) — |21|:CL+VCL2—1>1 — 21¢D1(0)
zo = (—i)(a—Va®—1) = |z

|z =a—Va2t—1=a—-1-Va®—-1+1=vVa-1(Va-1-+Va+1)+1<1
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Res(R, 2) = lim (2 — 2) R(2)

Z—rZ2

f— 1.
N Ty

2 yA
- 29 — 21 a iZ\/CL2 —1
1
a2z —1
- 1 21
miRes(R(z2)) e — e
Alternativ:
- 2 2 1

Res(R, z9) = =

(22 + 2iaz — 1)’ T 22, +2ia ztia

|z=20

Uneigentliche Integrale

Wir méchten Integrale der Form

r—00 §—00

[ st = i [ swde s i [ fonia

berechnen, wobei f: R — C stetig. Sei H = {2z € C: Jmz > 0} die offene obere
Halbebene.
Annahmen:

(B1) Es existiert eine offene Menge U C C mit H C U, sodass f zu einer auf U bis auf
endlich viele Punkte, von denen keiner reell ist, holomorphen Funktion erweiterbar
ist.

(B2) Fiir die erweiterte Funktion gilt: 3A, Ry > 0 sodass

A
1f(2)] < P fiir [z| > Ry (2.25)

Behauptung: .
/_ f(z)dz =271 ) Res(f,w)

weH

(eine endliche Summe, da f endlich viele Singularitdten in H hat).

Beweis. Die Existenz von [% f(x)dz folgt aus . Betrachte den Pfad
I'r = [-R, R] + og, wobei op = Rel mit 0 <t < 7.
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OR

A\

Abbildung 2.29: Skizze uneigentliche Integrale

Fir R groB genug liegen alle Singularitidten von f in Dg(0). Laut dem Residuensatz
(Wr, =0 auf C\ U, weil C\ U in der unbeschriankten Zusammenhangskomponente von
C\ TI'}; liegt) gilt

/[_R’R] fdz + /GT fdz = /FR f(dz) =271 > Res(f,w) (2.26)

weH

Aus Gleichung (2.25) folgt

<_A

|=1F¢
|tz < Lon) max [7(2)]
OR ZEUE
235 A mA pe
S T

Verwende dies in Gleichung (2.26):

R
lim/ f(z)dz = lim/ fdz = 2mi
-R Tr

R—o0 R—o0

> Res(f,w) = /_O:O f(z)dz

weH O

Beispiel:
I el
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Abbildung 2.30: Skizze

1
£ = 1

2=—1=¢"

wy, =GR =012 3

€ H(C\ {wo, w1, wa, w3})

und es gilt
1 1 2
[f() € = < T
=1

fiir |2| > /2. f erfiillt Punkte (B1) und (B2)

/oo ! dz =27 Y Res(f,w) = 2mi(Res(f, wo) + Res(f, w1))

—00 1+.T4 weH
1
(z —wp)(z — wy)(z — we)(z — ws)

hat einfache Polstellen in z = wy, 2 = w;. Mit g(z) = 1+ 2% ist nach Theorem 2.43

f(z) =

1 1
R = =—— k=0,1
eS(f7 wk) g/(wk) 4wl,‘3€, ) )

Also
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Beispiel:
Betrachte

| g@yeda(= g(—a)),

—00

wobei g die Bedingungen und erfiillt o > 0. Da [el®?| = e7@7™= < e
fir Jmz — 9,6 > 0, erfillt auch

die Bedingungen und und somit
/ g(x)e**dr = 2mi Y Res(g(z)e'**, w) (2.27)
- weH

1

= Fir ¢ € R setze

Sei nun g(x) =
0o e—ic;t

f(C): 0 1+332dx

Die Substitution s = —x zeigt, dass f(c) = f(—c), Vc € R.

. o 1
f(0) = / dx = arctan |*_ = 7.

—co 1 = .T2
Die Funktion g(z) = H% erfillt die Bedingungen und . Somit ist
f( ) ot Z o e—icz i e—icz )
c) = 2mi es| ——,w| =2mRes | —————,1i
weH 2 +1 (z —i)(2 +1i)

—icz —icz
€

.7 . € o _ (&
:2W1L1LI}MM(Z+1) = Zmi T

weil g € H(C \ {+£i}) und i € H.
fle) =mec,e <0 = f(¢) = me~ld Ve € R. (Kommentar: Die Funktion f

ist die Fouriertransformation von z — —=(z € R))

Satz 2.44 (Satz von Rouché):

Sei 2 C C Gebiet und 7 ein geschlossener Pfad in €, sodass W.: C\ v* — {0, 1}
und W, (z) =0, Vz € C\ € Sei ferner I = {z € Q: W,(2) = 1}.

1. (Anzahlformel fur Nullstellen) Falls f € H(2) und f auf v* keine Nullstellen
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hat, dann gilt
- 1
Ny = /
I~ ori f 79
wobei N; die Anzahl der Nullstellen (Vielfachheiten miteinberechnet) von f in
I ist.

2. (Satz von Rouché) Falls f, g € H(Q2) und

1f(2) —g9(2)| < [f(2)] Vzer (2.28)

gilt, dann haben f und g gleich viele Nullstellen (mit Vielfachheiten mitein-
berechnet) in I (das heift N; = N,).

Beweis. : Sei A = {a € I: f(a) = 0}. Bemerke, dass A endlich sein muss, sonst
hitte N(f) einen Héufungspunkt A in der kompakten Menge I. Da I C € und
OI C~* C Qgilt T C Q. Daher ist A € Q. Laut miisste f = 0 auf Q
gelten (Widerspruch zu f # 0 auf v*).

Falls a € A eine Nullstelle der Ordnung m(a) > 1 fir f ist, dann 3h € H(2) mit
h(a) # 0, sodass
f(2) = (z—a)"@n(z), z € Q.

Dann 3r > 0 mit h(z) # 0 Vz € D,(a) und somit ist + € H(D,(a)). Es gilt fir

z € D,.(a)
f'(z) _ mla)(z = o)™ h(z) + (z — o)™ (z) _ mla) | M(2)
f(2) (z — a)™®h(z) z—a  h(z)’

!

wobei € #(D,(a)). Daraus folgt Res (fT’ a) = m(a). Nach dem

o [ Fas = 3 Res (£0) = £ i) = 5,

a€A acA

— f(2) # 0 und g(z) # 0Vz € v*. Daher ist f := £ holomorph

' I
mit F'(z) # 0 auf einer offenen Umgebung von v*. Dann definiert I'(¢) := F(v(t)),a <
t < b(y: [a,b] — Q) einen geschlossenen Pfad in C. Wegen gilt
|1—F(t)|:‘1—j}c(t) <1, a<t<hb,

das heifit I'* C D (1).

ZWi(Ng—Nf):AgdZ_LJ;dZZAWidZIL(Jgj;c),d'z:[,];
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Abbildung 2.31: Rouché

Beispiel:

p(z) = 2° 4+ 10z — 3. Finde die Anzahl der Nullstellen von p in
1. Dy(0),
2. Dy(0).
3. Bia={2€C: 1< |z] <2}

: Sei Yo(t) = 2€',0 < t < 27. Sei q(z) = 2°. Fiir z € 43, das heifit |z| = 2
gilt

[p(2) — q(2)] = |10z — 3| < 10]2| + 3 = 23 < 2° = |°| = |g(2)| (2.29)

— p hat in Dy(0) gleichviele Nullstellen wie ¢, das heifit 5.
cm(t) =€ 0 <t < 2w Seir(z) = 102. Fir |z| =1 gilt

p(z) = r(2)] = |° =8| < |2 + 3 =4 < 10 = |102| = |r(2)] . (2.30)
Laut dem hat p in D;(0) gleich viele Nullstellen wie r, das heif}t
1.
: Wegen und hat p keine Nullstellen mit
|z| =1 oder |z| = 2. Aus und 2 = p hat genau 5 — 1 = 4 Nullstellen
in BLQ.

Beispiel (2. Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra):
Beweis. Sei p(z) = apz"+...a12 +ap a, # 0,n > 1. Fir R > 0 grof} genug gilt

Ip(2) — a,2"| = ‘an_lz”_l becebanz ao‘ < |anz"|
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fir |z| = R weil

an 12"V arz +ag|  anq] 1 la;] 1 lag| 1
< — ..._I_ pro =
an2" lan| |2] |an| 2| |an| |2]
ol 1, ool L
|an| R |CLn| R»

Laut dem Satz von Rouche hat p gleich viele Nullstellen wie a,, 2" in Dg(0) VR > 0
grofy genug = p hat genau n Nullstellen in C. O
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\chapter{Komplexe Zahlen und Funktionen}
\section{Komplexe Zahlen}
Historisch sind die komplexen Zahlen aus dem Bedarf entstanden, polynomiale Gleichungen zu lösen (wie zum Beispiel $z^2 = -1$ Wurzeln aus negativen Zahlen).
Die Cardanischen Formeln für die Lösung kubischer/quartischer Gleichungen waren eine wichtige Motivation für die Einführung komplexer Zahlen.
Die Formeln enthalten komplexe Zahlen, auch wenn alle Lösungen reell sind.
\begin{itemize}
  \item $\R^2$ Vektorraum über \R\ mit der Multiplikation
    \[
      (a, b)(c, d) = (ac-bd, ad+bc),\quad a,b,c,d\in \R,
    \]
    wird $\R^2$ zu einem Körper (mit Nullelement $(0, 0)$ und Einselement $(1, 0)$) den wir mit \C\ bezeichnen (und die Elemente aus \C\ werden komplexe Zahlen genannt).
  \item $(a, b) \neq (0, 0)$ hat das inverse Element
    \[
      \inv{(a, b)} = \left(\frac{a}{a^2+b^2}, \frac{-b}{a^2+b^2}\right).
    \]
\end{itemize}
Setze $\im \coloneq (0, 1)$ und identifiziere jedes Element $(a, 0)\in\C$ mit der reellen Zahl $a$.
Dadurch wird $\R^2\ni(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1)$ mit $a + \im b$ identifiziert.
Es gilt $\im^2 = (0, 1)(0, 1) = (-1, 0) = -1$ und somit $i = ``\sqrt{-1}"$.
Notation von Euler 1777.

(Mit $\im^2 = -1$ und den Eigenschaften von Multiplikation in einem Körper kann man dann
\(
(a + \im b)(c + \im d) = ac + \im ad + \im bc + \im^2 bd = (ac-bd) + \im(ad+bc)
\) leicht berechnen.)

$z\in\C,\, z=(x+\im y), \, x, y\in\R$ \\
$x = \real z$ \dots Realteil von $z$, $y = \imag z$ \dots Imaginärteil von $z$.

\subsection{Komplex konjugierte Zahl zu \texorpdfstring{$z$}{z}}
\[
  \konj{z} = x - \im y
\]
\begin{figure}[ht]
  \centering
  \incfig{komplex-konjugierte-zahl}
  \caption{Komplex konjugierte Zahl}
  \label{fig:komplex-konjugierte-zahl}
\end{figure}
(Motivation: $z = x + \im y$ Nullstelle eines Polynoms $P$ mit reellen Koeffizienten $\iff \konj{z} = x - \im y$ Nullstelle von $P$)
\[
  \konj{\konj{z}} = z,\quad
  \konj{(z+w)} = \konj z + \konj w,\quad
  \konj{z\cdot w} = \konj z \cdot \konj w,\quad
  \real z = \frac{z+\konj z}{2},\quad
  \imag z = \frac{z - \konj z}{2\im}
\]

\textsc{Betrag:} $\abs{z} = \sqrt{x^2 + y^2} = \sqrt{z\konj z}$.
Es gilt $\abs{zw} = \abs z \abs w, \abs{z+w} \le \abs z + \abs w$.

\subsection{Polardarstellung und Argument}
\begin{figure}[ht]
  \centering
  \incfig{polardarstellung}
  \caption{Polardarstellung}
  \label{fig:polardarstellung}
\end{figure}
\begin{align}
  z &= x + \im y \neq 0 \nonumber\\
  x &= r \cos \theta,\,y=r \sin \theta \nonumber\\
  z &= r(cos \theta + \im\sin\theta) = r \e^{\im \theta} \label{eq:arg}
\end{align}
$r = \abs z$ \emph{Betrag}, jedes $\theta$, das \cref{eq:arg} erfüllt, heißt \textsc{Argument} um $z$.
$\exists$ \emph{unendlich} viele Argumente von $z$ (die sich durch ein Vielfaches von $2\pi$ unterscheiden).
Ist $\theta$ ein Argument von $z$, dann sind
\[
  \arg z = \theta + n\cdot 2\pi, n \in \Z
\]
alle möglichen Argumente von $z$.

Um die Polardarstellung eindeutig zu machen, wählen wir den Repräsentant im
Intervall $(-\pi, \pi]$ und nennen den das \textsc{Hauptargument} von $z$.
\emph{Notation:} $\Arg z, -\pi < \Arg z \le \pi$.
Die Funktion $\operatorfont{Arg}\colon \C\setminus\{0\} \to (-\pi, \pi]$ ist
in $z \in \R_- = \{x\in \R\colon x\le 0\}$ nicht stetig.

(Arg hat unterschiedliche Grenzwerte, wenn man sich der negativen $x$-Achse
von \glqq oben\grqq{} beziehungsweise von \glqq unten\grqq{} annähert.)
\begin{figure}[ht]
  \centering
  \incfig{unterschiedliche-grenzwerte-von-arg}
  \caption{Unterschiedliche Grenzwerte von Arg}
  \label{fig:unterschiedliche-grenzwerte-von-arg}
\end{figure}
\[
  \forall z_o \in \R^-, z_0 \neq 0\colon
  \lim_{\substack{z\to z_0\\\imag z > 0}} = \pi,\quad
  \lim_{\substack{z\to z_0\\\imag z < 0}} = -\pi.
\]
Die Einschränkung von Arg zu $\C^- = \C\setminus\R^-$ ist aber stetig.
Beweis siehe Übung.
Analog kann man für das Argument jedes Intervall von Länge $2\pi$ betrachten.

Allgemein: Für $\alpha \in \R$ und für jedes $z \in \C\setminus\{0\}$,
setze $\operatorname{arg_\alpha} z\coloneq \theta$, wobei
\[
  \begin{cases} z = r \e^{\im \theta} \\
  \alpha - 2 \pi < \theta \le \alpha.\end{cases}
\]
Sei $\C_\alpha\coloneq \C \setminus R_\alpha$,
wobei $R_\alpha \coloneq \{r \e^{\im \alpha},r\ge0\}$.
$\operatorname{arg_\alpha}$ ist stetig auf $\C_\alpha$.
\[
  \operatorname{arg_\pi} = \Arg.
\]

\begin{nonumbersatz}
  Es gibt keine stetige Argumentfunktion auf $\C\setminus\{0\}$, das heißt
  es existiert keine stetige Funktion $A\colon \C\setminus\{0\} \to \R$ mit
  \begin{equation}\label{eq:argumentfunktion}
    \forall z\in\C\setminus\{0\}\colon z = \abs{z} \e^{\im A(z)}
  \end{equation}
\end{nonumbersatz}
\begin{proof}
  Nehmen an $\exists\colon A\colon\C\setminus\{0\} \to \R$ stetig, die
  \cref{eq:argumentfunktion} erfüllt.
  Dann ist
  \[
    \psi(t) = \frac{1}{2\pi}(A(\e^{\im t}) - t), \;t\in R
  \]
  stetig. Da $t$ und $A(\e^{\im t})$ zwei Argumente von $\e^{\im t}$ sind,
  existiert $k = k(t) \in \Z$ mit $A(\e^{\im t}) - t = k \cdot 2\pi$.
  Dann sind alle Werte von $\psi$ ganze Zahlen, das heißt $\psi\colon\R\to\Z$.
  Aus $\psi\colon\R\to\Z$ stetig, \R\ zusammenhängend folgt nun,
  dass $\psi(\R)$ zusammenhängend ist. Daher ist $\psi$ konstant auf \R:
  $\psi \equiv k$. Insbesondere gilt
  \[
    \psi(0) = \psi(2\pi) \iff
    \frac{1}{2\pi}(A(1) - 0) = \frac{1}{2\pi}(A(1) - 2\pi) \iff
    0 = 2\pi,
  \]
  ein Widerspruch.
\end{proof}

\begin{align*}
  z &= r(\cos \theta + \im\sin\theta) , &&\theta = \Arg z \\
  w &= s(\cos \varphi + \im\sin\varphi) , &&\varphi = \Arg w \\
\end{align*}
\begin{align*}
  z \cdot w &= rs(
  (\cos\theta\cos\varphi - \sin\theta\sin\varphi) +
  \im(\cos\theta\sin\varphi+\sin\theta\cos\varphi)) \\
            &= rs(\cos(\theta+\varphi) + \im\sin(\theta+\varphi))
            = rs \e^{\im(\theta+\varphi)}
\end{align*}
$\theta + \varphi$ ist ein Argument von $z \cdot w$, aber nicht notwendigerweise
das Hauptargument.
\[
  \Arg(zw) = \Arg z + \Arg w \iff \Arg z + \Arg w \in (-\pi, \pi].
\]
($\Arg(zw) = \Arg z + \Arg w + n_0 \cdot 2\pi$, wobei $n_0$ so gewählt wird,
dass $\Arg z + \Arg w + n_0\cdot 2\pi \in (-\pi, \pi]$.)

\underline{De Moivre'sche Formel}: Sei $n \in \N, z \in \C,
z = r(\cos\theta + \im\sin\theta)$. Induktiv folgt
\[
  z^n = r^n(\cos(n\theta) + \im\sin(n\theta)) = r^n \e^{\im n \theta}.
\]

\underline{$n$-te Wurzeln einer komplexen Zahl}: Sei $n \in \N, z \neq 0, n \neq 0,
z = r(\cos\theta + \im\sin\theta)$. Die allgemeine Lösung von $w^n = z$ ist durch
\[
  w = w_k = r^{\frac 1n}\left(\cos\left(\frac{\theta}{n} + k \cdot \frac{2\pi}{n}\right) +
  \im\sin\left(\frac{\theta}{n} + k \cdot \frac{2\pi}{n}\right)\right)
  = r^{\frac{1}{n}} \e^{\im\left(\frac{\theta}{n}+k\cdot\frac{2\pi}{n}\right)},\quad k = 0, \dots, n-1
\]
gegeben. $\exists$ also $n$ verschiedene $n$-te Wurzeln von $z$.

\section{Topologische Begriffe}
Notation: für $z\in \C, r> 0, D_r(z) = \{w\in\C\colon\abs{z-w}<r\}$.
\begin{itemize}
  \item $G\ssq\C$ \textsc{offen} $\overset{\text{Def.}}{\iff} \forall z \in G\colon\exists \eps > 0$
    sodass $D_\eps(z) \ssq G$.
  \item $A\ssq\C$ \textsc{abgeschlossen} $\overset{\text{Def.}}{\iff} \C\setminus A$ ist offen.
\end{itemize}
Sei $M\ssq\C$ eine Menge.
\begin{itemize}
  \item $\mathring M = \{z \in M\colon \exists \delta > 0 \text{ mit } D_\delta(z) \subset M\}$
    heißt das \textsc{Innere} von $M$.
  \item $\partial M = \{z\in \C\colon \forall \eps > 0\colon D_\eps(z) \cap M \neq \emptyset \text{ und }
    D_\eps(z) \cap (\C\setminus M) \neq \emptyset\}$ heißt der \textsc{Rand} von $M$.
  \item $\overline{M} \coloneq \mathring M \cup \partial M$ heißt der \textsc{Abschluss} von $M$.
  \item $K\subset \C$ heißt \textsc{kompakt}, wenn jede Folge in $k$ eine in $K$ konvergente Teilfolge besitzt.

    $K \subset \C$ kompakt $\iff K$ beschränkt und abgeschlossen.
  \item $X\ssq\C$ heißt zusammenhängend, wenn aus $X \ssq O_1 \cup O_2$ mit $O_1, O_2$ offen und disjunkt
    (das heißt $O_1 \cap O_2 = \emptyset$) folgt, dass $X \ssq O_1$ oder $X \ssq O_2$.
  \item Eine offene zusammenhängende Menge heißt \textsc{Gebiet}.
\end{itemize}
Für eine offene Menge $G \ssq \C$ gilt:
\[
  G \text{ zusammenhängend } \iff G \text{ \emph{wegzusammenhängend}},
\]
das heißt $\forall z, w \in G\colon \exists \gamma\colon [0, 1] \to G$ stetig
mit $\gamma(0) = z$ und $\gamma(1) = w$ (je zwei Punkte können durch eine
stetige, ganz in der Menge verlaufende Kurve verbunden werden). $\iff \forall z,
w \in G \exists$ Polygonzug (Streckenzug) von $z$ nach $w$ innerhalb von $G$
(sogar mit achsenparallelen Geradenstücken). %TODO: hier Heuserzitat einfügen

Gegeben $X \ssq \C$ und $x \in X$, sei $E_x$ die größte zusammenhängende
Teilmenge von $X$, die $x$ enthält. $E_x$ heißt
\textsc{Zusammenhangskomponente} von $X$.

Bemerkung: $X=\text{Vereinigung aller ihrer Zusammenhangskomponenten}$.

Durch die Identifizierung von \C\ mit $\R^2$ werden Begriffe wie Limes,
Stetigkeit für Funktionen $f\colon M \ssq \C \to \C$ von $\R^2$ übertragen.

\section{Stereographische Projektion}
\begin{itemize}
  \item Einheitssphäre $S^2 = \{(x_1, x_2, x_3)\in\R^3\colon x_1^2 + x_2^2 + x_3^2 = 1\}$, $N=(0,0,1)$ Nordpol
  \item Projiziere $S^2$ von $N$ auf die $x_1, x_2$ Ebene (\C).
    $\lambda \in S^2\setminus\{N\} \overset{\Phi}{\mapsto}$ Schnittpunkt der Verbindungsgerade durch $N$ und $\lambda$
    mit der $x_1, x_2$ Ebene, siehe \cref{fig:projektionsskizze}.
    \[
      \Phi\colon S^2\setminus\{N\}\to\C,\;\Phi(x_1,x_2,x_3)=\left(\frac{x_1}{1-x_3}, \frac{x_2}{1-x_3}\right) = \frac{1}{1-x_3}(x_1 + \im x_2)
    \]
    stetig.
    \begin{figure}[ht]
      \centering
      \incfig{projektionsskizze}
      \caption{Projektionsskizze}
      \label{fig:projektionsskizze}
    \end{figure}
  \item $\Phi$ ist bijektiv mit stetiger Inverse (siehe Übung).
    \[
      \Phi^{-1}(a + \im b) = \frac1{a^2+b^2 + 1} (2a, 2b, a^2+b^2 -1)
    \]
\end{itemize}
\begin{bemerkung}
  \[
    \lim_{(x_1,x_2,x_3)\to N} \abs{\Phi(x_1,x_2,x_3)}^2 = \lim \frac{x_1^2+x_2^2}{(1-x_3)^2}
    = \lim\frac{1-x_3^2}{(1-x_3)^2} = \lim\frac{1+x_3}{1-x_3} = \infty
  \]
\end{bemerkung}

Jede Polarkappe um $N$ wird auf das Komplement einer Kreisscheibe um 0 mit Radius $r$ abgebildet,
$r\to\infty$ als wir uns $N$ annähern.

\subsubsection{Einpunktkompaktifizierung}
Wir möchten $\Phi$ zu einem Homöomorphismus auf $S^2$ erweitern.
Betrachte die erweiterte Ebene (\textsc{Riemann'sche Kugel})
\[
  \overline\C\coloneq\C\cup\{\infty\}.
\]
Topologie auf $\overline\C$:
\[
  D_r(\infty) \coloneq \{\infty\} \cup \{z\colon \abs z > r\}.
\]
$E \ossq \overline \C\overset{\text{Def}}{\iff} E =$ Vereinigung von $D_r(a)$ mit $a \in \overline\C$ und $r>0$.
Setze $\Phi(N) \coloneq \infty$.
Somit erhalten wir einen Homöomorphismus $\Phi\colon S^2 \to \overline\C$.
Da $S^2$ kompakt ist, folgt $\overline\C$ kompakt.

Motivation: manche Singularitäten zu eliminieren. $f(z)=\frac1z$ stetig auf $\overline\C$ ($f(0) = \infty$),
die Rationale Funktion stetig auf $\overline\C$.

\begin{bemerkung}[Freiwillig]
  Die obige Topologie auf $\overline\C$ wird zum Beispiel von der \emph{chordalen Metrik} induziert.
  Die chordale Metrik wird durch
  \[
    d_c(z, w) = \norm{\inv{\Phi}(z) - \inv{\Phi}(w)}_2, \, z, w \in \overline{\C},
  \]
  wobei $\norm{\cdot}_2$ die Euklidische Norm auf $\R^3$ bezeichnet.
  Explizit
  \begin{align*}
    &\forall z, w \in \C &d_c(z, w) &= \frac{2\abs{z-w}}{\sqrt{(1+\abs{z}^2)(1+\abs{w}^2)}} \\
    &\forall z \in \C &d_c(z, \infty) &= \frac{2}{\sqrt{1+\abs{z}^2}} \\
    &&d_c(\infty, \infty) &= 0.
  \end{align*}
  Es gilt $d_c(z, w) \le 2 \; \forall z, w \in \overline\C$.
\end{bemerkung}

\section{Holomorphe Funktionen}
\begin{defin}
  Sei $U \ssq \C$ offen, $f\colon U \to \C$.
  \begin{enumerate}
    \item $f$ heißt \textsc{komplex differenzierbar in $z_0 \in U$}, wenn
      der Limes
      \[
        \lim_{z\to z_0} \frac{f(z) - f(z_0)}{z-z_0}
      \]
      existiert, das heißt $\exists a \in \C$ sodass
      \[
        \forall \eps > 0\colon \exists \delta > 0\colon 0 < \abs{z-z_0} < \delta
        \implies \abs{\frac{f(z) - f(z_0)}{z-z_0} - a} < \eps.
      \]
      Der Limes \glqq$a$\grqq{} wird \textsc{Ableitung} von $f$ in $z_0$ genannt und mit
      $f'(z_0)$ bezeichnet.
    \item $f$ heißt \textsc{holomorph auf $U$}, wir schreiben auch $f \in \mc H(U)$,
      wenn $f$ in jedem $z \in U$ komplex differenzierbar ist.
  \end{enumerate}
\end{defin}
\underline{Notation}(Landau): Gegeben $f, g\colon U\ssq\C\to\C$ schreiben wir
$f = o(g)$ für $z \to w$ wenn $\lim_{z \to w} \abs{\frac{f(z)}{g(z)}} = 0$.

Bemerkung: $f = o(g) \iff f = o(\abs g)$.

\begin{satz}\label{satz:1.1}
  $f$ komplex differenzierbar in $z_0 \iff \exists a \in \C$ sodass
  \begin{equation}\label{eq:linaprox}
    f(z) = f(z_0) + a(z - z_0) + o(\abs{z-z_0}) \text{ für } z \to z_0
  \end{equation}
\end{satz}
Folgerung: $f$ komplex differenzierbar in $z_0 \implies f$ stetig in $z_0$.
\begin{proof}
  \begin{description}
    \item[$\implies$:] Sei $f$ komplex differenzierbar in
      $z_0$ und setze
      \[
        g(z) = f(z) - f(z_0) - f'(z_0)(z - z_0).
      \]
      Es gilt
      \[
        \abs{\frac{g(z)}{z-z_0}} =
        \abs{\frac{f(z)-f(z_0)}{z-z_0} - f'(z_0)\frac{z-z_0}{z-z_0}}
        \overset{z\to z_0}{\to} 0
      \]
      $\implies g(z) = o(\abs{z - z_0})$.
      Dann gilt \cref{eq:linaprox} mit $a\coloneq f'(z_0)$.
    \item[$\impliedby$:] Angenommen \cref{eq:linaprox} gilt.
      \[
        \lim_{z\to z_0} \frac{f(z)-f(z_0)}{z-z_0} \overset{\ref{eq:linaprox}}{=}
        \lim_{z\to z_0}\frac{a(z-z_0) + o(\abs{z-z_0})}{z-z_0} =
        \lim_{z\to z_0} a + \frac{o(\abs{z-z_0})}{\abs{z-z_0}} = a.
      \]
  \end{description}
\end{proof}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:bsp1} $f(z) = z^n, n \in \N$.
      \begin{align*}
        f'(z_0) &= \lim_{z\to z_0} \frac{z^n - z_0^n}{z - z_0} \\
                &\overset{\mathclap{n\ge1}}{=}
                \lim_{z\to z_0} \frac{(z-z_0)(z^{n-1}+z^{n-2}z_0+\dots+z_0^{n-1})}{(z-z_0)} = nz_0^{n-1}
      \end{align*}
      Es gilt $f'(z_0) = \begin{cases} nz_0^{n-1} & n\ge 1 \\ 0 & n = 0.\end{cases}$
    \item $f(z) = \konj z$ ist überall in \C\ reell differenzierbar ($f(x, y) = (x, -y)$), aber
      \[
        \lim_{\substack{h\to0\\h\in\R}} \frac{f(z+h)-f(z)}{h} =
        \lim_{\substack{h\to0\\h\in\R}} \frac{\konj z + \konj h - \konj z}{h} =
        \lim_{h \to 0} \frac hh = 1
      \]
      und
      \[
        \lim_{\substack{h\to0\\h\in\R}} \frac{f(z+\im h)-f(z)}{\im h} =
        \lim_{\substack{h\to0\\h\in\R}} \frac{\konj z + \konj \im \cdot \konj h - \konj z}{\im h} =
        \lim_{h \to 0} \frac{-\im}{\im} = -1.
      \]
      $\implies f$ ist in keinem $z \in \C$ komplex differenzierbar.
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{satz}
  Seien $f, g$ komplex differenzierbar in $z$ und $\lambda, \mu \in C$.
  \begin{enumerate}
    \item Dann sind $\lambda f + \mu g$ und $f \cdot g$ komplex differenzierbar in $z$ mit
      \[
        (\lambda f + \mu g)'(z) = \lambda f'(z) + \mu g'(z)
        \text{ und }
        (fg)'(z) = f'(z)g(z)+f(z)g'(z).
      \]
    \item Falls $g(z) \neq 0$, dann ist $\frac fg$ differenzierbar in $z$ und
      \[
        \left(\frac fg\right)'(z) = \frac{f'(z)g(z)-f(z)g'(z)}{g^2(z)}.
      \]
    \item Falls $h$ komplex differenzierbar in $f(z)$, dann ist $h \circ f$ komplex
      differenzierbar in $z$ und es gilt
      \[
        (h\circ f)'(z) = h'(f(z))\cdot f'(z).
      \]
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  Wort für Wort wie im reellen Fall.
\end{proof}

\begin{bsp}[Fortsetzung]
  \begin{enumerate}
    \setcounter{enumi}{2}
    \item Aus \cref{item:bsp1} und der Quotientenregel folgt nun
      \[
        \left(\frac{1}{z^n}\right)' = \frac{-nz^{n-1}}{z^{2n}} = (-n)\cdot z^{-n-1},\quad n\in \N.
      \]
  \end{enumerate}
\end{bsp}

$f = u + \im v = (u, v)$ reell differenzierbar $\iff$ jede Komponente reell differenzierbar.
Für die komplexe Differenzierbarkeit stimmt das Obige nicht!
Es stellt sich heraus, dass es eine gewisse Beziehung zwischen den Komponenten
$(\real f, \imag f)$ geben muss, um zu sichern, dass die Limiten vom
Differenzenquotient in den Achsenparallelen Richtungen zusammenfallen.

\subsection{Die Cauchy-Riemann Gleichungen}
\begin{satz}\label{satz:1.3}
  Sei $f\colon U \overset{\mathclap{\text{offen}}}{\ssq}\C\to\C$
  komplex differenzierbar in $z_0 \in U$ mit $u = \real f$ und
  $v = \imag f$, also $f = u + \im v$. Dann existieren die partiellen
  Ableitungen von $u$ und $v$ in $z_0$ und es gelten die
  \textsc{Cauchy-Riemann Gleichungen}:
  \begin{align*}
    u_x(z_0) &= v_y(z_0),\\
    u_y(z_0) &= -v_x(z_0).
  \end{align*}
  Zusätzlich gilt
  \begin{equation}\label{eq:cauchy-riemann}
    f'(z_0) = \underbrace{u_x(z_0)+\im v_x(z_0)}_{=f_x(z_0)} =
    \underbrace{v_y(z_0) - \im u_y(z_0)}_{-\im f_y(z_0)}.
  \end{equation}
\end{satz}
\begin{proof}
  $f$ komplex differenzierbar in $z_0 = (x_0, y_0) \iff
  \exists \lim_{\substack{w\to0\\w\in\C}}\frac{f(z_0 + w) - f(z_0)}{w}
  \eqcolon f'(z_0)$.
  Insbesondere $\exists$ die Limiten (in den achsenparallelen Richtungen).
  \begin{align*}
    \lim_{\substack{h\to0\\h\in\R}} \frac{f(z_0 + h) - f(z_0)}{h}
    &= \lim_{\substack{h\to0\\h\in\R}} \frac{u(x_0+h,y_0) - u(x_0,y_0)}{h}
    + \im \frac{v(x_0+h,y_0)-v(x_0,y_0)}{h} \\
    &= u_x(z_0) + \im v_x(z_0) \\
    \lim_{\substack{h\to0\\h\in\R}} \frac{f(z_0 + \im h) - f(z_0)}{\im h}
    &= \lim_{\substack{h\to0\\h\in\R}} \frac{u(x_0,y_0+h) - u(x_0,y_0)}{\im h}
    + \im \frac{v(x_0,y_0+h)-v(x_0,y_0)}{\im h} \\
    &= (-\im) u_y(z_0) + v_y(z_0)
  \end{align*}
  und beide sind gleich $f'(z_0)$.
  Also
  \[
    f'(z_0)
    = {\color{pastellblau} u_x(z_0)} + \im {\color{pastellrosa} v_x(z_0)}
    = {\color{pastellblau} v_y(z_0)} - \im {\color{pastellrosa} u_y(z_0)}
  \]
  und somit gelten die Cauchy-Riemann Gleichungen.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  Die Cauchy-Riemann Gleichungen sind für die komplexe Differenzierbarkeit
  notwendig, aber nicht hinreichend (Sie \glqq sehen\grqq{} nur die
  achsenparallelen Richtungen)!

  Gegenbeispiel:
  \[
    f(z) = f(x + \im y) = \begin{cases}
      1 & x > 0, y > 0 \\
      0 & \text{sonst}
    \end{cases}
  \]
  %TODO: Skizze aus Notizen S. 18 einfügen
  Wir haben $v = \imag f = 0, u = \real f = f$, also
  \begin{align*}
    &u(x, 0) \equiv 0 \implies u_x(0, 0) = 0 = v_y(0, 0) \\
    &u(0, y) \equiv 0 \implies u_y(0, 0) = 0 = -v_x(0, 0)
  \end{align*}
  $\implies$ Cauchy-Riemann Gleichungen sind in $(0, 0)$ erfüllt.
  Aber $f$ ist in $z=0$ nicht komplex differenzierbar, da $f$ in $(0, 0)$ nicht
  stetig ist.
\end{bemerkung}

Auch wenn $f$ stetig in $z_0$ ist, sind die Cauchy-Riemann Gleichungen nicht
genügend, siehe Übung.

\subsection{Beziehung zur reellen Differenzierbarkeit}
Sei $f\colon U \overset{\text{offen}}{\ssq} \C \to \C, f=u + \im v$, also
$u = \real f, v = \imag f$. Durch die Identifizierung von \C\ mit $\R^2$,
identifizieren wir $f$ mit der vektorwertigen Funktion $f\colon
U\ssq\R^2\to\R^2, f(x, y) = (u(x, y), v(x, y))$.
Sei $z_0 = (x_0, y_0) \in U$ und nehme an, dass $f$ partiell
differenzierbar in $z_0$ ist, das heißt $\exists f_x(z_0), f_y(z_0)$.
Dann gilt: $f$ reell differenzierbar in $z_0 \iff$
\[
  f(z) =
  f(z_0) +
  \overbrace{(x-x_0)\underbrace{f_x(z_0)}_{\mathclap{(u_x(z_0), v_x(z_0))}} +
  (y-y_0)\underbrace{f_y(z_0)}_{\mathclap{(u_y(z_0), v_y(z_0))}}}
  ^{D_f(z_0)\begin{psmallmatrix}x-x_0\\y-y_0\end{psmallmatrix}}
  + o(\abs{z-z_0}),
\]
für $z \to z_0$, wobei $z = (x, y)$ und
$\abs{z-z_0} = \sqrt{(x-x_0)^2 + (y-y_0)^2}$.
In der komplexen Notation wird die obige Gleichung zu
\begin{align*}
  f(z) &= f(z_0) +
  \overbrace{\frac{(z-z_0)+\konj{(z-z_0)}}{2}}^{(x-x_0) = \real (z-z_0)}
  f_x(z_0) +
  \overbrace{\frac{(z-z_0)-\konj{(z-z_0)}}{2\im}}^{(y-y_0) = \imag (z-z_0)}
  f_y(z_0) + o(\abs{z-z_0}) \\
       &= f(z_0) + (z-z_0) \frac 12 (f_x(z_0) - \im f_y(z_0)) +
       \konj{(z-z_0)} \frac 12(f_x(z_0) + \im f_y(z_0)) +
       o(\abs{z-z_0})
\end{align*}
für $z \to z_0$, und somit gilt $f$ reell differenzierbar in $z_0 \iff$
\begin{equation}\label{eq:wirtinger}
  f(z) = f(z_0) + (z-z_0) \partiell{f}{z}(z_0) +
  \konj{(z-z_0)} \partiell{f}{\konj z}(z_0) + o(\abs{z-z_0}),
\end{equation}
für $z \to z_0$, wobei
\[
  \partiell{f}{z} \coloneq
  \frac{1}{2}\left(\partiell{f}{x} - \im\partiell{f}{y}\right)
  ,\quad
  \partiell{f}{\konj z} \coloneq
  \frac{1}{2}\left(\partiell{f}{x} + \im\partiell{f}{y}\right)
\]

\begin{defin}
  $\partiell{f}{z}, \partiell{f}{\konj z}$ heißen Wirtinger-Ableitungen
  (Wirtinger war bis 1945 Professor in Wien und Innsbruck).
\end{defin}

\begin{numberprop}\label{prop:1.4}
  $f$ erfüllt die Cauchy-Riemann Gleichungen in
  $z_0 \iff \partiell{f}{\konj z}(z_0) = 0$. Also beide
  Gleichungen in einer komprimiert.
\end{numberprop}
\begin{proof}
  \begin{align*}
    \partiell{f}{\konj z} &=
    \frac 12 \left(\partiell{f}{x} + \im \partiell fy\right)
    = \frac 12(u_x + \im v_x + \im(u_y + \im v_y)) \\
                          &=
                          \frac 12 ((u_x - v_y) + \im(v_x + u_y)) \\
                          \partiell f{\konj z} = 0 \overset{\real = 0}{\underset{\imag = 0}{\iff}}
                          u_x = v_y \text{ und } u_y = -v_x.
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{satz}
  $f\colon U \overset{\mathclap{\text{offen}}}{\ssq} \C \to \C$ ist
  komplex differenzierbar in $z_0 \in U \iff f$ ist reell differenzierbar
  in $z_0$ und $\partiell f {\konj z}(z_0) = 0$. In diesem Fall gilt
  $f'(z_0) = \partiell f z(z_0)$ und die Jacobideterminante von $f$
  in $z_0$ ist $J_f(z_0) = \abs{f'(z_0)}^2$.
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{description}
    \item[$\impliedby$:] Falls $f$ reell differenzierbar in $z_0$ ist und
      $\partiell f {\konj{z}} = 0$, erhalten wir aus \cref{eq:wirtinger},
      dass
      \[
        f(z) = f(z_0) + (z-z_0) \partiell f z(z_0) + o(\abs{z-z_0})
      \]
      für $z \to z_0$.
      Laut \cref{satz:1.1} ist $f$ komplex differenzierbar in $z_0$ und
      \[
        f'(z_0) = \partiell f z(z_0).
      \]
    \item[$\implies$:] Sei $f$ komplex differenzierbar in $z_0$. Aus
      \cref{satz:1.3,prop:1.4} folgt nun, dass $\partiell{f}{\konj z} = 0$.
      Es bleibt zu zeigen, dass $f$ reell differenzierbar in $z_0$ ist.
      Der \cref{satz:1.1} ergibt
      \begin{align*}
        f(z) &= f(z_0) + \underbrace{(z-z_0)}_{\mathclap{=(x-x_0) + \im(y-y_0)}}
        f'(z_0) + o(\abs{z-z_0}) \text{ für } z \to z_0 \\
             &\iff \\
        f(z) &= f(z_0) + (x-x_0) \underbrace{f'(z_0)}_{=f_x(z_0)\;(\ref{satz:1.3})}
        + (y-y_0)\underbrace{(\im f'(z_0))}_{=f_y(z_0)\;(\ref{satz:1.3})} + o(\abs{z-z_0}) \text{ für } z \to z_0
      \end{align*}
      und somit folgt nun, dass $f$ in $z_0$ reell differenzierbar ist.
      Die Jacobideterminante
      \begin{align*}
        J_f(z_0) &=
        \begin{vmatrix}
          u_x & u_y \\
          v_x & v_y
        \end{vmatrix}_{|z=z_0} = (u_x v_y - u_yv_x)(z_0) \\
                 &\overset{\ref{satz:1.3}}{=}
                 (u_x(z_0))^2 + (v_x(z_0))^2 = \abs{f_x(z_0)}^2 \overset{\ref{satz:1.3}}
                 = \abs{f'(z_0)}^2.
      \end{align*}
  \end{description}
\end{proof}
Wichtiges Korollar: sind die partiellen Ableitungen von $u, v$ stetig in
$z_0$ und erfüllen sie die Cauchy-Riemann Gleichungen in $z_0$,
dann ist $f=u+\im v$ komplex differenzierbar in $z_0$.

Für offene Mengen gilt sogar mehr:
\begin{nonumbersatz}[Satz von Looman-Menchoff]
  Sei $f\colon U \overset{\mathclap{\text{offen}}}{\ssq} \C \to \C,
  f = u + \im v$, stetig auf $U$.
  Existieren $u_x, u_y, v_x, v_y$ und erfüllen sie die Cauchy-Riemann
  Gleichungen auf ganz $U$, so ist $f$ auf $U$ holomorph.
\end{nonumbersatz}
\begin{proof}
  Nicht verlangt! Siehe Referenz im Skriptum $\rightarrow$ Narasimhan-Nievergelt.
\end{proof}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item $f(x + \im y) = \underbrace{\e^x \cos y}_u
      + \im\underbrace{\e^x\sin y}_v$.
      \[
        u_x = \e^x\cos y = v_y,\;u_y=-\e^x\sin y=-v_x
      \]
      $\implies u_x, u_y, v_x, v_y$ erfüllen die Cauchy-Riemann Gleichungen
      und sind stetig auf $\C \implies f$ holomorph auf $\C$.
      \[
        f(z) = \e^x(\cos y + \im\sin y) = \e^x\cdot\e^{\im y} = \e^z,
      \]
      komplexe Exponentialfunktion (wird später gezeigt).
    \item $f(z) = \abs{z}^2 = x^2 + y^2 \implies u = x^2 + y^2, v \equiv 0$.
      $u_x = 2x, u_y = 2y, v_x = v_y = 0$ stetig auf \C.
      Also sind die Cauchy-Riemann Gleichungen \emph{nur
      in $z=0$} erfüllt $\implies f$ komplex differenzierbar in
      $z=0$, nicht komplex differenzierbar in $z\in\C\setminus\{0\}$.
      %TODO: Skizze aus Notizen S. 16 einfügen
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{bemerkung}
  Beim Differenzieren nach $z$ und $\konj z$ kann man so vorgehen,
  als wären $z$ und $\konj z$ voneinander unabhängige Variablen.
  \[
    \partiell{}{\konj z}(z\cdot\abs{z}^2)
    = \partiell{}{\konj z}(z \cdot z \cdot\konj z)
    = \partiell{}{\konj z}(z^2 \cdot\konj z) = z^2.
  \]
\end{bemerkung}

\begin{bemerkung}[Geometrische Bedeutung]
  $f$ komplex differenzierbar in $z_0 \iff f$ reell differenzierbar
  in $z_0$ und die lineare Abbildung
  $\R^2\ni
  \begin{pmatrix}
    h \\
    k
  \end{pmatrix}
  \mapsto(D_f(z_0))
  \begin{pmatrix}
    h \\
    k
  \end{pmatrix}$ ist eine Streckung gefolgt von einer Rotation.
\end{bemerkung}
\begin{proof}
  \begin{description}
    \item[$\implies$:] Aus \cref{satz:1.3} folgt
      \begin{align*}
        \begin{pmatrix}
          h \\
          k
        \end{pmatrix} &=
        \begin{pmatrix}
          u_x & u_y \\
          v_x & v_y
        \end{pmatrix}_{|z=z_0} \cdot
        \begin{pmatrix}
          h \\
          k
        \end{pmatrix} = h
        \begin{pmatrix}
          u_x(z_0) \\
          v_x(z_0)
        \end{pmatrix} + k
        \begin{pmatrix}
          u_y(z_0) \\
          v_y(z_0)
        \end{pmatrix} \\
          &= hf_z(z_0) + kf_y(z_0) \overset{\ref{satz:1.3}}{=}
          hf'(z_0) + \im kf'(z_0) = f'(z_0)(h + \im k) \\
          &= \abs{f'(z_0)}\e^{\im\Arg f'(z_0)} \cdot (h + \im k),
      \end{align*}
      also Streckung mit $\abs{f'(z_0)}$ gefolgt von Rotation mit
      $\Arg f'(z_0)$.
    \item[$\impliedby$:] Falls
      \[
        D_f(z_0) \overset{\text{Def}}{=}
        \begin{pmatrix}
          u_x & u_y \\
          v_x & v_y
        \end{pmatrix} = a
        \begin{pmatrix}
          \cos\theta & -\sin\theta \\
          \sin\theta & \cos\theta
        \end{pmatrix}, \; a \in \R_+,
      \]
      Dann sind die Cauchy-Riemann Gleichungen erfüllt.
  \end{description}
\end{proof}

\section{Winkeltreue}
\begin{defin}
  Der \textsc{orientierte Winkel} zwischen $z, w\in \C\setminus\{0\}$
  ist der Winkel $\theta \in (-\pi, \pi]$ mit $\frac{w}{\abs w}
  = \e^{\im\theta}\cdot\frac{z}{\abs{z}}$, das heißt
  $\theta = \Arg\left(\frac{\frac{w}{\abs{w}}}{\frac{z}{\abs{z}}}\right)
  = \Arg\left(\frac{w}{z}\right)$.
\end{defin}

Sei $U \ssq \C$ offen und $\gamma\colon [a, b] \to U$ eine differenzierbare
Kurve, das heißt $\gamma(t) = x(t) + \im y(t)\;(a\le t\le b)$ mit
$x, y\colon[a, b]\to \R$ differenzierbar. Dann gilt
$\gamma'(t) = x'(t) + \im y'(t)$.

Sei $t_0 \in [a, b]$ und $z_0=\gamma(t_0)$.
Falls $\gamma'(t_0) \neq 0$, dann ist $\gamma'(t_0)$ ein
Tangentialvektor zu $\gamma$ in $z_0 = \gamma(t_0)$.
\begin{figure}[ht]
  \centering
  \incfig{tangentialvektor-einer-kurve}
  \caption{Tangentialvektor einer Kurve}
  \label{fig:tangentialvektor-einer-kurve}
\end{figure}

Sei $f\colon U \to \C$ komplex differenzierbar in $z_0$.
Für die Bildkurve $f\circ \gamma\colon [a, b]\to\C$ gilt:
\[
  (f\circ \gamma)'(t_0) = f'(\gamma(t_0)) \cdot \gamma'(t_0)
  = f'(z_0)\cdot \gamma'(t_0)
\]
(folgt direkt über Kettenregel im reellen Fall:
$(f\circ \gamma)'(t_0) = (D_f(z_0))\gamma'(t_0)=f'(z_0)\gamma'(t_0)$).

Seien nun $\gamma_j\colon [a_j, b_j] \to U$ differenzierbare Kurven
mit $j = 1, 2$ und $\gamma_1(t_1) = \gamma_2(t_2) = z_0$ und
$\gamma_1'(t_1), \gamma_2'(t_2) \neq 0$.

Der \emph{Winkel zwischen $\gamma_1$ und $\gamma_2$ im Schnittpunkt
$z_0=\gamma_1(t_1)=\gamma_2(t_2)$} ist der orientierte Winkel ($\in(-\pi,\pi]$)
zwischen den Tangentialvektoren $\gamma_1'(t_1)$ und $\gamma_2'(t_2)$.
\begin{figure}[ht]
  \centering
  \incfig{winkel-zwischen-tangentialvektoren}
  \caption{Winkel zwischen Tangentialvektoren}
  \label{fig:winkel-zwischen-tangentialvektoren}
\end{figure}

\underline{Behauptung}: Falls $f'(z_0)\neq0$, dann ist der
Winkel zwischen $\gamma_1$ und $\gamma_2$ in $z_0=\gamma_1(t_1)=\gamma_2(t_2)$
gleich dem Winkel zwischen den Bildkurven $f\circ\gamma_1$ und
$f\circ\gamma_2$ in $f(z_0) = f(\gamma_1(t_1)) = f(\gamma_2(t_2))$,
das heißt $f$ ist \textsc{winkeltreu} in $z_0$
(auch \textsc{konform} genannt).
\begin{proof}
  Es gilt
  \begin{align*}
    (f\circ\gamma_1)'(t_1) &= f'(\gamma_1(t_1))\cdot\gamma_1'(t_1)
    = f'(z_0) \cdot \gamma_1'(t_1) \\
    (f\circ\gamma_2)'(t_2) &= f'(\gamma_2(t_2))\cdot\gamma_2'(t_2)
    = f'(z_0) \cdot \gamma_2'(t_2),
  \end{align*}
  also werden $\gamma_1'(t_1), \gamma_2'(t_2)$ mit
  $f'(z_0) = \abs{f'(z_0)}\e^{\im\Arg f'(z_0)}$ multipliziert.
  Geometrisch entspricht das einer Drehung mit Winkel
  $\Arg f'(z_0)$ gefolgt von einer Streckung mit $\abs{f'(z_0)}$ $\implies$
  Winkel sind bewahrt. Tatsächlich gilt
  \[
    \Arg\left(\frac{(f\circ\gamma_2)'(t_2)}{(f\circ\gamma_1)'(t_1)}\right)
    = \Arg\left(\frac{f'(z_0)\cdot\gamma_2'(t_2)}{f'(z_0)\cdot\gamma_1'(t_1)}\right)
    = \Arg\left(\frac{\gamma_2'(t_2)}{\gamma_1'(t_1)}\right)
  \]
  und somit sind die Winkel bewahrt.
\end{proof}

\begin{bsp}
  $f\colon\C\setminus\{0\} \to \C, f(z) = z^2$ holomorph mit
  $f'(z) = 2z \neq 0 \implies f$ winkeltreu. Seien nun
  $a, b\in \R\setminus\{0\}$. Die Geraden $x=a, y=b$ schneiden sich
  senkrecht $\overset{f\text{ winkeltreu}}{\implies}$ ihre
  Bildkurven unter $f$ schneiden sich senkrecht.
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{winkeltreue}
    \caption{Winkeltreue}
    \label{fig:winkeltreue}
  \end{figure}

  \underline{Direkte Verifizierung} $u = \real f = x^2 - y^2,
  v=\imag f = 2xy$.
  \begin{itemize}
    \item Bild von $x=a$ ($(x, y) = (a, y),y\in\R$)
      \[
        \begin{cases}
          u = a^2 - y^2 \\
          v = 2ay
        \end{cases}
        \underset{y=\frac{v}2 a}{\implies} u = a^2 - \frac{v^2}{4a^2} \eqcolon \varphi(v)
        \;\textsc{Parabel}\, P(a)
      \]
    \item Analog ist das Bild von $y = b$ die Parabel $\tilde P(b)\colon u =
      \frac{v^2}{4b^2} - b^2 \eqcolon \psi(v)$
  \end{itemize}
  Schnittpunkte: $P(a) \cap \tilde P(b) = \{(a^2 - b^2, \pm2ab)\}$.
  Es gilt $\varphi'(b) = -\frac{v}{2a^2}, \psi'(v) = \frac{v}{2b^2}$
  $\implies \varphi'(2ab) \cdot \psi'(2ab) = \frac{-2ab}{2a^2}\cdot\frac{2ab}{b^2}
  = -1 = \varphi'(-2ab) \cdot \psi'(-2ab)$.
  $\implies P(a)$ und $\tilde P(b)$ schneiden sich senkrecht (Produkt der Steigungen
  ist $-1$).
  Erweitere jetzt $f$ zu $\C$, $f(z) = z^2$ und betrachte $I_+ = \{z=\im y|y\ge0\}$.
  Dann gilt $I_+ \cap \R_+ = \{0\}$ und $\sphericalangle(\R_+, I_+) = \frac\pi2$,
  aber $\sphericalangle(f(\R_+), f(I_+)) = \sphericalangle(R_+, R_-) = \pi
  \neq \frac{\pi}{2}$. Erklärung: $f'(0) = 0$.
\end{bsp}

\begin{bemerkung}
  Falls $f'(z_0) = 0$ folgt nicht, dass $f$ Winkeltreu ist.
\end{bemerkung}

\section{Gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen/-reihen}
\begin{defin}
  Sei $f_n\colon A \ssq \C \to \C, n \in \N$. Die Folge von Funktionen
  $(f_n)_{n\ge0}$ \textsc{konvergiert gleichmäßig} gegen
  $f\colon A \to\C$, wenn $\forall \eps > 0 \exists N = N(\eps) \in \N$, sodass
  $\abs{f_n(z) - f(z)} < \eps \;\forall n \ge N, \forall z \in A$
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  $f_n \overset{\text{gleichmäßig}}{\underset{\text{auf $A$}}{\to}} f \iff
  \norm{f_n - f}_\infty \coloneq \sup_{z\in A} \abs{f_n(z) - f(z)}
  \overset{n\to\infty}{\to} 0$
\end{bemerkung}

\begin{satz}\label{satz:1.6}
  Sei $f_n \colon A \to \C$ eine Funktionenfolge. Dann sind die folgenden Aussagen
  äquivalent:
  \begin{enumerate}
    \item $(f_n)_{n\ge0}$ ist gleichmäßig konvergent
    \item $(f_n)_{n\ge0}$ ist eine Cauchy Folge bezüglich der
      \glqq$\infty$\grqq-Norm, das heißt
      $\forall \eps > 0 \exists N = N(\eps) \in \N$, sodass
      \[
        \norm{f_n - f_m}_\infty < \eps \; \forall m, n \ge N.
      \]
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  Analog zum reellen Fall.
\end{proof}

\begin{defin}
  Sei $f_n \colon A \to \C, n \in \N$. Die Reihe $\sum_{n=0}^\infty f_n$ konvergiert
  gleichmäßig, wenn die Folge ihrer Partialsummen
  $(\sum_{k=0}^n f_k)_{n\ge0}$ gleichmäßig konvergiert.
\end{defin}

\begin{satz}[Kriterium von Cauchy]\label{satz:cauchykriterium}
  $\sum_{n=0}^\infty f_n$ konvergiert gleichmäßig auf $A
  \iff \forall \eps > 0 \exists N=N(\eps) \in \N$, sodass
  \[
    \big\lvert{\underbrace{f_{m+1}(z) + \dots + f_n(z)}_{(S_n-S_m)(z)}}\big\rvert
    < \eps\;\forall n > m \ge N\text{ und } \forall z \in A.
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Folgt direkt aus \cref{satz:1.6} auf die Partialsummen $S_n = \sum_{k=0}^n f_k$
  angewendet.
\end{proof}

\begin{satz}[Majorantenkriterium von Weierstraß]\label{satz:weierstrasskriterium}
  Sei $f_n\colon A\to\C$ eine Funktionenfolge sodass $\exists M_n \ge 0$
  mit
  \[
    \norm{f_n}_\infty\coloneq \sup_{z\in A} \abs{f_n(z)}\le M_n, \;n\in\N.
  \]
  Falls $\sum_{n=0}^\infty M_n < \infty$, dann ist $\sum_{n=0}^\infty f_n$
  gleichmäßig konvergent.
\end{satz}
\begin{proof}
  Mittels \nameref{satz:cauchykriterium}: Sei $\eps > 0$.
  Dann $\exists N = N(\eps) \in \N$, sodass
  \[
    \abs{\sum_{k=m+1}^n f_k(z)} \le \sum_{k=m+1}^n \abs{f_k(z)}
    \le \sum_{k=m+1}^n M_k < \eps,\;\forall n>m\ge N\text{ und }\forall z \in A.
  \]
\end{proof}

\begin{bsp}
  \begin{itemize}
    \item $\sum_{k=0}^\infty z^n$ konvergiert gleichmäßig auf
      allen kompakten Teilmengen von $D_1(0) = \{z\in \C\colon \abs z < 1\}$.
      \[
        \overline{D_r(0)} = \{z\in\C\colon\abs z \le r\} \quad(0\le r < 1)
      \]
      Es gilt $\abs{z^n} = \abs z^n \le r^n \forall z \in \overline{D_r(0)}$.
      $\sum_{n \ge 0} r^n$ konvergent (geometrische Reihe $r\in[0, 1)$)
      $\overset{\ref{satz:weierstrasskriterium}}{\implies} \sum_{n\ge0}z^n$
      gleichmäßig konvergent auf $\overline{D_r(0)}$.
      Da für jede kompakte Teilmenge $K \subset D_1(0) \exists r\in[0, 1)$
      mit $K \subset \overline{D_r(0)}$ folgt nun die Behauptung.
    \item Für $\abs z \ge 1$ gilt $\abs{z^n} = \abs z^n \ge 1 \implies
      \abs{z^n} \not\to 0 \implies$ Reihe divergiert (punktweise!).
  \end{itemize}
\end{bsp}

\section{Potenzreihen}
\begin{defin}
  Sei $(a_n)_{n\ge 0}$ eine Folge in $\C$ und $z_0 \in \C$ fix.
  Dann heißt die Reihe
  \[
    \sum_{n=0}^\infty a_n(z-z_0)^n
  \]
  \textsc{Potenzreihe} mit Entwicklungspunkt $z_0$.
\end{defin}

\begin{satz}[Satz von Cauchy-Hadamard]\label{satz:cauchy-hadamard}
  Sei $\sum_{n=0}^\infty a_n (z-z_0)^n$ eine Potenzreihe. Setze
  \[
    R\coloneq \frac{1}{\limsup \sqrt[n]{\abs{a_n}}}
  \]
  mit der Konvention $R=0$ falls $\limsup \sqrt[n]{\abs{a_n}} = \infty$ und
  $R=\infty$ falls $\limsup \sqrt[n]{\abs{a_n}} = 0$.
  Dann gilt:
  \begin{enumerate}
    \item Die Potenzreihe konvergiert \emph{absolut} auf
      $D_R(z_0) = \{z\in\C|\abs{z-z_0}<R\}$ und \emph{gleichmäßig}
      auf $\overline{D_r(z_0)} = \{z\in\C\colon \abs{z-z_0}\le r\}$
      für $0 \le r < R$.
    \item Die Potenzreihe ist divergent $\forall z \in \C\colon \abs{z-z_0}>R$.
  \end{enumerate}
  $R$ heißt \textsc{Konvergenzradius} der Potenzreihe.
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{konvergenzradien}
    \caption{Konvergenzradien}
    \label{fig:konvergenzradien}
  \end{figure}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item Falls $R=0$ nichts zu zeigen.
      Sei nun $R > 0$ und $0\le r < R$.
      Dann $\exists \delta > 0\colon 0 \le r < r + \delta < R$.
      Es gilt
      \[
        \frac{1}{r + \delta} > \frac1R = \limsup\sqrt[n]{\abs{a_n}}
      \]
      und somit existiert $N\in\N$ sodass
      \begin{align*}
        \sqrt[n]{\abs{a_n}} &< \frac{1}{r+\delta} \quad \forall n \ge N \\
        \iff \abs{a_n} &< \frac{1}{(r+\delta)^n} \quad \forall n \ge N.
      \end{align*}
      Für $\abs{z-z_0} \le r$ und $n \ge N$ gilt
      \begin{equation}\label{eq:1.9.1}
        \abs{a_n(z-z_0)^n} = \abs{a_n} \abs{z-z_0}^n \le
        \left(\frac{r}{r+\delta}\right)^n
      \end{equation}
      Die geometrische Reihe $\sum (\frac{r}{r+\delta})^n$ konvergiert.
      Dann folgt aus dem \nameref{satz:weierstrasskriterium}, dass $\sum a_n(z-z_0)^n$
      gleichmäßig auf $\overline{D_r(z_0)}$ konvergiert.
      Zusätzlich ergibt \cref{eq:1.9.1} die absolute Konvergenz der
      Potenzreihe auf $\overline{D_r(z_0)}$.
      Da $0\le r < R$ beliebig, folgt absolute Konvergenz auf $D_R(z_0)$.
    \item Falls $R=+\infty$ ist nichts zu zeigen.
      Sei nun $R<\infty$ und $z$ mit $\abs{z-z_0} > R =
      \frac{1}{\limsup\sqrt[n]{\abs{a_n}}}$.
      Dann gilt
      $\limsup\sqrt[n]{\abs{a_n}} > \frac{1}{\abs{z-z_0}}$ und es folgt
      $\sqrt[n]{a_n} > \frac{1}{\abs{z-z_0}}$ für unendlich viele $n$
      $\iff \underbrace{\abs{a_n}\abs{z-z_0}^n}_{\not\to 0} > 1$
      für unendlich viele $n \to$ Reihe divergiert.
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  Bezüglich des Konvergenzverhaltens in Randpunkten,
  das heißt $z \in \C\colon \abs{z-z_0} = R$, kann man keine allgemeine
  Aussage machen!
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item
      \begin{enumerate}
        \item $\sum_{n=1}^\infty \frac{z^n}{n^2}$ hat den Konvergenzradius
          $R = \frac{1}{\limsup\frac{1}{\sqrt[n]{n^2}}} = 1$,
          weil $\sqrt[n]{n^2} = \sqrt[n]{n}\sqrt[n]{n} \to 1 \cdot 1 = 1$.

          Randkreis $\abs z = 1\colon \sum_{n\ge1}\abs{\frac{z^k}{n^2}}
          =\sum_{n\ge 1} \frac{1}{n^2} < \infty$
          $\implies$ die Potenzreihe ist überall auf
          $\abs z = 1$ konvergent.
        \item $\sum_{n=1}^\infty \frac{z^n}{n}$ hat
          $R = \frac{1}{\limsup\sqrt[n]{n^{-1}}} = 1$.

          Randkreis $\abs z = 1\colon z = 1 \; \sum_{n=1}^\infty \frac1n$ harmonische
          Reihe, divergiert. $z = -1\;\sum_{n=1}^\infty \frac{(-1)^n}{n}$ konvergent
          (wegen Leibnizkriterium).

          Bemerkung: man kann zeigen, dass $\sum_{n=1}^\infty \frac{z^n}{n}$
          in allen Punkten mit $\abs z = 1$ außer für $z=1$ konvergent ist
          (freiwillige Übung 23).
        \item Die geometrische Reihe $\sum_{n=0}^\infty z^n$ hat
          $R=1$.

          Randkreis $\abs z = 1\;\abs{z^n}=\abs z^n = 1 \not \to 0
          \implies$ auf dem Randkreis überall divergent.
      \end{enumerate}
    \item $\sum_{n=0}^\infty \frac{z^n}{n^n}$ hat
      $R=\frac{1}{\limsup{\frac{1}{\sqrt[n]{n^n}}}}
      = \frac{1}{\lim\frac{1}{n}} = +\infty$
    \item Um den Konvergenzradius von zum Beispiel
      $\sum_{n=0}^\infty \frac{z^n}{n!}$ zu berechnen, ist es
      praktischer den folgenden Satz zu verwenden:
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{satz}
  Sei $a_n \neq 0 (n\in\N)$ und $\sum_{n=0}^\infty a_n(z-z_0)^n$ eine
  Potenzreihe mit Konvergenzradius $R$. Falls
  $L\coloneq \lim_{n\to\infty} \abs{\frac{a_n}{a_{n+1}}}$ existiert
  in $\R \cup \{+\infty\}$, dann gilt $R=L$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $z \neq z_0$. Das Quotientenkriterium für
  $\sum_{n\ge0} a_n (z-z_0)^n$ ergibt
  \[
    \lim_{n\to\infty}\abs{\frac{a_{n+1}(z-z_0)^{n+1}}{a_n(z-z_0)^n}}
    = \abs{z-z_0}\lim_{n\to\infty}\abs{\frac{a_{n+1}}{a_n}}
    = \frac{1}{L} \abs{z-z_0}.
  \]
  Falls $L=0$ divergiert die Reihe $\forall z \neq z_0$.
  Falls $L>0$ ist die Reihe für $\abs{z-z_0}<L$ konvergent, und für
  $\abs{z-z_0}>L$ divergent. Also gilt $R=L$.
\end{proof}

\begin{bsp}[Fortsetzung]
  \begin{enumerate}
    \setcounter{enumi}{2}
    \item $\sum_{n=0}^\infty \frac{z^n}{n!}$.
      \[
        R = \lim_{n\to\infty}\frac{\frac{1}{n!}}{\frac{1}{(n+1)!}}
        = \lim_{n\to\infty}(n+1) = +\infty.
      \]
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{bemerkung}
  Aus dem vorherigen Beispiel und dem \nameref{satz:cauchy-hadamard}
  folgt nun, dass
  \[
    0 \le \limsup\sqrt[n]{\frac{1}{n!}} = \text{\glqq{}$\frac{1}{+\infty}$\grqq{}} = 0
    \implies \exists \lim_{n\to\infty}\frac{1}{\sqrt[n]{n!}} = 0
    \implies \lim_{n\to\infty}\sqrt[n]{n!} = +\infty.
  \]
\end{bemerkung}

\begin{satz}\label{satz:1.11}
  Sei $f(z) = \sum_{n=0}^\infty a_n(z-z_0)^n$ eine Potenzreihe
  mit Konvergenzradius $R\neq 0$. Dann ist $f$ holomorph
  auf $D_R(z_0) = \{z\in\C\colon\abs{z-z_0}<R\}$ und es gilt
  \begin{equation}\label{eq:1.11.1}
    f'(z) = \sum_{n=1}^\infty n a_n (z-z_0)^{n-1},
  \end{equation}
  wobei die \glqq{}gliedweise\grqq{} differenzierte Reihe wieder
  den Konvergenzradius $R$ hat.
\end{satz}
Später werden wir auch einen 2. Beweis besprechen der eleganter ist (siehe
\ref{satz:1.11-revisited}).
\begin{proof}[1]
  Die Reihe in \cref{eq:1.11.1} hat den gleichen Konvergenzradius wie \\
  $\sum_{n=1}^\infty n a_n (z-z_0)^n$ und zwar
  \[
    R' = \frac{1}{\limsup\sqrt[n]{n\abs{a_n}}}
    = \frac{1}{\limsup\sqrt[n]{n}\sqrt[n]{\abs{a_n}}} = R.
  \]
  OBdA nehmen wir jetzt an, dass $z_0 = 0$.
  Sei $0 < r < R$ und $z, w \in \C$ mit $\abs z, \abs w < r$.
  Für $z \neq w$ gilt
  \begin{align*}
    \frac{f(z)-f(w)}{z-w} - \sum_{n=1}^\infty n a_n w^{n-1}
    &= \sum_{n\ge1}\left(\frac{a_n\abs{z^n-w^n}}{z-w}-na_nw^{n-1}\right) \\
    &= \sum_{n\ge2}a_n(z^{n-1} + z^{n-2}w+\dots+zw^{n-2}+w^{n-1}-n w^{n-1}) \\
    &\begin{multlined}= \sum_{n\ge2} a_n((z^{n-1}-w^{n-1})+(z^{n-2}\cdot w-w^{n-1})+\\
    \dots +(zw^{n-2}-w^{n-1})+0)\end{multlined} \\
    &\begin{multlined}= \sum_{n\ge2} a_n((z^{n-1}-w^{n-1})+w(z^{n-2}-w^{n-2})\\
    +w^2(z^{n-3}-w^{n-3})+ \dots + w^{n-2}(z-w))\end{multlined} \\
    &\begin{multlined}= \sum_{n\ge2} a_n(z-w)\big((z^{n-2} + z^{n-3}w + \dots + w^{n-2}) +\\
        w(z^{n-3} + z^{n-4}w + \dots + w^{n-3})+\dots+ \\
    w^k(z^{n-2-k} + z^{n-3-k}w + \dots + w^{n-2-k}) + \dots + w^{n-2}\big).\end{multlined}
  \end{align*}
  Hier haben wir die Formel
  \[
    z^M - w^M = (z-w)(z^{M-1} + z^{M-2}w + z^{M-3}w^2 + \dots + zw^{M-2}+w^{M-1})
  \]
  für $M \in \N$ mehrmals verwendet.
  Das Monom $z^{n-2-k}\cdot w^k, 0 \le k \le n-2$, kommt genau einmal in
  jedem von den ersten $k+1$ Summanden
  $(z^{n-2} + z^{n-3}w + \dots + w^{n-2}),
  w(z^{n-3} + \dots + w^{n-3}), \dots,
  w^k(z^{n-2-k} + \dots + w^{n-2-k})$ vor.
  Daraus folgt
  \begin{align}\label{eq:1.11.2}
    \abs{\frac{f(z)-f(w)}{z-w} - \sum_{n\ge1}na_nw^{n-1}}
    &= \abs{(z-w)\sum_{n=2}^\infty a_n\sum_{k=0}^{n-2}(k+1)z^{n-2-k}w^k} \\
    \nonumber&\le \abs{z-w} \sum_{n=2}^{\infty} \abs{a_n} \sum_{k=0}^{n-2}(k+1)
    r^{n-2-k} \cdot r^k  \\
    \nonumber&= \abs{z-w}
    \underbrace{\sum_{n=2}^\infty \abs{a_n}\frac{(n-1)n}{n} r^{n-2}}_{\eqcolon c(r)} \\
    \nonumber&=c(r) \abs{z-w} \to 0\text{, wenn }z\to w
  \end{align}
  Die Reihe $c(r) = \sum_{n=2}^\infty \frac{n(n-1)}{2} \abs{a_n} r^{n-2}$ ist wegen
  dem Wurzelkriterium konvergent:
  \[
    \limsup_{n\to\infty}
    \underbrace{\sqrt[n]{\frac{n(n-1)}{2}}}_{\to1}\sqrt[n]{\abs{a_n}}
    \underbrace{\sqrt[n]{r^{n-2}}}_{\to r} = \frac{r}{R} < 1.
  \]
  Aus \cref{eq:1.11.2} folgt nun, dass $f$ differenzierbar in $w$ ist und
  \cref{eq:1.11.1} gilt, da $0 < r < R$ beliebig gewählt war gilt die Behauptung
  für alle $w$ mit $\abs w < R$.
\end{proof}

\subsection{Elementare Funktionen}
\begin{defin}
  $\exp(z) = \e^z \coloneq \sum_{n=0}^\infty \frac{z^n}{n!}$ heißt
  die komplexe \textsc{Exponentialfunktion} ($z\in\C$).
\end{defin}
Das vorherige Beispiel zeigt, dass die obige Reihe den Konvergenzradius
$\infty$ hat. Aus \cref{satz:1.11} folgt nun, dass $z\mapsto\e^z$ holomorph ist
mit
\[
  (\e^z)' = \sum_{n=1}^\infty \frac{nz^{n-1}}{n!}
  = \sum_{n=1}^{\infty} \frac{z^{n-1}}{(n-1)!} \overset{k\coloneq n-1}{=}
  \sum_{k=0}^\infty \frac{z^k}{k!} = \e^z
\]
Also $(\e^z)' = \e^z, z \in \C$.

\begin{satz}\label{satz:1.12}
  Für $z, w \in \C$ gilt $\e^{z+w} = \e^z \cdot \e^w$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $w\in\C$ fest und betrachte $g(z) = \e^{-z} \e^{z+w}, z \in \C$.
  Dann ist $g$ holomorph (Produkt und Zusammensetzung holomorpher Funktionen)
  mit
  \[
    g'(z) = (\e^{-z})' \e^{z+w} + \e^{-z}(\e^{z+w})' = -\e^{-z} \e^{z+w} + \e^{-z} \e^{z+w}
    = 0\quad \forall z \in \C.
  \]
  Aus \cref{satz:1.3} folgt nun $(g=u+\im v)$
  \begin{gather*}
    0 = g'(z) = u_x(z) + \im v_x(z) = v_y(z) - \im u_y(z) \\
    \implies u_x = v_x = u_y = v_y = 0 \implies u, v\,\text{konstant auf}\,\C \\
    \implies g\,\text{konstant auf}\,\C.
  \end{gather*}
  Dann gilt
  \begin{equation}\label{eq:1.12.1}
    g(z) = g(0) = \e^w \implies \e^{-z}\e^{z+w} = \e^w \quad \forall z \in \C
  \end{equation}
  Für $w = 0$ in \cref{eq:1.12.1} erhalten wir $g(z) = \e^{-z}\e^z = \e^0 = 1$ und
  somit ist $(\e^{-z})^{-1} = \e^z$. Verwenden wir die letzte
  Gleichung in \cref{eq:1.12.1} um $\e^{z+w} = \e^z \e^w$ zu erhalten.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  Insbesondere folgt von oben, dass $\e^z \neq 0, \forall z \in \C$.
\end{bemerkung}

\begin{defin}
  Für $z\in\C$ definieren wir
  \[
    \sin z\coloneq \sum_{n=0}^\infty \frac{(-1)^n}{(2n+1)!} z^{2n+1}
    \quad \text{und}\quad \cos z\coloneq \sum_{n=0}^\infty \frac{(-1)^n}{(2n)!}z^{2n}.
  \]
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  Beide Reihen haben den Konvergenzradius $+\infty$.
  \[
    \limsup \sqrt[n]{\abs{a_n}} = \limsup \sqrt[2n+1]{\frac{1}{(2n+1)!}}
    \le \limsup\sqrt[n]{\frac{1}{n!}} = 0.
  \]
\end{bemerkung}

\begin{nonumbersatz}[Eigenschaften]
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:triag1} $\cos z +\im\sin z = \e^{\im z}$,
    \item\label{item:triag2} $\cos(-z) = \cos z$ und $\sin(-z) = -\sin(z)$,
    \item\label{item:triag3} $\cos z = \frac{1}{2}(\e^{\im z} + \e^{-\im z})$,
      $\sin z = \frac{1}{2\im}(\e^{\im z} - \e^{-\im z})$,
    \item $(\sin z)' = \cos z$ und $(\cos z)' = -\sin z$.
  \end{enumerate}
\end{nonumbersatz}
\begin{proof}
  \begin{enumerate}
    \item \begin{align*}
        \e^{\im z} &= \sum_{n=0}^\infty \frac{\im^n \cdot z^n}{n!}
        = \sum_{j=0}^\infty \frac{\im^{2j} \cdot z^{2j}}{(2j)!}
        + \sum_{j=0}^\infty \frac{\im^{2j+1}}{(2j+1)!} z^{2j+1} \\
                   &(\im^{2j} = (\im^2)^j = (-1)^j,\quad \im^{2j+1}
                   =\im^{2j}\cdot \im = (-1)^j \cdot \im) \\
                   &= \sum_{j=0}^\infty \frac{(-1)^j}{(2j)!}z^{2j}
                   + \im \sum_{j=0}^\infty \frac{(-1)^j}{(2j+1)!} z^{2j+1}
                   = \cos z + \im \sin z.
      \end{align*}
    \item folgt direkt aus der Definition
    \item folgt direkt aus \cref{item:triag1,item:triag2}
    \item gliedweise differenzieren.
  \end{enumerate}
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  Für $z = x + \im y (x, y \in \R)$ gilt
  $\e^z = \e^{x + \im y} \overset{\ref{satz:1.12}}{=}
  \e^x \e^{\im y} \overset{\ref{item:triag1}}{=} \e^x(\cos y + \im\sin y)
  \implies \abs{\e^z} = \abs{\e^x} \underbrace{\abs{\cos y + \im \sin y}}_{=1}
  =\e^x = \e^{\real z}$.
  Ein Argument von $\e^z$ ist $y=\imag z$.
\end{bemerkung}

\begin{bemerkung}
  \begin{enumerate}
    \item Es gelten die Additionsformeln
      \begin{align*}
        \sin(z+w) &= \sin z \cos w + \cos z \sin w \\
        \cos(z+w) &= \cos z \cos w - \sin z \sin w
      \end{align*}
      mit der Konsequenz $(\sin z)^2 + (\cos z)^2 = 1$.
      Beweis: direkte Rechnung, die \cref{item:triag3} verwendet.
    \item \begin{align*}
        \sin z = 0 &\iff z = k \pi, k \in \Z \\
        \cos z = 0 &\iff z = (2k+1)\frac\pi2, k \in \Z.
      \end{align*}
      Beweis ist Übung. Hinweis: Die Nullstellen von
      $\sin\colon \R\to\R,\cos\colon\R\to\R$ sind aus der reellen Analysis bekannt.
      \begin{itemize}
        \item $\sin z = 0 \iff \frac{1}{2\im}(\e^{\im z}-\e^{-\im z}) = 0
          \iff \e^{\im z} = \e^{-\im z} \iff \e^{2\im z} = 1 \dots$ usw.
        \item $\cos z = 0 \iff \frac12(\e^{\im z} + \e^{-\im z}) = 0
          \iff \e^{\im z} = -\e^{-\im z} \iff \e^{2\im z} = -1 = \cos \pi
          + \im \sin \pi \dots$ usw.
      \end{itemize}
  \end{enumerate}
\end{bemerkung}

\begin{defin}
  \begin{gather*}
    \tan z \coloneq \frac{\sin z}{\cos z},\, z \neq (2k+1)\frac{\pi}2 \\
    \cot z \coloneq \frac{\cos z}{\sin z},\, z \neq k\pi \\
    (\tan z)' = \frac{1}{\cos^2 z},\, (\cot z)' = -\frac{1}{\sin^2 z} \\
    \cosh(z) = \frac12(\e^z + \e^{-z})\text{ und }
    \sinh(z) = \frac12(\e^z - \e^{-z}).
  \end{gather*}
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  Es gelten: $\cosh z = \cos(\im z)$ und $\sinh(z) = \frac1\im\sin(\im z)$.
\end{bemerkung}

\begin{bemerkung}
  Für $w = x + \im y (x, y \in \R)$ gilt
  $\e^w = \e^{x + \im y} \overset{\ref{satz:1.12}}{=}
  \e^x \e^{\im y} \overset{\ref{item:triag1}}{=} \underbrace{\e^x}_{>0}
  \cdot (\cos y + \im \sin y) \implies \abs{\e^w} = \e^x = \e^{\real w}$
  und ein Argument von $\e^w$ ist $y = \imag w$.
\end{bemerkung}

\subsection{Der komplexe Logarithmus}
Gegeben $z \in \C\setminus\{0\}$ möchten wir
\begin{equation}\label{eq:loga}
  \e^w = z = \abs{z}\e^{\im\Arg z},
\end{equation}
$-\pi < \Arg z \le \pi$ lösen. Sei $w = x + \im y (x, y \in \R)$.
Aus der obigen Bemerkung folgt
$\abs{\e^w} = \e^{\real w} = \e^x$ und ein Argument von $\e^w$ ist
$\imag w = y$.
Dann ist \cref{eq:loga} äquivalent zu
\[
  \abs z = \e^x \iff x = \log \abs{z}
\]
und
\[
  y = \Arg z + n 2\pi\;(n\in\Z),
\]
das heißt
\[
  \log z \coloneq w = \log \abs{z} + \im(\Arg z + n 2\pi)\;(n\in\N).
\]
Also ist $\log$ eine mehrwertige Funktion (keine Funktion im üblichen Sinne).
Insbesondere gilt
\[
  \log 1 = \im 2\pi n\;(n\in\Z), \,\text{das heißt}\,
  \e^w = 1 \iff w = \im 2 \pi n \;(n\in\Z).
\]

Sei nun $\alpha \in\R$ fest. Dann gilt:
$\forall z \in \C\setminus\{0\} \exists! n\in\Z$ sodass
\[
  \underbrace{\Arg z + 2 n \pi}_{\eqcolon\arg_\alpha z} \in (\alpha - 2\pi, \alpha].
\]
Wir haben diesen Repräsentant vom Argument $\arg_\alpha$ genannt.

\begin{bemerkung}
  $\exp$ bildet jeden horizontalen Streifen mit Breite
  $2\pi\colon\{z\in\C\colon \alpha - 2\pi < \imag z \le \alpha\}$
  bijektiv auf $\C\setminus\{0\}$ ab.
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{bijektive-abbildung-auf-c-ohne-0}
    \caption{bijektive Abbildung auf $\C \setminus \{0\}$}
    \label{fig:bijektive-abbildung-auf-c-ohne-0}
  \end{figure}
\end{bemerkung}

Um eine invertierbare Exponentialfunktion mit \emph{stetiger Inverse}
zu erhalten, müssen wir den Definitionsbereich einschränken.
\begin{figure}[ht]
  \centering
  \incfig{s_alpha-und-r_alpha}
  \caption{$S_\alpha$ und $R_\alpha$}
  \label{fig:s_alpha-und-r_alpha}
\end{figure}
Seien
\begin{align*}
  S_\alpha &\coloneq \{z\in\C\colon \alpha - 2\pi < \imag z < \alpha\}, \\
  R_\alpha &\coloneq \{z = r \e^{\im \alpha}\colon r \ge 0\}, \\
  \C_\alpha &\coloneq \C\setminus R_\alpha.
\end{align*}
$\exp\colon S_\alpha \to \C_\alpha$ ist bijektiv mit stetiger Inverse
\[
  \log_\alpha z = \log\abs{z} + \im \arg_\alpha z, \; z \in \C_\alpha.
\]

\begin{bemerkung}
  Wir haben $R_\alpha$ ausgeschlossen, weil $\arg_\alpha(z)$ nicht stetig
  auf $R_\alpha$ ist!
\end{bemerkung}
\begin{bemerkung}
  $\exp$ ist auf jedem Streifen mit vertikaler Breite $2\pi$
  nach $\C\setminus\{0\}$ bijektiv.
  Wenn aber der Streifen nicht horizontal ist, dann ist das Bilde des Randes eine
  Spirale in \C, also zu kompliziert um eine \glqq{}einfache\grqq{} Inverse zu ergeben.
  %TODO: Skizze aus Notizen S. 39 einfügen
\end{bemerkung}
\begin{bemerkung}
  Es gilt
  \[
    \e^{\log_\alpha z} = z \forall z \in \C_\alpha,
  \]
  aber
  \[
    \log_\alpha \e^z = z \iff z \in S_\alpha.
  \]
\end{bemerkung}

\subsubsection{Hauptzweig des Logarithmus}
Sei $\alpha = \pi$ und $\Log\coloneq \log_\pi$,
$\Log\colon\C^- \to S_\pi$. $\Log z = \log \abs{z} + \im \Arg z,\,-\pi<\Arg z < \pi$.

\begin{satz}
  $\Log\colon \C^- \to S_\pi$ ist holomorph mit $(\Log)'(z) = \frac1z$
\end{satz}
\begin{proof}
  $\exp\colon S_\pi \to \C^-$ ist holomorph, bijektiv mit
  inverse $\Log\colon \C^- \to S_\pi$. Sei $a\in \C^-$.
  Da $\Log$ stetig ist, gilt $\Log z \to \Log a$ für $z \to a$,
  und somit gilt
  \[
    (\Log)'(a) = \lim_{z\to a} \frac{\Log z - \Log a}{z-a}
    \overset{\substack{w=\Log z \\ b = \Log a}}{=}
    \lim_{w\to b} \frac{w-b}{\e^w - \e^b}
    = \lim_{w\to b} \frac{1}{\frac{\e^w-\e^b}{w-b}}
    = \frac{1}{(\exp)'(b)} = \frac{1}{\e^b} = \frac1a
  \]
\end{proof}

\begin{bsp}
  $\Log(2\im) = \log\abs{2\im} + \im \Arg(2\im) = \log 2 + \im \frac\pi2$
\end{bsp}

\emph{Achtung:} die Rechenregeln für den reellen Logarithmus sind nicht
immer vom komplexen Logarithmus übernommen. Zum Beispiel
\[
  \Log(z_1 z_2) = \Log z_1 + \Log z_2
\]
\begin{align*}
  &\iff \log\abs{z_1 z_2} + \im \Arg(z_1 z_2)
  = \log \abs{z_1} + \im \Arg z_1 + \log(z_2) + \im \Arg z_2 \\
  &\iff \Arg(z_1 z_2) = \Arg z_1 + \Arg z_2 \\
  &\iff \Arg z_1 + \Arg z_2 \in (-\pi, \pi)
\end{align*}

\begin{bsp}
  \[
    z_1 = z_2 = \e^{\im \frac{2\pi}{3}},\Log z_1 = \Log z_2
    = \Log\abs{\e^{\im \frac{2\pi}{3}}} + \im\Arg\left(\e^{\im \frac{2\pi}{3}}\right)
    = \im \frac{2\pi}{3},
  \]
  also
  \[
    \Log z_1 + \Log z_2 = \im \frac{4\pi}{3} \neq \Log(z_1 z_2) =
    \im \Arg\left(\e^{\im \frac{4\pi}{3}}\right) = -\frac{2\pi}{3} \im.
  \]
\end{bsp}

\begin{defin}[Potenzen]
  Für $z\in\C^-$ und $a\in\C$ definiere \glqq{}den
  Hauptzweig von $z^\alpha$\grqq{} als
  \[
    z^a \coloneq \exp(a\Log z).
  \]
  Aus der Kettenregel folgt
  \[
    (z^a)' = \exp(a \Log z) \frac{a}{z}
    = \e^{a\Log z} \frac{a}{\e^{\Log z}} \overset{\ref{satz:1.12}}{=}
    \e^{a \Log z - \Log z} a = \e^{(a-1)\Log z} a = a z^{a-1}.
  \]
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  Im Allgemeinen gilt $(z^w)^\lambda = z^{w\lambda}$ \emph{nicht}!
  Sei $z = \e, w = 2\pi\im, \lambda = \frac{\alpha}{2\pi\im}$ mit $\alpha \in \C$
  beliebig.
  Dann ist $(z^w)^\lambda = (\e^{2\pi\im})^\lambda = 1^\lambda
  = \e^{\lambda\Log 1} = \e^0 = 1$, aber
  $z^{w\lambda} = \e^\alpha$ beliebig in $\C\setminus\{0\}$.
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
  \[
    \im^\im = \e^{\im \Log \im} = \e^{\im(\log \abs{\im} + \im \Arg\im)}
    =\e^{\im\left(0 + \im\frac\pi2\right)} = \e^{\frac{-\pi}2}.
  \]
\end{bsp}

\chapter{Der Cauchy'sche Integralsatz}
\section{Kurvenintegrale}
\begin{defin}
  \begin{itemize}
    \item Eine stetige Abbildung $\gamma\colon[a, b]\to\C$ heißt \textsc{Weg}
      ($a, b\in\R, a < b$).
    \item Notation: $\gamma^*\coloneq\{\gamma(t)\colon t \in[a,b]\}$
      heißt das \textsc{Bild} von $\gamma$.
    \item Falls $\gamma(a) = \gamma(b)$ heißt $\gamma$ ein \textsc{geschlossener}
      Weg
    \item Ein stückweise stetig differenzierbarer Weg
      $\gamma\colon[a,b]\to\C$ heißt \textsc{Pfad}
      (das heißt $\exists a = s_0 < s_1 < \dots < s_n = b$ mit
      $\gamma_{|[s_{j-1}, s_j]}$ stetig differenzierbar $\forall j \in \{1, \dots, n\}$).
  \end{itemize}
\end{defin}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item $\gamma\colon[0, 2\pi]\to \C, \gamma(t) = \e^{\im t}$
      der positiv orientierte Einheitskreis.
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{einheitskreis}
        \caption{Einheitskreis}
        \label{fig:einheitskreis}
      \end{figure}
    \item Verbindungsstrecke zwischen $z, w \in \C$.
      $\gamma\colon[0,1] \to \C,\,\gamma(t) = (1-t)z + tw = z + (w-z)t$.
      Notation: $[z, w]$.
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{[z,w]}
        \caption{[z,w]}
        \label{fig:[z,w]}
      \end{figure}
    \item Streckenzug von $0$ über $2, 2\im$ nach $0$,
      $\gamma\colon[0,3]\to\C$
      \[
        \gamma(t)=
        \begin{cases}
          2 t & 0 \le t \le 1 \\
          2 + (2\im - 2)(t-1) & 1 \le t \le 2 \\
          2\im (3-t) & 2 \le t \le 3.
        \end{cases}
      \]
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{streckenzug}
        \caption{Streckenzug}
        \label{fig:streckenzug}
      \end{figure}
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{defin}
  Sei $g\colon[a, b] \to \C$ mit $\real g, \imag g$ Riemann
  integrierbar auf $[a,b]$. Wir definieren
  \[
    \int_a^b g dt = \int_a^b \real g dt + \im \int_{a}^b \imag g dt.
  \]
\end{defin}

\begin{defin}
  Sei $f\colon U \ssq \C\to\C$ stetig und $\gamma\colon[a,b]\to U$ Pfad.
  Dann heißt
  \[
    \int_\gamma f dz \coloneq \int_a^b f\circ \gamma(t) \cdot \gamma'(t) dt
  \]
  das \textsc{Kurvenintegral} von $f$ längs $\gamma$.
\end{defin}

\begin{defin}
  Zwei Pfade $\gamma_1\colon[a_1,b_1]\to\C, \gamma\colon[a,b]\to\C$
  heißen \textsc{äquivalent}, wenn es eine stetig differenzierbare
  Funktion $\varphi\colon[a_1,b_1]\to[a,b]$ mit $\varphi' > 0$
  und $\varphi(a_1) = a, \varphi(b_1) = b$ gibt, sodass
  $\gamma_1 = \gamma \circ \varphi$.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  Aus $\varphi\colon[a_1,b_1] \to [a,b]$ stetig differenzierbar
  mit $\varphi' > 0$ und $\varphi(a_1) = a, \varphi(b_1) = b$ folgt,
  dass $\varphi$ bijektiv ist mit $\inv{\varphi}$ stetig differenzierbar.
  Somit führt die obige Definition in der Tat eine Äquivalenzrelation
  auf der Menge aller Pfade in $\C$ ein.
\end{bemerkung}

Seien $U\ssq\C$ und $\gamma, \gamma_1$ äquivalente Pfade in $U$.
Für jede stetige Funktion $f\colon U \to \C$ gilt
\begin{align*}
  \int_{\gamma_1} f(z) dz
  &= \int_{a_1}^{b_1} f(\gamma_1(t)) \gamma_1'(t) dt \\
  &= \int_{a_1}^{b_1} f(\gamma(\varphi(t)))\gamma'(\varphi(t)) \varphi'(t) dt \\
  \text{Substitution: }&= \int_a^b f(\gamma(s)) \gamma'(s) ds = \int_\gamma f dz
\end{align*}
Man sagt, dass das Kurvenintegral unabhängig von der Parametrisierung ist.

\begin{bemerkung}
  Sei $\gamma\colon[a,b]\to\C$ Pfad ($a<b$). Für jedes Intervall
  $[c,d] \subset \R$ mit $c<d$ existiert ein Pfad $\gamma_1\colon[c,d]\to\C$,
  der zu $\gamma$ äquivalent ist.
\end{bemerkung}
\begin{proof}
  Sei $\varphi\colon[c,d]\to[a,b], \varphi(t) = At + B$, wobei
  $A, B$ so gewählt sind, dass $\varphi(c) = a, \varphi(d) = b$.
  Eine kurze Rechnung ergibt:
  $A = \frac{b-a}{d-c}, B=\frac{ad-bc}{d-c}$.
  Dann ist $\gamma_1\coloneq\gamma\circ\varphi\colon[c,d]\to\C$ äquivalent
  zu $\gamma$.
\end{proof}

Insbesondere kann man oBdA nur Pfade $[0,1]\to\C$ betrachten.

\begin{defin}
  \begin{description}
    \item[Komposition]
      Sind $\gamma_1\colon[a,b]\to\C, \gamma_2\colon[b,c]\to\C$ Pfade
      mit $\gamma_1(b) = \gamma_2(b)$, so ist auch
      $\gamma = \gamma_1 + \gamma_2\colon[a,c]\to\C$, wobei
      $\gamma_{|[a,b]} = \gamma_1$ und $\gamma_{|[b,c]} = \gamma_2$,
      ein Pfad in $\C$ mit
      \[
        \int_\gamma f dz = \int_{\gamma_1} f dz + \int_{\gamma_2} f dz,\;
        \forall f\colon \gamma^*\to \C\,\text{stetig}
      \]
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{komposition-zweier-pfade}
        \caption{Komposition zweier Pfade}
        \label{fig:komposition-zweier-pfade}
      \end{figure}
    \item[Inverser Pfad]
      Sei $\gamma\colon[a,b]\to\C$ ein Pfad.
      Der zu $\gamma$ inverse Pfad $\gamma^-$ ist durch
      \[
        \gamma^-(t) = \gamma(a + b - t),\; a \le t \le b
      \]
      gegeben.
      Dann gilt $\gamma^* = (\gamma^-)^*$ und
      \begin{align*}
        \int_{\gamma^-} f(z) dz &= \int_a^b f(\gamma(a+b-t)) (-\gamma'(a+b-t)) dt \\
        \text{Substitution: }&= -\int_a^b f(\gamma(s)) \gamma'(s) ds = -\int_\gamma f dz
      \end{align*}
    \item[Länge eines Pfades] Definiere für $\gamma\colon[a,b]\to\C$:
      \[
        L(\gamma) \coloneq \int_a^b \abs{\gamma'(t)} dt.
      \]
  \end{description}
\end{defin}

\begin{numberlemma}\label{lemma:2.1}
  Sei $g\colon[a,b]\to\C$ mit $\real g, \imag g$ Riemann integrierbar auf
  $[a,b]$. Dann gilt
  \[
    \Big\lvert\int_a^b \underbrace{g}_{u+\im v} dt\Big\rvert \le
    \int_a^b \underbrace{\abs{g}}_{\sqrt{u^2+v^2}} dt.
  \]
\end{numberlemma}
\begin{proof}
  Sei $\theta \in (-\pi, \pi]$, sodass
  $\int_a^b g dt = \abs{\int_a^b g dt} \e^{\im \theta}$,
  dann gilt
  \begin{align*}
    \abs{\int_a^b g dt} &= \e^{-\im \theta} \int_a^b g dt =
    \underbrace{\int_a^b g \e^{-\im \theta} dt}_{\in \R}
    = \real \left(\int_a^b g \e^{-\im \theta} dt\right) \\
                        &\overset{\mathclap{\text{Def.}}}{=}
                        \int_a^b \real(g \e^{-\im \theta}) dt
                        \le \int_a^b \abs{g \e^{-\im \theta}} dt
                        \underset{\mathclap{\substack{|\\\abs{e^{-\im\theta}}=1}}}{=}
                        \int_a^b \abs g dt
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{numberlemma}\label{lemma:2.2}
  Falls $f\colon U\to\C$ stetig,
  $\gamma\colon[a,b]\to U$ Pfad, dann gilt
  \[
    \abs{\int_\gamma f dz} \le L(\gamma) \max_{z\in\gamma^*}\abs{f(z)}
  \]
\end{numberlemma}
\begin{proof}
  \begin{align*}
    \abs{\int_\gamma f dz}
    &= \abs{\int_a^b f\circ \gamma(t) \gamma'(t) dt}
    \overset{\ref{lemma:2.1}}{\le} \int_a^b \abs{f\circ \gamma(t)}\abs{\gamma'(t)} dt \\
    &\le \int_a^b \abs{\gamma'(t)} dt \max_{z\in\gamma^*} \abs{f(z)}
    = L(\gamma) \max_{z\in\gamma^*}\abs{f(z)}
  \end{align*}
\end{proof}

% Vorlesung 15.10.
\setcounter{theo}{2}
\begin{numberbsp} %bsp 2.3
  Sei $a \in \C, r > 0$
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:bsp231}
      $\gamma(t) = a + r \cdot \e^{\im t}, t \in [0, 2\pi]$. Dann
      ist $\gamma'(t) = r \cdot \im\e^{\im t}$.
      \[
        \int_\gamma \frac{1}{z-a} dz
        = \int_0^{2\pi} \frac{1}{a + re^{\im t}-a} \cdot \im r\e^{\im t}
        = \im\int_{0}^{2\pi} 1 dt = 2\pi\im
      \]
    \item $\gamma$ wie in \cref{item:bsp231} und $a=0$.
      \[
        \int_\gamma \konj z d z = \int_{0}^{2\pi} \overline{r \e^{\im t}} \im
        r \e^{\im t} dt = r^2 \cdot \im \int_0^{2\pi} \e^{-\im t} \e^{\im t} dt
        = 2\pi \im r^2
      \]
    \item $[z_0, z_1], \gamma(t)=z_0 + t(z-z_0), \gamma'(t) = z_1 - z_0$.
      \begin{align*}
        \int_{[z_0, z_1]} z d z &= \int_0^1 (z_0 + t(z_1 - z_0))(z_1-z_0) dt
                              \\&= z_0(z_1-z_0) + (z_1-z_0)^2\int_0^1 t dt
                              \\&=z_0z_1 - z_0^2 + \frac 12(z_1 - z_0)^2
                              \\&= \frac{z_1^2}{2} - \frac{z_0^2}{2}
      \end{align*}
  \end{enumerate}
\end{numberbsp}

\section{Stammfunktionen}

\begin{defin}
  Eine stetige Funktion $f \colon U \overset{\mathclap{\text{offen}}}{\ssq}
  \C\to \C$ besitzt eine \textsc{Stammfunktion} auf $U$, wenn $\exists
  F\colon U \to \C$ holomorph mit $F' = f$ auf $U$. $F$ heißt
  \textsc{Stammfunktion} von $f$.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  Sei $G \ssq \C$ Gebiet, $F_1, F_2$ Stammfunktionen für
  $f\colon G \to \C$. Dann $\exists C \in \C$ mit $F_1 = F_2 + C$.
\end{bemerkung}
\begin{proof}
  Sei $F_1 - F_2 = u + \im v$. Dann gilt
  \[
    0 = F_1'-F_2' = (F_1 - F_2)' = u_x + \im v_x = v_y - \im u_y
  \]
  $\implies u_x = u_y = v_x = v_y = 0 \implies u, v$ konstant, da
  $G$ Gebiet $\implies F_1 - F_2$ konstant.
\end{proof}

\begin{satz}\label{satz:hauptsatz}
  Sei $f\colon U \ossq \C \to \C$
  stetig und $\gamma\colon [a, b] \to U$ Pfad. Falls $f$ eine
  Stammfunktion $F$ auf $U$ hat, dann gilt
  \[
    \int_\gamma f dz = F(\gamma(b)) - F(\gamma(a))
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  $\gamma$ Pfad $\implies \exists a = t_0 < t_1 \dots < t_n = b$
  mit $\gamma_{|[t_{k-1}, t_k]}$ stetig differenzierbar.
  Dann gilt
  \begin{align*}
    \int_\gamma f d z
    &= \int_a^b f(\gamma(t)) \gamma'(t) dt \\
    &=\sum_{k=1}^n \int_{t_{k-1}}^{t_k}
    \underbrace{F' \circ \gamma(t) \cdot \gamma'(t)}
    _{\partiell{}{t} F\circ \gamma(t)} dt \\
    &= \sum_{k=1}^n F(\gamma(t_k)) - F(\gamma(t_{k-1}))
    = F(\gamma(t_n)) - F(\gamma(t_0))
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{numberbem}\label{bem:2.5}
  Sei $f$ wie im \cref{satz:hauptsatz}. Dann gilt
  \begin{enumerate}
    \item $\int_\gamma f dz$ hängt nur von Anfangs- und Endpunkt ab.
    \item $\forall \gamma$ geschlossener Pfad gilt $\int_\gamma f dz = 0$.
  \end{enumerate}
\end{numberbem}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item $f(z) = z^n, n \in \Z \setminus \{-1\}$ hat die Stammfunktion
      $\frac{z^{n+1}}{n+1} \overset{\ref{satz:hauptsatz}}{\implies}
      \forall \gamma\colon [a, b] \to \C$ Pfad gilt
      \[
        \int_\gamma f dz = \frac{(\gamma(b))^{n+1} - (\gamma(a))^{n+1}}{n+1}
      \]
    \item $\gamma(t) = \e^{\im t}, 0 \le t \le 2\pi$ geschlossener Pfad
      $\overset{\ref{item:bsp231}}{\implies} \int_\gamma \frac 1z dz
      = 2\pi \im \neq 0 \implies \frac 1z$ hat keine Stammfunktion auf
      $\C \setminus\{0\}$. Immerhin ist $\Log z$ eine Stammfunktion
      von $\frac 1z$ auf $\C^- = \C \setminus\R_-$.
      Für geschlossene Pfade $\sigma$ in $\C^-$ gilt
      $\int_\sigma \frac{1}{z} dz = 0$.
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{satz}\label{satz:2.6}
  Sei $G \ssq \C$ ein Gebiet mit $f\colon G \to \C$ stetig.
  Dann gilt:
  $f$ hat eine Stammfunktion auf $G \iff$ für jeden geschlossenen Pfad
  $\gamma$ in $G$ gilt $\int_\gamma f dz = 0$.
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{description}
    \item[$\implies$:] Klar aus \cref{bem:2.5}.
    \item[$\impliedby$:] Sei $a \in G$ fix. Für $z \in G$ beliebig
      wähle einen Pfad $\gamma_z$ von $a$ nach $z$
      (existiert weil $G$ Gebiet).
      Setze $F(z) \coloneq \int_{\gamma_z} f dw$.

      Behauptung: $F$ wohldefiniert. Sei dafür $\tilde\gamma_z$ ein
      anderer Pfad in $G$ von $a$ nach $z$ und betrachte
      den geschlossenen Pfad $\gamma_z + \tilde\gamma_z^-$\footnotemark.
      \footnotetext{%
        Falls $\gamma_2\colon [a, b] \to C$ dürfen wir oBdA annehmen, dass
        $\tilde \gamma_z\colon[b, c]\to\C$. Sonst ersetzen wir $\tilde \gamma_z$ durch
        einen äquivalenten Pfad: falls $\tilde \gamma_z\colon[\beta, \delta]\to\C$ mit
        $\beta \neq b$, sei $\varphi\colon[b,c]\to[\beta,\delta],\;\varphi(t)=At+B$,
        wobei $A, B$ so gewählt sind, dass $\varphi(b)=\beta, \varphi(c)=\delta$.
        Ersetze nun $\tilde\gamma_z$ durch $\tilde\gamma_z\circ\varphi\colon[b,c]\to\C$.
      }
      Nach Voraussetzung ist
      $0 = \int_{\gamma_z + \tilde\gamma_z^-} f dw = \int_{\gamma_z} f dw
      - \int_{\tilde\gamma_z} f dw \implies$ Behauptung.
      \begin{figure}[ht]
        \centering
        \incfig{konstruktion-geschlossener-pfad}
        \caption{Konstruktion geschlossener Pfad}
        \label{fig:konstruktion-geschlossener-pfad}
      \end{figure}

      Sei nun $z_0 \in G$ und $r > 0$ mit $D_r(z_0) \subset G$.
      Für $z \in D_r(z_0)$ gilt $[z_0, z] \subset G$.
      Falls $\gamma_{z_0}$ ein Pfad in $G$ von $a$ nach $z_0$ ist,
      dann ist $\gamma_z = \gamma_{z_0} + [z_0, z]$ ein Pfad in $G$ von
      $a$ nach $z$.
      Somit gilt
      \begin{align*}
        \frac{F(z) - F(z_0)}{z-z_0}
        &= \frac{1}{z-z_0} \left(\int_{\gamma_{z_0} + [z_0, z]} f dw
        - \int_{\gamma_{z_0}} f dw\right) \\
        &= \frac{1}{z-z_0}\int_{[z_0, z]} f dw \\
        &= \frac{1}{z-z_0} \int_0^1 f(z_0 + t(z-z_0))\cdot(z-z_0)dt
        \overset{f\text{ stetig in }z_0}{\underset{z\to z_0}{\to}}
        f(z_0)
      \end{align*}
      $\implies F'(z_0) = f(z_0)$ und $z_0 \in G$ beliebig.
  \end{description}
\end{proof}

Für \glqq{}schöne\grqq{} Gebiete kann man die Bedingung für die Existenz einer
Stammfunktion im obigen \cref{satz:2.6}
abschwächen. Da diese Bedingung in der Praxis
schwierig zu überprüfen ist, wäre es hilfreich die zu einfachen Wegen
einzuschränken, wie zum Beispiel entlang der Seiten jedes Dreiecks in $G$. Im
Beweis bräuchten wir, dass die Strecke zwischen einem festen Punkt und allen
anderen Punkten im Gebiet enthalten ist.

\begin{defin}
  Eine offene Menge $G \ssq \C$ heißt \textsc{Sterngebiet} wenn
  ein Punkt $a \in G$ (Zentrum) existiert, sodass
  $\forall z \in G\colon [a, z] \subset G$.
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{beispiel-für-ein-sterngebiet}
    \caption{Beispiel für ein Sterngebiet}
    \label{fig:beispiel-für-ein-sterngebiet}
  \end{figure}
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  Eine konvexe, offene Menge ist eine Sterngebiet.
\end{bemerkung}

\begin{satz}\label{satz:2.7}
  Sei $G$ ein Sterngebiet in $\C$ und $f\colon G \to \C$ stetig.
  Wenn für jedes Dreieck $\Delta \subset G$
  \[
    \int_{\partial \Delta} f(z) dz = 0
  \]
  dann besitzt $f$ eine Stammfunktion auf $G$.
\end{satz}
\begin{bemerkung}
  Da $G$ ein Sterngebiet ist, gilt: $\Delta \subset G \iff \partial\Delta \subset G$.
\end{bemerkung}
\begin{proof}[\cref{satz:2.7}]
  Sei $a$ Zentrum von $G$ und setze
  \[
    F(z) \coloneq \int_{[a, z]} f dw, z \in G.
  \]
  %TODO: Skizze aus Notizen S. 51 einfügen
  Sei $z_0 \in G$ beliebig.
  Für $z$ hinreichend nahe an $z_0$ gilt $[z_0, z] \subset G$.
  $\Delta =$ Dreieck mit Eckpunkten $a,z_0,z$.
  Laut Voraussetzung ist
  \begin{align*}
    0 &= \int_{\partial \Delta} f(w) dw \\
    \iff 0 &= \int_{[a, z_0]} f dw + \int_{[z_0, z]} f dw
    - \int_{[a, z]} f dw \\
    \implies \frac{F(z)-F(z_0)}{z-z_0} &= \frac{1}{z-z_0}
    \int_{[z_0, z]} f dw
    \overset{f\text{ stetig in }z_0}{\underset{z\to z_0}{\to}} f(z_0)
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  Für allgemeine Gebiete $G$ gilt die Aussage vom \cref{satz:2.7}
  zumindest in jeder sternförmigen Umgebung
  (z.B. Kreisscheiben um $z$) eines beliebigen Punktes $z\in G$.
\end{bemerkung}

\begin{satz}\label{satz:2.8}
  Sei $\gamma$ Pfad in \C\ und $(f_n)_n$ eine Folge stetiger Funktionen
  auf $\gamma^*$. Falls $(f_n)_n$ gleichmäßig auf $\gamma^*$ gegen $f$
  konvergiert, dann gilt
  \[
    \lim_{n \to \infty} \int_\gamma f_n dz = \int_{\gamma} \lim f_n dz
    = \int_\gamma f dz
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  \[
    \abs{\int_{\gamma} f_n dz - \int_{\gamma} f dz} =
    \abs{\int_{\gamma} f_n - f dz} \overset{\ref{lemma:2.2}}{\le} L(\gamma)
    \overbrace{\max_{z \in \gamma^*}\abs{(f_n-f)(z)}}^{\overset{n \to \infty}{\to} 0}
  \]
\end{proof}

\begin{korollar}
  $\sum_{n\ge 0} f_n$ gleichmäßig konvergent in $\gamma^* \implies$
  \[
    \int_\gamma \sum_{n\ge 0} f_n dz = \sum_{n\ge 0}\int_{\gamma} f_n dz
  \]
\end{korollar}

\begin{nonumbersatz}[\cref{satz:1.11} \glqq{}revisited\grqq{}]\label{satz:1.11-revisited}
  Sei $F(z) = \sum_{n=0}^\infty a_n (z-z_0)^n$ eine Potenzreihe
  mit Konvergenzradius $R$. Dann ist $F$ auf $D_R(z_0)$ holomorph
  mit
  \begin{equation}\label{eq:holopotenz}
    F'(z) = \sum_{n=1}^\infty n a_n (z-z_0)^{n-1}
  \end{equation}
\end{nonumbersatz}
\begin{proof}[2]
  Die Reihe in \cref{eq:holopotenz} hat den gleichen Konvergenzradius
  wie \\${\sum n a_n (z-z_0)^n}$ und zwar
  \[
    R' = \frac{1}{\limsup{\sqrt[n]{n\abs{a_n}}}}
    = \frac{1}{\limsup{\underbrace{\sqrt[n]{n}}_{\to 1}\sqrt[n]{\abs{a_n}}}}
    = R.
  \]
  OBdA $z_0 = 0$. Setze $Q(z) = \sum_{n=1}^\infty n a_n z^{n-1}$.
  Für jeden geschlossenen Pfad $\gamma$ in $D_R(0)$ ist
  $\gamma^* \subset D_R(0)$ kompakt und es gilt
  \[
    \int_\gamma Q dz = \int_\gamma \sum_{n=1}^\infty n a_n z^{n-1} dz
    \overset{\substack{\text{gleichmäßige}\\\text{Konvergenz}}}{=}
    \sum_{n=1}^\infty n a_n \underbrace{\int_\gamma z^{n-1} dz}_{=0}
    \overset{\ref{bem:2.5}}{=} 0,
  \]
  weil $\frac{z^n}{n}$ Stammfunktion für $z^{n-1}$ ist $\forall n \ge 1$.
  Laut \cref{satz:2.6} hat $Q$ eine Stammfunktion auf $D_R(0)$, zum
  Beispiel
  \[
    \int_{[0, z]} Q dw = \int_{[0, z]} \sum_{n\ge1}\dots dw
    \overset{\substack{\text{gleichmäßige}\\\text{Konvergenz}}}{=}
    \sum_{n\ge 1} n a_n \int_{[0, z]} w^{n-1} dw
    = \sum_{n\ge 1} n a_n \frac{z^n}{n} = F(z) - a_0
  \]
  $\implies F' = Q$.
\end{proof}

\begin{korollar}
  Sei $F$ wie im \cref{satz:1.11}. Dann gilt
  \[
    F^{(k)}(z) = \sum n (n-1) \cdots (n-k+1) a_n (z-z_0)^{n-k}, \;k\in \N
  \]
  Für $z = z_0$ oben erhalten wir $F^{(k)}(z_0) = k!\cdot a_k$.
  \[
    a_k = \frac{F^{(k)}(z_0)}{k!}
  \]
\end{korollar}
Für eine offene Menge $U \ssq \C$ definieren wir die Äquivalenzrelation
$p, q \in U, p \sim q \iff \exists$ Weg in $U$ von $p$ nach $q$.
Die Äquivalenzklassen, die $\sim$ ergibt, nennen wir die
\textsc{Zusammenhangskomponenten} von $U$.

% Wieder aus Notizen
\begin{nonumbersatz}[Jordan'scher Kurvensatz]
  Sei $\gamma$ ein geschlossener, doppelpunktfreier
  Weg in $\C$. Dann hat die Menge $\C\setminus\gamma^*$ genau zwei
  Zusammenhangskomponenten: eine beschränkte (das Innere von $\gamma^*$)
  und eine unbeschränkte (das Äußere von $\gamma$) Zusammenhangskomponente.
\end{nonumbersatz}

Betrachte nun einen Pfad $\gamma\colon[a,b]\to\C$.
Wir schreiben $\gamma$ in Polarkoordinaten um $z_0\in\C\setminus\gamma^*$:
\[
  \gamma(t) = z_0 + r(t) \e^{\im \theta(t)}.
\]
Somit ist $\theta(t)$ ein Argument von $\gamma(t) - z_0$.
Wir wissen, dass es keine stetige Argumentfunktion auf $\C\setminus\{0\}$
gibt.
Kann man trotzdem eine stetige Funktion $t\mapsto\theta(t)$ finden?
(z.B. für den Pfad $\gamma(t) = \e^{\im t}, 0 \le t \le 4\pi$ ist
$\theta(t) = t$ stetig)
Es stellt sich heraus, dass die Funktion $t\mapsto \theta(t)$ genau so
regulär wie $\gamma$ gewählt werden kann.

\subsection{Wahl von stückweise stetig differenzierbarer Argumentfunktion eines Pfades}
\begin{satz}\label{satz:2.9}
  Sei $\gamma\colon[a, b]\to\C$ Pfad und $z_0\in\C\setminus\gamma^*$.
  Dann $\exists$ stückweise stetig differenzierbare Funktionen
  $r, \theta\colon[a,b]\to\R$, sodass
  \[
    \gamma(t) = z_0 + r(t)\e^{\im \theta(t)}, \; a\le t\le b.
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Nebenrechnung: $\gamma(t) = r(t)\e^{\im \theta(t)} \implies \frac{\gamma(t)}{r(t)}
  = \e^{\im \theta(t)}$, nach ableiten:
  \[
    \im \theta'(t) \underbrace{\e^{\im\theta(t)}}_{\frac{\gamma}{r}(t)}
    = \left(\frac{\gamma}{r}\right)'(t) \implies \theta'(t)
    = (-\im)\frac{(\frac{\gamma}{r})'(t)}{(\frac{\gamma}{r})(t)}
  \]

  Zuerst zeigen wir die Aussage für $z_0 = 0$ (ausgenommen $0\notin \gamma^*$).
  Sei $\theta_0 \coloneq \Arg \gamma(a)$ und setze
  \[
    \theta(t) = \theta_0 + (-\im) \int_a^t \frac{r(s)}{\gamma(s)}
    \left(\frac{\gamma}{r}\right)'(s) ds,
  \]
  wobei $r(t) = \abs{\gamma(t)} \neq 0,\, a \le t\le b$.
  Sei $a = t_0 < t_1 < \dots < t_n = b$ sodass $\gamma_{|[t_{j-1},t_j]}$
  stetig differenzierbar ($1\le j\le n$). Dann sind $r$ und $\theta$
  stetig differenzierbar auf $[t_{j-1},t_j]$.
  \begin{itemize}
    \item $r(t) = \abs{\gamma(t)}, \gamma(t) \neq 0$ klar
    \item $t \in [t_{j-1},t_j], \theta(t)
      = \underbrace{\int_{a}^{t_{j-1}} \dots ds}_{\text{Konstante}}
      + \underbrace{\int_{t_{j-1}}^t \dots ds}_{\text{stetig differenzierbar}}
      + \theta_0$
  \end{itemize}
  Es gilt
  \begin{align*}
    \left(\frac{\gamma}{r} \e^{-\im \theta}\right)'(t)
    &= \left(\frac{\gamma}{r}\right)'(t) \e^{-\im\theta(t)} +
    \left(\frac{\gamma}{r}\right)(t) (-\im) \theta'(t)\e^{-\im\theta(t)} \\
    &= \e^{-\im \theta(t)} \left(\left(\frac{\gamma}{r}\right)'(t) +
      \left(\frac{\gamma}{r}\right)(t) (-\im)(-\im)
    \left(\frac{r}{\gamma}\right)(t)\left(\frac{\gamma}{r}\right)'(t)\right) \\
    &= 0
  \end{align*}
  für alle $t \in [a,b]$ außer den (endlich vielen) Punkten
  wo $\gamma$ möglicherweise nicht differenzierbar ist.
  Da $\frac{\gamma}{r} \e^{-\im \theta}$ stetig auf $[a,b]$ ist, folgt
  dass $\frac{\gamma}{r}\e^{-\im \theta}$ konstant auf $[a,b]$ ist.
  \[
    \frac{\gamma}{r}\e^{-\im \theta}
    \equiv \frac{\gamma(a)}{r(a)}\e^{-\im\theta(a)}
    = \frac{\gamma(a)}{r(a)}\e^{-\im \Arg \gamma(a)} = 1
  \]
  und somit ist die Behauptung für $z_0 = 0$ bewiesen.

  Um die Behauptung für $z_0 \neq 0$ zu zeigen, wende das
  obige Verfahren auf $\Gamma(t) = \gamma(t) - z_0$ ($0 \notin\Gamma^*$) an.
\end{proof}

\section{Windungszahlen}
\begin{defin}
  Sei $\gamma$ ein geschlossener Pfad in \C.
  Dann heißt
  \[
    W_\gamma(z) \coloneq \frac{1}{2\pi\im} \int_\gamma \frac{dw}{w-z},\;
    z\in\C\setminus\gamma^*
  \]
  \textsc{Windungszahl} von $\gamma$ im Bezug auf $z$.

  Alternative Notation: $\operatorname{Ind}_\gamma(z)$ \textsc{Index}.
\end{defin}

\begin{numberlemma}\label{lemma:2.10}
  $\C\setminus\gamma^*\ni z\mapsto W_\gamma(z)$ ist stetig.
\end{numberlemma}
\begin{proof}
  Sei $z\in\C\setminus\gamma^*$ beliebig aber fest.
  Da $\C \setminus\gamma^*$ offen $\exists D_r(z) \ssq \C \setminus\gamma^*$
  mit $r > 0$.
  Sei nun $w \in D_{\frac r2}(z)$.
  \begin{figure}[ht]
    \centering
    \incfig{skizze-lemma:2.10}
    \caption{Skizze \cref{lemma:2.10}}
    \label{fig:skizze-lemma:2.10}
  \end{figure}
  Dann gilt
  \begin{align*}
    2\pi\im \abs{W_\gamma(w) - W_\gamma(z)}
    &= \abs{\int_\gamma \frac{1}{s-w} - \frac{1}{s-z} ds} \\
    &\overset{\mathclap{\ref{lemma:2.2}}}{\le}
    L(\gamma)\sup_{s\in\gamma^*} \abs{\frac{1}{s-w} - \frac{1}{s-z}} \\
    &= L(\gamma) \sup_{s\in\gamma^*}
    \frac{\abs{s-z-s+w}}{\underbrace{\abs{s-w}}_{\le \frac r2}
    \underbrace{\abs{s-z}}_{\le \frac r2}}
    \le L(\gamma) \frac{\abs{w-z}}{\frac r2 \frac r2} \overset{w\to z}{\to} 0.
  \end{align*}
\end{proof}

\begin{satz}\label{satz:2.11}
  $W_\gamma$ ist eine ganzzahlige Funktion,
  das heißt $W_\gamma(\C\setminus\gamma^*)\ssq \Z$,
  und $W_\gamma$ ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente
  von $\C\setminus\gamma^*$ und verschwindet auf der
  unbeschränkten Zusammenhangskomponente von $\C\setminus\gamma^*$
\end{satz}
\begin{bemerkung}
  Da $\gamma^*$ kompakt $\exists$ Kreisscheibe $D$ mit
  $\gamma^* \subset D$.
  Da $\C\setminus D$ zusammenhängend ist $\implies \exists$
  genau eine unbeschränkte Zusammenhangskomponente
  von $\C\setminus\gamma^*$.
\end{bemerkung}
\begin{proof}[\cref{satz:2.11}]
  Sei $z\in\C\setminus\gamma^*$ beliebig aber fest.
  Der \cref{satz:2.9} ergibt $\gamma(t) = z + r(t) \e^{\im\theta(t)}$,
  $a \le t \le b$, wobei $r, \theta$ stückweise stetig
  differenzierbar sind ($r, \theta$ abhängig von $z$!).
  Dann gilt
  \begin{align*}
    2\pi \im W_\gamma(z)
    &= \int_\gamma \frac{1}{w-z} dw = \int_a^b \frac{\gamma'(t)}{\gamma(t)-z} dt \\
    &= \int_a^b \frac{r'(t)\e^{\im\theta(t)} + r(t) \im \theta'(t)\e^{\im\theta(t)}}
    {r(t) \e^{\im \theta(t)}} dt \\
    &= \int_a^b \frac{r'(t)}{r(t)} dt + \im \int_a^b \theta'(t) dt
    = \log r(t)|_a^b + \im(\theta(b) - \theta(a)) \\
    &= \underbrace{\log r(b) - \log r(a)}_{=0\impliedby \gamma(a) = \gamma(b)}
    + \im(\theta(b) - \theta(a))
  \end{align*}
  und daher ist
  \[
    W_\gamma(z) = \frac{\theta(b) - \theta(a)}{2\pi}.
  \]
  Nun
  \begin{align*}
    \gamma(a) = \gamma(b)
    &\iff r(a)\e^{\im \theta(a)} = r(b)\e^{\im\theta(b)} \\
    &\iff \e^{\im(\theta(b)-\theta(a))} = 1 \\
    &\iff \theta(b) - \theta(a) = k \cdot 2\pi \\
    &\iff \frac{\theta(b)-\theta(a)}{2\pi} \in \Z
    \implies W_\gamma(z) \in \Z.
  \end{align*}
  Aber $W_\gamma(z)$ stetig (aus \cref{lemma:2.10}) und daher
  werden zusammenhängende Mengen auf zusammenhängende Mengen abgebildet.
  Somit ist $W_\gamma$ konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von
  $\C\setminus\gamma^*$.

  Schließlich gilt
  \begin{align*}
    2\pi \abs{W_\gamma(z)} &= \abs{\int_\gamma \frac{1}{w-z} dw}
    \le L(\gamma) \max_{w\in\gamma^*} \frac{1}{\abs{w-z}} \\
                           &= L(\gamma)\frac{1}{\min_{w\in\gamma^*}\abs{w-z}}
                           = L(\gamma) \frac{1}{\operatorname{dist}(z,\gamma^*)}
                           \overset{\abs z \to \infty}{\to} 0,
  \end{align*}
  und somit ist $\lvert{\underbrace{W_\gamma(z)}_{\in\Z}}\rvert < 1$ für $\abs z$ groß genug.
  Daher muss $W_\gamma(z) = 0$ auf der unbeschränkten Zusammenhangskomponente
  von $\C\setminus\gamma^*$ gelten.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  $W_\gamma(z) = \frac{\theta(b) - \theta(a)}{2\pi}$ (aus dem obigen Beweis).

  $\theta(b) - \theta(a)$ ergibt die gesamte Argumentsänderung (von $\gamma -z$)
  als der Pfad durchlaufen wird.
  Grob gesprochen: $W_\gamma(z)$ zählt, wie oft sich $\gamma$ um $z$
  \glqq{}windet\grqq{} (für jede Windung  gegen den Uhrzeigersinn $+1$, für
  jede Windung im Uhrzeigersinn $-1$).

  $W_\gamma$ ist ein Maß dafür, wie oft $\gamma$ den Punkt $z$ umläuft, daher
  wird es auch Umlaufzahl genannt.
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item $\gamma_1\colon[0, n\cdot 2\pi] \to \C, \gamma_1(t) = \e^{\im t}$.
      Für $z \in D_1(0) = \{z\colon\abs z < 1\}$ gilt
      \[
        W_{\gamma_1}(z) \overset{\ref{satz:2.11}}{=} W_{\gamma_1}(0) = \frac{1}{2\pi\im}\int_{\gamma_1}\frac{1}{w-0} dw
        = \frac{1}{2\pi\im} \int_0^{2n\pi} \frac{\im \e^{\im t}}{\e^{\im t}} dt = \frac{\im}{2\pi\im} 2n \pi = n.
      \]
      Aus dem Beweis von \cref{satz:2.11} folgt (mit $\theta(t) = t, 0 \le t \le 2n\pi$)
      \[
        W_{\gamma_1}(0) = \frac{\theta(n2\pi)-\theta(0)}{2\pi} = \frac{n2\pi-0}{2\pi} = n.
      \]
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{2.11-beispielkurve-1}
        \caption{2.11 Beispielkurve 1}
        \label{fig:2.11-beispielkurve-1}
      \end{figure}
    \item \[
        W_{\gamma_2} = \begin{cases}
          -1 & z \in K_1 \\
          1 & z \in K_2 \\
          0 & z \in K_3 \\
        \end{cases}
      \]
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{2.11-beispielkurve-2}
        \caption{2.11 Beispielkurve 2}
        \label{fig:2.11-beispielkurve-2}
      \end{figure}
    \item \[
        W_{\gamma_3} = \begin{cases}
          1 & z \in K_1 \\
          -1 & z \in K_2 \\
          0 & z \in K_3 \\
        \end{cases}
      \]
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{2.11-beispielkurve-3}
        \caption{2.11 Beispielkurve 3}
        \label{fig:2.11-beispielkurve-3}
      \end{figure}
    \item \leavevmode
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{2.11-beispielkurve-4}
        \caption{2.11 Beispielkurve 4}
        \label{fig:2.11-beispielkurve-4}
      \end{figure}
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{bemerkung}
  $W_\gamma(z) = W_{\gamma-z}(0)$, wobei
  $(\gamma-z)(t) \coloneq \gamma(t) - z\;\forall t \in [a,b]$.
\end{bemerkung}

\begin{bsp}[Veranschaulichendes Beispiel]
  Sei $\gamma\colon[a,b]\to\C$ ein geschlossener Pfad
  mit $0\notin \gamma^*$, der die negative $x$-Achse in endlich vielen Punkten
  $\lambda_k = \gamma(t_k) (0\le k \le n+1)$ schneidet, wobei
  $t_0\coloneq a < t_1 < t_2 < \dots < t_n < b \eqcolon t_n+1$,
  und setze $\eps < \eps_0 \coloneq \min_{1\le k \le n+1} \abs{t_k - t_{k-1}}$.
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{geschlossener-pfad-mit-endlich-vielen-schnittpunkten-mit-der-negativen-x-achse}
    \caption{Pfad mit endlich vielen Schnittpunkten mit negativer $x$-Achse}
    \label{fig:geschlossener-pfad-mit-endlich-vielen-schnittpunkten-mit-der-negativen-x-achse}
  \end{figure}
  Dann gilt
  \[
    2\pi\im W_\gamma(0) = \int_\gamma \frac{1}{w} dw
    =\int_a^b \frac{\gamma'(s)}{\gamma(s)} ds
    = \sum_{k=0}^n \int_{t_k}^{t_{k+1}} \frac{\gamma'(s)}{\gamma(s)} ds
    = \lim_{\eps \to 0} \sum_{k=0}^n \int_{t_k+\eps}^{t_{k+1}-\eps}
    \frac{\gamma'(s)}{\gamma(s)} ds.
  \]
  Für $0 < \eps < \eps_0$ gilt $\gamma([t_k + \eps, t_{k+1} - \eps]) \subset \C^-$.
  Somit gilt
  \begin{align*}
    2\pi \im W_\gamma(0)
    &= \sum_{k=0}^n \lim_{\eps \to 0} \Log(\gamma(t_{k+1}-\eps))-\Log(\gamma((t_k+\eps))) \\
    &\begin{multlined}= \lim_{\eps\to0}\sum_{k=0}^n \log\abs{\gamma(t_{k+1}-\eps)}-\log\abs{\gamma(t_k+\eps)} \\
    + \im(\Arg(\gamma(t_{k+1}-\eps))-Arg(\gamma(t_k+\eps)))\end{multlined} \\
    &\begin{multlined}= \underbrace{\sum_{k=1}^n \log\abs{\gamma(t_{k+1})} - \log\abs{\gamma(t_k)}}_
      {=0\text{, da Teleskopsumme und }\gamma\text{ geschlossen}} \\
      + \im \sum_{k=1}^n \underbrace{\lim_{\eps\to0}(\Arg(\gamma(t_{k+1}-\eps))-\Arg(\gamma(t_k+\eps)))}_{\eqcolon A_k}
    \end{multlined}
  \end{align*}

  \begin{enumerate}
    \item $\imag(\gamma(t_{k+1} - \eps)) > 0, \imag(\gamma(t_k + \eps)) > 0 \; \forall \eps < \eps_0$.
      \begin{align*}
        \Arg(\gamma(t_{k+1}-\eps)) &\overset{\eps\to0}{\to}\pi \\
        \Arg(\gamma(t_{k}+\eps)) &\overset{\eps\to0}{\to}\pi,
      \end{align*}
      also $A_k = \pi - \pi = 0$. Keine Windung um 0.
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{möglichkeit-1}
        \caption{Möglichkeit 1}
        \label{fig:möglichkeit-1}
      \end{figure}
    \item $\imag(\gamma(t_{k+1}-\eps)) > 0, \imag(\gamma(t_k + \eps)) > 0\;\forall \eps < \eps_0$.
      \begin{align*}
        \Arg(\gamma(t_{k+1}-\eps)) &\overset{\eps\to0}{\to}\pi \\
        \Arg(\gamma(t_{k}+\eps)) &\overset{\eps\to0}{\to}-\pi,
      \end{align*}
      also $A_k = \pi -(-\pi) = 2\pi$, eine Windung um 0 im positiven Sinne.
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{möglichkeit-2}
        \caption{Möglichkeit 2}
        \label{fig:möglichkeit-2}
      \end{figure}
    \item $\imag(\gamma(t_{k+1} - \eps)) < 0, \imag(\gamma(t_k + \eps)) < 0 \; \forall \eps < \eps_0$.
      \begin{align*}
        \Arg(\gamma(t_{k+1}-\eps)) &\overset{\eps\to0}{\to}-\pi \\
        \Arg(\gamma(t_{k}+\eps)) &\overset{\eps\to0}{\to}-\pi,
      \end{align*}
      also $A_k = -\pi - (-\pi) = 0$. Keine Windung um 0.
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{möglichkeit-3}
        \caption{Möglichkeit 3}
        \label{fig:möglichkeit-3}
      \end{figure}
    \item $\imag(\gamma(t_{k+1}-\eps)) < 0, \imag(\gamma(t_k + \eps)) > 0\;\forall \eps < \eps_0$.
      \begin{align*}
        \Arg(\gamma(t_{k+1}-\eps)) &\overset{\eps\to0}{\to}-\pi \\
        \Arg(\gamma(t_{k}+\eps)) &\overset{\eps\to0}{\to}\pi,
      \end{align*}
      also $A_k = (-\pi) -\pi = 2\pi$, eine Windung um 0 im negativen Sinne.
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{möglichkeit-4}
        \caption{Möglichkeit 4}
        \label{fig:möglichkeit-4}
      \end{figure}
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\section{Der Satz von Cauchy für Sterngebiete}
\begin{satz}[Lemma von Goursat]\label{satz:goursat}
  Sei $\Omega \ossq \C, p \in \Omega$. Falls $f$ stetig auf $\Omega$
  und holomorph auf $\Omega\setminus\{p\}$ ist,
  dann gilt
  \[
    \int_{\partial \Delta} f dz = 0
  \]
  für jedes Dreieck $\Delta \subset \Omega$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Nehmen wir erst an, dass $p\notin \Delta$.
  Durch Seitenhalbierung zerlegen wir $\Delta$ in 4 kongruente Teildreiecke
  $\Delta_1, \Delta_2, \Delta_3, \Delta_4$.
  \begin{figure}[ht]
    \centering
    \incfig{skizze-goursat}
    \caption{Zerlegung von $\Delta$}
    \label{fig:skizze-goursat}
  \end{figure}
  Dann gilt
  \[
    \abs{\int_{\partial\Delta}f dz}
    = \abs{\sum_{j=1}^4 \int_{\partial\Delta_j}f dz}
    \le 4 \max_{1\le j\le4} \abs{\int_{\partial\Delta_j}f dz},
  \]
  denn die Strecken zwischen den Seitenmittelpunkten werden je zweimal,
  und zwar entgegengesetzt durchlaufen, sodass sich die zugehörigen
  Integrale wegheben.
  Bezeichne mit $\Delta^{(1)}$ das Dreieck wo das Maximum angenommen wird.
  Wiederhole dieses Verfahren für $\Delta^{(1)}$ und erhalte ein Dreieck
  $\Delta^{(2)}$ usw. Nach $n$ Schritten entsteht eine Folge
  $\Delta \supset \Delta^{(1)} \supset \dots \supset \Delta^{(n)}$
  von Dreiecken so dass gilt
  \begin{equation}\label{eq:2.12.1}
    \abs{\int_{\partial\Delta}f dz} \le 4^n \abs{\int_{\partial\Delta^{(n)}}f dz}.
  \end{equation}
  Für den Umfang $L(\partial\Delta^{(n)})$ von $\partial\Delta^{(n)}$ gilt
  \[
    L(\partial\Delta^{(n)}) = \frac12 L(\partial\Delta^{(n-1)}) = \dots
    = \frac{1}{2^n} L(\partial\Delta)
  \]
  Behauptung: $\bigcap_{n=1}^\infty \Delta^{(n)}$ besteht aus einem Punkt $z_0\in\Omega$.

  Da $L(\partial\Delta^{(n)}) \to 0$
  (und somit $\operatorname{Durchmesser}(\Delta^{(n)} \to 0$)),
  gibt es höchstens einen Schnittpunkt. Für jedes $n\ge1$ wähle $z_n \in \Delta^{(n)}$.
  Da $\Delta$ kompakt ist, existiert ein Häufungspunkt $z_0 \in \Delta$ der Folge
  $(z_n)_{n\ge1}$.
  Aus $(z_n)_{n=m}^\infty \subset \Delta^{(m)} \forall m \in \N$ und
  $\Delta^{(m)}$ abgeschlossen folgt nun $z_0 \in \Delta^{(m)} \forall m \in \N$.
  Also gilt
  \[
    \bigcap_{n=1}^\infty \Delta^{(n)} = \{z_0\}.
  \]
  Da $f$ komplex differenzierbar in $z_0$ ist, so folgt
  \[
    f(z) = f(z_0) + (z-z_0)f'(z_0) + (z-z_0)g(z),
  \]
  wobei
  \[
    g(z) = \begin{cases}
      \frac{f(z)-f(z_0)-(z-z_0)f'(z_0)}{z-z_0} & z\neq z_0 \\
    0 & z = z_0 \end{cases}
  \]
  stetig in $z_0$ ist mit $g(z_0) = 0$.
  Tatsächlich gilt
  \[
    \lim_{z\to z_0} g(z)  =\lim_{z\to z_0} \frac{f(z)-f(z_0)}{z-z_0} - f'(z_0)=0=g(z_0).
  \]
  Weiters gilt
  \[
    \int_{\partial\Delta}f(z_0)+(z-z_0)f'(z_0) dz = 0\;\forall m \in \N,
  \]
  da die Funktion unter dem Integral eine Stammfunktion besitzt.
  Daher ist
  \begin{equation}\label{eq:2.12.2}
    \begin{aligned}
      \abs{\int_{\partial\Delta^{(m)}}f dz}
      &= \Big\lvert \overbrace{\int_{\partial\Delta^{(m)}}f(z_0)+(z-z_0)f'(z_0)}^{=0}
      +(z-z_0)g(z) dz \Big\rvert \\
      &= \abs{\int_{\partial\Delta^{(m)}}(z-z_0)g(z) dz}
      \le L(\partial\Delta^{(m)})\max_{z\in\Delta^{(m)}}\abs{g(z)}
      \underbrace{\abs{z-z_0}}_{\le L(\partial\Delta^{(m)})} \\
      &\le L(\partial\Delta^{(m)})^2 \max_{z\in\Delta^{(m)}} \abs{g(z)}\;\forall m\in\N.
    \end{aligned}
  \end{equation}
  Wir verwenden \cref{eq:2.12.2} in \cref{eq:2.12.1} um zu erhalten
  \begin{align*}
    \abs{\int_{\partial\Delta}f dz}
    &\le 4^n \abs{\int_{\partial{\Delta^{(n)}}}f dz} \\
    &\le 4^n (L(\partial\Delta^{(n)}))^2\max_{z\in\Delta^{(n)}} \abs{g(z)}
    = 4^n \frac{(L(\partial\Delta))^2}{(2^n)^2}\max_{z\in\Delta^{(n)}}\abs{g(z)}\\
    &=(L(\partial\Delta))^2 \max_{z\in\Delta^{(n)}}\abs{g(z)}
    \overset{n\to\infty}{\to} 0
  \end{align*}
  weil $g$ stetig und $g(z_0) = 0$. Also gilt
  \[
    \int_{\partial\Delta}f dz = 0.
  \]

  Sei jetzt $p\in\Delta$. Ist $p$ ein Eckpunkt von $\Delta$, zum Beispiel
  $p = a$, dann machen wir die folgende Zerlegung
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{zerlegung-1}
    \caption{Zerlegung 1}
    \label{fig:zerlegung-1}
  \end{figure}
  Aus dem ersten Fall des Beweises folgt, dass
  \[
    \int_{\partial\Delta_2}f dz = \int_{\partial\Delta_3}f dz = 0
  \]
  und daher ist
  $\int_{\partial\Delta}f dz = \sum_{i=1}^3 \int_{\partial\Delta_j}f dz
  = \int_{\partial\Delta_1}f dz$.
  Wir können jetzt $\Delta_1$ beliebig klein machen und die Stetigkeit
  von $f$ verwenden um herzuleiten
  \[
    \abs{\int_{\partial\Delta_1}f dz}
    \le L(\partial\Delta_1)\max_{z\in\partial\Delta_1}\abs{f(z)}
    \overset{L(\partial\Delta_1)}\to 0
  \]
  \[
    \implies \int_{\partial\Delta}f dz = 0.
  \]
  Falls $p \in \Delta$ kein Eckpunkt ist, dann machen wir die folgende Zerlegung,
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{zerlegung-2}
    \caption{Zerlegung 2}
    \label{fig:zerlegung-2}
  \end{figure}
  um das Problem zum vorherigen Fall zu reduzieren.
\end{proof}

\begin{satz}[Integralsatz von Cauchy für Sterngebiete]\label{satz:2.13}
  Sei $\Omega$ ein Sterngebiet in \C, $p\in\Omega$ und $f\colon \Omega \to\C$
  stetig auf $\Omega$ und holomorph auf $\Omega\setminus\{p\}$.
  Dann hat $f$ eine Stammfunktion auf $\Omega$ und für jeden geschlossenen
  Pfad $\gamma$ in $\Omega$ gilt
  \[
    \int_\gamma f(z) dz = 0
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Laut dem \nameref{satz:goursat} ist
  \[
    \int_{\partial\Delta}f dz = 0,\;\forall \Delta\text{ Dreieck in }\Omega.
  \]
  Nach \cref{satz:2.7} hat $f$ eine Stammfunktion auf $\Omega$ und
  somit gilt nach \cref{satz:hauptsatz}
  \[
    \int_\gamma f dz = 0 \;\forall \gamma\text{ geschlossener Pfad in }\Omega.
  \]
\end{proof}

\section{Wichtige Folgerungen des Integralsatzes von Cauchy}
\begin{satz}[Die Cauchy'sche Integralformel]
  Sei $\Omega\ssq\C$ Sterngebiet, $\gamma$ geschlossener Pfad in $\Omega$.
  Falls $f \in \mc H(\Omega)$, dann gilt
  \[
    f(z)W_{\gamma}(z)=\frac{1}{2\pi\im} \int_\gamma \frac{f(w)}{w-z} dw,
    \;\forall z \in \Omega\setminus\gamma^*
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $z \in \Omega\setminus\gamma^*$. Betrachte die Funktion
  \[
    F(w) = \begin{cases}
      \frac{f(w)-f(z)}{w-z} & w \neq z \\
    f'(z) & w = z. \end{cases}
  \]
  $F$ ist auf $\Omega$ stetig und $F\in\mc H(\Omega\setminus\{z\})$ und
  $\Omega$ ist ein Sterngebiet. Somit dürfen wir den \nameref{satz:2.13}
  verwenden um herzuleiten
  \[
    \int_\gamma F(w) dw = 0
    \iff 0 = \int_\gamma\frac{f(w)}{w-z} dw - f(z)
    \underbrace{\int_\gamma\frac1{w-z} dw}_{2\pi\im W_\gamma(z)}
  \]
  Also gilt $f(z) W_\gamma(z) = \frac{1}{2\pi\im} \int_\gamma\frac{f(w)}{w-z} dw$.
\end{proof}

\subsubsection{Wichtiger Spezialfall: Cauchy'sche Integralformel für Kreisscheiben}
Seien $a\in \C, \gamma(t) = a + r \e^{\im t},
t\in[0,2\pi], 0 < r < R, f \in \mc H(D_R(a))$
Auf der Zusammenhangskomponente $D_r(a)$ um $\C\setminus\gamma^*$ ist $W_\gamma$
konstant:
$W_\gamma(z) = W_\gamma(a)\overset{\ref{item:bsp231}}{=}1,\;\forall z\in D_r(a)$.
Dann gilt
\[
  f(z) = \frac{1}{2\pi\im} \int_\gamma \frac{f(w)}{w-z} dw,\;\forall z\in D_r(a).
\]

Sei nun $z = a$ oben und setze für $\gamma$ ein
\[
  f(a) = \frac{1}{2\pi\im} \int_0^{2\pi} \frac{f(a + r\e^{\im t})}{a + r\e^{\im t} - a}
  \cdot r \im e^{\im t} dt
  \iff f(a) = \frac{1}{2\pi}\int_0^{2\pi} f(a+r\e^{\im t}) dt,\;\forall r \in [0, R).
\]
Das ist die Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen.

\begin{bsp}
  Sei $g(z) = \frac{\cos z}{(z-2)(z-4)}$.
  \begin{enumerate}
    \item $\gamma_1\colon[0,2\pi]\to\C, \gamma_1(t)=\e^{\im t}$.
      $g\in\mc H(D_{\frac32}(0)),\gamma_1$ geschlossener Pfad
      im Sterngebiet $D_{\frac32}(0)$. Der \nameref{satz:2.13}
      ergibt
      \[
        \int_{\gamma_1} g dz = 0.
      \]
    \item $\gamma_2\colon[0,2\pi]\to\C, \gamma_2(t) = 3\e^{\im t}$.
      $f(z) = \frac{\cos z}{z-4}$ holomorph in
      $D_{3+\frac12}(0)=D_{\frac72}(0)$.
      Die Cauchy'sche Integralformel für Kreisscheiben ergibt
      \[
        \int_{\gamma_2}\frac{\frac{\cos z}{z-4}}{z-2} dz = 2\pi\im f(2)
        =2\pi\im\frac{\cos 2}{2-4} = -\im\pi\cos 2.
      \]
    \item $\gamma_3\colon[0,2\pi]\to\C,\gamma_3(t)=5\e^{\im t}$.
      \begin{align*}
        \int_{\gamma_3}\frac{\cos z}{(z-2)(z-4)} dz
        &= \frac12 \left(\int_{\gamma_3} \frac{\cos z}{z-4}
        - \frac{\cos z}{z-2} dz\right) \\
        &= \frac12 \left(\int_{\gamma_3} \frac{\cos z}{z-4} dz
        - \int_{\gamma_3} \frac{\cos z}{z-2} dz\right) \\
        &= \frac12(2\pi\im\cos 4 - 2\pi\im\cos 2) = \pi\im(\cos 4 - \cos 2),
      \end{align*}
      da $z\mapsto\cos z$ holomorph auf \C\ ist.
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{satz}[Taylorentwicklung]\label{satz:2.15}
  Sei $\Omega \ossq \C$ und $f \in \mc H(\Omega)$.
  Sei $a \in \Omega$ und $R>0$ mit $D_R(a) \ssq \Omega$. Dann ist
  $f$ um $a$ in einer Potenzreihe entwickelbar, das heißt
  \begin{equation}\label{eq:2.15.1}
    f(z) = \sum_{n=0}^\infty a_n(z-a)^n,\;z\in D_R(a).
  \end{equation}
  Die Taylorkoeffizienten $a_n$ werden gegeben durch
  \begin{equation}\label{eq:2.15.2}
    a_n = \frac{f^{(n)}(a)}{n!}
    = \frac{1}{2\pi\im} \int_{\gamma_r}\frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}} dw,\;n\in\N,
  \end{equation}
  wobei $\gamma_r(t) = a + r\e^{\im t}, t\in[0,2\pi]$ und $0<r<R$.
\end{satz}
\begin{bemerkung}
  Die Integrale in \cref{eq:2.15.2} sind unabhängig von $r$.
  $0 < r < R$ und der Konvergenzradius der Potenzreihe in \cref{eq:2.15.1}
  ist $\ge R$.
\end{bemerkung}
\begin{proof}[\nameref{satz:2.15}]
  Sei $0<r<R$ fixiert. Für jedes $z\in D_r(a)$ ergibt
  die Cauchy'sche Integralformel für Kreisscheiben:
  \begin{align*}
    2\pi\im f(z)
    &= \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{w-z} dw
    = \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{w-a+a-z} dw \\
    &= \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{(w-a)(1-\frac{z-a}{w-a})} dw
    \underset{\mathclap{\substack{|\\\frac{\abs{z-a}}{\abs{w-a}}=\frac{\abs{z-a}}{r}<1}}}
    = \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{w-a} \sum_{n=0}^\infty \left(\frac{z-a}{w-a}\right)^n dw.
  \end{align*}
  Für $w\in\gamma_r^*$ (das heißt $\abs{w-a} = r$) gilt
  \[
    \abs{\frac{f(w)}{w-a} \left(\frac{z-a}{w-a}\right)^n}
    \le \frac1r\max_{w\in\gamma_r^*}\abs{f(w)}\left(\frac{\abs{z-a}}{r}\right)^n.
  \]
  Da $\frac{\abs{z-a}}{r} < 1$ ist $\sum_{n=0}^\infty (\frac{\abs{z-a}}{r})^n$
  konvergent.

  Aus dem Weierstraßkriterium folgt nun, dass
  $\sum_{n=0}^\infty \frac{f(w)}{w-a} \left(\frac{z-a}{w-a}\right)^n$
  gleichmäßig in $w\in\gamma_r^*$ konvergiert.
  Wegen \cref{satz:2.8} gilt
  \[
    2\pi\im f(z)
    = \sum_{n=0}^\infty \left(\int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}} dw\right) (z-a)^n.
  \]

  Somit erhalten wir $f(z) = \sum_{n=0}^\infty a_n(z-a)^n, z\in D_r(a)$,
  wobei
  \[
    a_n = \frac{1}{2\pi\im} \int_{\gamma_r}\frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}} dw.
  \]
  Laut \cref{satz:1.11} ist $f$ auf $D_r(a)$ beliebig oft differenzierbar
  mit
  \[
    f^{(k)}(z) = \sum_{n=k}^\infty a_n n (n-1) \cdots (n-k+1)(z-a)^{n-k}, k\in \N.
  \]
  Setze $z=a$ oben und erhalte $f^{(k)} = a_k k!\forall k \in \N$.
  Also $a_k=\frac{f^{(k)}(a)}{k!}$, das ist unabhängig von $r\in(0,R)$!
  Da $r\in(0, R)$ beliebig war sind jetzt die \cref{eq:2.15.1,eq:2.15.2}
  bewiesen.
\end{proof}

\begin{numberkorollar}\label{korollar:2.16}
  Ist $f\in\mc H(\Omega), \Omega\ossq\C$, dann ist $f$ beliebig
  oft komplex differenzierbar auf $\Omega$, das heißt
  $f^{(n)} \in \mc H(\Omega)\;\forall n\in\N$.
\end{numberkorollar}

\begin{bemerkung}
  \cref{korollar:2.16,satz:2.15}: Kontrast zu \R:
  \begin{itemize}
    \item $f(x) = x\abs x$ ist differenzierbar auf \R\ mit
      $f'(x) = 2 \abs x$ nicht differenzierbar in $x = 0$!
    \item $f(x) = \begin{cases}
        \e^{-\frac{1}{x^2}} & x \neq 0 \\
      0 & x = 0 \end{cases} \implies f \in C^\infty(\R)$
      mit $f^{(n)} (0) = 0\;\forall n\in\N \implies f$ ist in
      keiner Umgebung von $x=0$ in einer Potenzreihe um $0$ entwickelbar.
  \end{itemize}
\end{bemerkung}
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\begin{satz}[Die Cauchy'sche Formel für Ableitungen]
  Seien $a\in\C, R>0, f \in \mc H(D_R(a)), r \in (0, R)$ und
  $\gamma_r(t) = a + r \e^{\im t}, 0 \le t \le 2\pi$. Dann gilt
  \[
    \frac{f^{(n)}(z)}{n!} = \frac{1}{2\pi\im} \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{(w-z)^{n+1}} dw,
    z \in D_r(a) \forall n \in \N
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Für $z=a$ folgt das aus \cref{eq:2.15.2} aus \cref{satz:2.15}.
  Sei $z \neq a$ mit $\abs{z-a} < r$.
  Sei $\delta > 0$ sodass $\overline{D_\delta(z)} \subset D_r(a)$ und setze
  $\sigma(t) = z + \delta \e^{\im t}, 0 \le t \le 2\pi$.
  \begin{figure}[ht]
    \centering
    \incfig{definitionen-für-sigma1,-sigma2,-mu1,-mu2,-alpha,-beta}
    \caption{Definitionen für $\sigma_1, \sigma_2, \mu_1, \mu_2, \alpha, \beta$}
    \label{fig:definitionen-für-sigma1,-sigma2,-mu1,-mu2,-alpha,-beta}
  \end{figure}
  Mittels einer vertikalen Gerade durch $z$ machen wir den folgenden Schnitt:
  für jede Halbebene betrachten wir  den geschlossenen Pfad, der aus
  den entsprechenden \glqq{}Teilen\grqq{} von $\gamma_r$ und $\sigma^-$
  und den entsprechenden Geradenstücken besteht, nämlich
  \begin{align*}
    \text{Rechts:}\; \Gamma_1 &\coloneq \mu_1 + \alpha + \sigma_1 + \beta \\
    \text{Links:}\; \Gamma_2 &\coloneq \mu_2 + \beta^- + \sigma_2 + \alpha^- \\
  \end{align*}
  Jeder Pfad $\Gamma_k$ ist in einem Sterngebiet $D_R(a)\setminus\{z\}$
  enthalten (z. B. ist $\Gamma_1$ im Sterngebiet $D_R(a)\setminus[\lambda, z]$
  enthalten, siehe \cref{fig:gamma_1}), wo $\delta$
  konstant ist.
  \begin{figure}[ht]
    \centering
    \incfig{gamma_1}
    \caption{$\Gamma_1$}
    \label{fig:gamma_1}
  \end{figure}
  Aus dem \nameref{satz:2.13} folgt
  \[
    \int_{\Gamma_k} g_z(w) dw = 0
  \] für $k = 1 ,2$
  \begin{align*}
    \implies 0 &= \int_{\Gamma_k} g_z(w) dw + \int_{\Gamma_2} g_z(w) dw \\
               &= \int_{\gamma_r} g_z(w) dw + \int_{\sigma^-} g_z(w) dw \\
               &= \int_{\gamma_r} g_z(w) dw - \int_{\sigma} g_z(w) dw.
  \end{align*}
  Weil $\sigma_1 + \sigma_2 = \sigma^-$ und $\mu_1 + \mu_2 = \gamma_r$ und
  die Integrale längs der Geradenstücke sich wegheben. Aus \cref{satz:2.15}
  folgt
  \[
    \int_\gamma  \frac{f(w)}{(w-z)^{n+1}} dw
    = \int_\sigma \frac{f(w)}{(w-z)^{n+1}} dw
    \overset{\ref{satz:2.15}}{=} \frac{f^{(n)}(z)}{n!} \cdot 2 \pi \im.
  \]
\end{proof}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item $\gamma(t) = \e^{\im t}, 0 \le t \le 2\pi$.
      \[
        \int_\gamma \frac{\sin z}{(z-\frac12)^4} dz
        = 2 \pi \im \frac{\sin^{(3)}(\frac12)}{3!}
        = \frac{2 \pi \im (-\cos(\frac12))}{2\cdot3}
        = -\frac{\pi\im\cos\frac12}{3}
      \]
    \item $\gamma(t) = 2\e^{\im t}, 0 \le t \le 2\pi$.
      \[
        I=\int_{\gamma} \frac{\e^z}{z^3(z+5)}
      \]
      $f(z) = \frac{\e^z}{(z+5)} \in \mc H(D_3(0))$.
      $\gamma^* \subset D_3(0) \implies$
      \[
        I = \int_\gamma \frac{(\frac{\e^z}{z+5})}{z^3} dz =
        2 \pi \im \frac{f''(0)}{2!}
      \]
      \begin{align*}
        f'(z) &= \left(\e^z\frac{1}{z+5}\right)' = \e^z\left(\frac{1}{z+5}-\frac{1}{(z+5)^2}\right) \\
        f''(z) &= \e^z\left(\frac{1}{z+5} - \frac{1}{(z+5)^2} - \frac{1}{(z+5)^2} + \frac{2}{(z+5)^3}\right) \\
        f''(0) &= \frac 15 - \frac{2}{25} + \frac{2}{125} = \frac{17}{125}
      \end{align*}
      $\implies I = \pi\im \frac{17}{125}$.
  \end{enumerate}
\end{bsp}

Beweisen wir jetzt die Umkehrung von dem \nameref{satz:goursat}.

\begin{satz}[Satz von Morera]\label{satz:morera}
  Sei $\Omega \ssq \C$ offen und $f \colon \Omega \to \C$ stetig.
  Falls
  \[
    \int_{\partial \Delta} f(z) dz = 0 \; \forall \Delta \subset \Omega \,\text{Dreieck},
  \]
  dann gilt $f \in \mc H(\Omega)$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $z \in \Omega$ und $D_R(z) \subset \Omega$.
  Da $D_R(z)$ ein Sterngebiet ist, folgt nun aus
  \cref{satz:2.7}, dass $f$ eine Stammfunktion auf $D_R(z)$ besitzt.
  $F' = f$. Außerdem aus \cref{korollar:2.16} ist $f \in \mc H(D_R(z))$.
\end{proof}

Folgerung: $f$ stetig auf $\Omega \ossq \C, f \in \mc H(\Omega \setminus\{p\})
\implies f \in \mc H(\Omega)$.
\begin{proof}
  $f$ stetig auf $\Omega, f \in \mc H(\Omega \setminus \{p\}) \overset{\ref{satz:goursat}}{\implies}
  \int_{\partial \Delta} f dz = 0, \;\forall \Delta \subset \Omega\,\text{Dreieck}$.
  $\overset{\ref{satz:morera}}{\implies}
  f \in \mc H(\Omega)$.
\end{proof}

\setcounter{section}{5}
\section{Nullstellen}
Sei $\Omega \ssq \C$ Gebiet, $f \colon \Omega \to \C$ holomorph.
Wir nennen $N(f) = \{a \in \Omega\colon f(a) = 0\}$ die
\textsc{Nullstellenmenge} von $f$.
\begin{itemize}
  \item Da $f$ stetig $\implies N(f) = f^{-1}(\{0\})$ abgeschlossen in $\Omega$.
  \item Sei $a \in N(f)$. Laut \cref{satz:2.15} $\exists  r > 0$ mit
    $f(z) = \sum_{n=0}^\infty a_n (z-a)^n \forall z \in D_r(a) \subset \Omega$,
    wobei $a_0 = f(a) = 0$.
    Es gibt genau 2 Möglichkeiten
    \begin{enumerate}
      \item $a_n = 0 \forall n \in \N \iff f \equiv 0$ auf $D_r(a)$
      \item $\exists m = m(a) \in \N\setminus\{0\}$, sodass
        $a_0 = \cdots =a_{m-1} = 0$ und $a_m \neq 0$. In diesem Fall
        heißt $a$ eine \textsc{Nullstelle der Ordnung $m$} von $f$.
    \end{enumerate}
\end{itemize}

\begin{satz}\label{satz:2.19}
  Sei $\Omega \ossq \C, f \in \mc H(\Omega)$ und $a \in \Omega$ eine Nullstelle
  der Ordnung $m$ von $f$ ($m\ge1$).
  Dann existiert $g \in \mc H(\Omega)$ mit $g(a) \neq 0$, sodass
  \[
    f(z) = (z-a)^m \cdot g(z),\; z \in \Omega.
  \]
  Zusätzlich ist $a$ kein Häufungspunkt von $N(f)$, das heißt
  $a$ ist ein \textsc{isolierter Punkt} von $N(f)$
  ($\iff\exists$ eine Umgebung von $a$, die keine andere Nullstelle von $f$
  außer $a$ enthält).
\end{satz}
\begin{proof}
  $a$ Nullstelle der Ordnung $m$ von $f$.
  $\implies \exists D_r(a) \subset \Omega$ mit $r > 0$ sodass
  \begin{align}
    \nonumber
    f(z) &= \sum_{k=m}^{\infty} a_k (z-a)^k\text{, $z\in D_r(a)$ und $a_m \neq 0$} \\
    \nonumber
         &= (z-a)^m \sum_{k=m}^\infty a_k (z-a)^{\overbrace{k-m}^n} \\
         &= (z-a)^m \underbrace{\sum_{n=0}^\infty a_{m+n}(z-a)^n}_{g(z)} \label{eq:2.19.1}
  \end{align}
  Setze
  \[
    g(z) = \begin{cases}
      (z-a)^{-m}f(z) &z \in \Omega\setminus\{a\} \\
      a_m & z = a.
    \end{cases}
  \]
  Es gilt $f(z) = (z-a)^m g(z)$ und $g \in \mc H(\Omega\setminus\{a\})$.
  Für $z \in D_r(a)$ ist aus \cref{eq:2.19.1}
  \[
    g(z) = \sum_{n=0}^\infty a_{m+n}(z-a)^n
  \]
  gegeben $\implies g \in \mc H(\Omega)$.
  Da $g(a) = a_m \neq 0$ und $g$ stetig in $a \implies \exists \eps > 0$
  mit $g(z) \neq 0 \;\forall z \in D_\eps(a)$. Daraus folgt
  \[
    f(z) = (z-a)^mg(z) \neq 0 \;\forall z \in D_\eps(a)\setminus\{a\}
  \]
  $\implies D_\eps(a)$ enthält keine andere Nullstelle von $f$ außer $a$.
  $\implies a$ ist ein isolierter Punkt von $N(f)$.
\end{proof}
Zusammengefasst:
\[
  a \in N(f) \begin{cases}
    \text{$a$ Nullstelle endlicher Ordnung $\implies a$ isolierter Punkt von $N(f)$}\\
    \text{$a$ keine Nullstelle endlicher Ordnung $\implies \exists r > 0 \colon f \equiv 0$ auf $D_r(a)$}
  \end{cases}
\]
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\begin{satz}\label{satz:2.20}
  Sei $\Omega \ssq \C$ ein Gebiet und $f \in \mc H(\Omega)$.
  Dann gilt $f \equiv 0$  auf $\Omega$ oder $N(f)$ hat keinen Häufungspunkt in $\Omega$ und ist in
  diesem Fall höchstens abzählbar.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $H$ die Menge aller Häufungspunkte von $N(f)$ in $\Omega$.
  $f$ stetig $\implies H \ssq N(f)$
  \begin{description}
    \item[Beh. 1] $H$ offen. Sei $a \in H$ beliebig.
      Wegen \cref{satz:2.19} ist $a$ keine Nullstelle endlicher Ordnung
      von $f$, das heißt $\exists r > 0$ mit $f \equiv 0$ auf
      $D_r(a) \ssq \Omega \implies D_r(a) \subset H \implies H$ offen.
    \item[Beh. 2] $\Omega \setminus H$ offen.
      Sei $z \in \Omega \setminus H$.
      Da $z$ kein Häufungspunkt von $N(f) \implies \exists \eps > 0$
      mit $D_\eps(z) \subset \Omega$.
      \[
        D_\eps(z) \cap N(f) \ssq \{z\}
        \underset{z \notin H}{\overset{H\ssq N(f)}{\implies}}
        D_\eps(z) \cap H = \emptyset \iff D_\eps(z) \subset \Omega \setminus H
        \implies \text{Beh. 2}
      \]
  \end{description}
  Also $H\cup (\Omega \setminus H), H, \Omega \setminus H$ offen und $\Omega$ Gebiet
  $\implies$ entweder $H=\Omega$, das heißt $f\equiv 0$ auf $\Omega$ oder
  $H = \emptyset$, das heißt $N(f)$ hat keinen Häufungspunkt in $\Omega$.

  Es bleibt zu zeigen, dass $N(f)$ höchstens abzählbar ist,
  falls $f \nequiv 0$. Falls $f \nequiv 0$, dann gilt
  \[
    \forall z \in N(f) \exists \delta_z > 0\text{ mit }
    D_{\delta_z}(z) \cap N(f) = \{z\}
  \]
  $\forall z, w \in N(f), z \neq w$
  $\delta_z, \delta_w < \abs{z-w} \implies
  \frac{\delta_z}{2}, \frac{\delta_w}2 < \frac{\abs{z-2}}2$.
  Daher ist $D_{\frac{\delta_z(z)}{2}} \cap D_{\frac{\delta_w(w)}{2}} = \emptyset$.
  Da $\Q \times \Q$ dicht in $\R^2$ ist, dürfen wir
  $\forall z \in N(f)$ einen Punkt
  \[
    (p_z + \im q_z) \in D_{\frac{\delta_z}2}(z) \cap (\Q\times\Q)
  \]
  wählen.
  Somit erhalten wir eine injektive Abbildung
  $\Phi\colon N(f) \to \Q\times\Q$ mit $\Phi(z)\coloneq p_z + \im q_z$.
  Also gilt $\abs{N(f)} \le \abs{\Q\times\Q} \implies N(f)$ höchstens abzählbar.
\end{proof}

\begin{satz}[Identitätssatz für holomorphe Funktionen]\label{satz:identitätssatz}
  Sei $\Omega\ssq\C$ ein Gebiet, $f, g \in \mc H(\Omega)$ und setze
  $M = \{z\in\Omega\colon f(z) = g(z)\}$.
  Falls $M$ einen Häufungspunkt in $\Omega$ besitzt, dann gilt
  $f=g$ auf $\Omega$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $h \coloneq f-g \implies h \in \mc H(\Omega)$ und
  $N(h) = M$. Wegen \cref{satz:2.20} gilt $h \equiv 0$ auf $\Omega$.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  \begin{enumerate}
    \item Die Voraussetzung, dass $\Omega$ ein Gebiet ist in \cref{satz:2.20,satz:identitätssatz}
      ist wesentlich: $\Omega = D_1(0) \cup D_1(5)$
      \[
        f(z) =
        \begin{cases}
          0 & z \in D_1(0) \\
          -1 & z\in D_1(5)
        \end{cases} \implies f \in \mc H(\Omega)
      \]
      aber $f \equiv 0$ auf $D_1(0)$ und $f \nequiv 0$ auf $\Omega$!
    \item Kontrast zur reellen Differenzierbarkeit.
      \[
        f_1(x) = \begin{cases}
          e^{-\frac1x} & x > 0 \\
          0 & x \le 0
        \end{cases}
      \]
      ist eine $C^\infty(\R)$-Funktion und die Nullstellen, zum Beispiel
      $x_n = -\frac1n$ häufen sich in $0$.
      \[
        f_2(x) \coloneq \begin{cases}
          e^{-\frac1{x^2}} \sin \frac1x & x \neq 0 \\
          0 & x = 0.
        \end{cases}
      \]
      $f_2 \in C^\infty(\R)$ und mit $x_k = \frac{1}{k\pi} \to 0$ für
      $k \in \N, k\ge 1$ und $f(x_k) = 0$ aber $f \nequiv 0$ auf \R.
    \item Die Nullstellen holomorpher Funktionen können
      sich wohl gegen den Rand der Definitionsmenge häufen.
      \begin{itemize}
        \item $f_3(z) = \sin\frac1z, \Omega = \C\setminus\{0\}$.
          $f_3 \in \mc H(\Omega)$. Der Rand $\partial \Omega = \{0\}$.
          \[
            N(f_3) = \left\{\frac{1}{k\pi}\colon k \in \Z\setminus \{0\}\right\}
            \text{ und } \frac{1}{k\pi} \overset{k\to\infty}\to 0
          \]
        \item $f_4(z) = \cos\frac{z+1}{z-1}, \Omega = \C\setminus\{1\},
          f_4 \in \mc H(\Omega)$.
          Nullstellen: $\frac{z+1}{z-1} = (2k+1)\frac{\pi}2,k\in\Z
          \iff z = z_k = \frac{(2k+1)\frac\pi2+1}{(2k+1)\frac\pi2-1}
          \overset{k\to\infty}{\to} 1$
      \end{itemize}
  \end{enumerate}
\end{bemerkung}

\begin{numberkorollar}
  Sei $\Omega \ssq \C$ ein Gebiet, $f \in \mc H(\Omega)$ und $a \in \Omega$.
  Falls $f^{(n)}(a) = 0 (n \in \N)$, dann ist $f\equiv 0$ auf $\Omega$.
\end{numberkorollar}

\begin{satz}\label{satz:2.23}
  Sei $\Omega$ ein Gebiet und $f\in\mc H(\Omega)$
  mit $f(z) \neq 0 \forall z\in\Omega$.
  Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:2.23.1} $f$ besitzt einen holomorphen Logarithmus auf $\Omega$, das heißt
      $\exists g \in \mc H(\Omega)$ mit $\e^g = f$ auf $\Omega$.
    \item\label{item:2.23.2} $\frac{f'}{f}$ hat eine Stammfunktion auf $\Omega$.
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{description}
    \item[\ref{item:2.23.1}$\implies$\ref{item:2.23.2}]
      $f = \e^g \implies f' = \e^g g' = f g' \overset{f\neq0}\implies
      g' = \frac{f'}{f} \implies \frac{f'}{f}$ hat eine Stammfunktion auf $\Omega$.
    \item[\ref{item:2.23.2}$\implies$\ref{item:2.23.1}]
      Sei $F\in\mc H(\Omega)$ mit $F'=\frac{f'}{f}$.
      \[
        (\e^{-F}f)' = \e^{-F}f' - \e^{-F}F'f =
        \e^{-F}\left(f' - \frac{f'}{f}f\right) = 0.
      \]
      Da $\Omega$ ein Gebiet ist, gilt
      $f \e^{-F}\equiv a$ auf $\Omega$ mit $a \neq 0$, da $f \neq 0
      \implies$
      \[
        f = a \e^F = \abs a \e^{\im \Arg a} \e^F
        = \e^{F+\log\abs{a}+\im\Arg a} = \e^g,
      \]
      wobei $g = F+\log\abs{a}+\im\Arg a \in \mc H(\Omega)$.
  \end{description}
\end{proof}

\begin{numberkorollar}
  Falls $\Omega$ Sterngebiet, $f\in\mc H(\Omega)$ mit
  $f(z) \neq 0 \forall z \in \Omega$, dann besitzt
  $f$ einen holomorphen Logarithmus.
\end{numberkorollar}
\begin{proof}
  $f(z) \neq 0 \forall z \in \Omega \implies \frac{f'}{f}\in\mc H(\Omega)
  \overset{\Omega\,\text{Sterngebiet}}{\implies} \frac{f'}{f}$ hat eine
  Stammfunktion auf $\Omega \overset{\ref{satz:2.23}}{\implies}$ Behauptung.
\end{proof}

\section{Das Maximumprinzip und Cauchy'sche Abschätzungen, der Satz von Liouville}
\begin{numberlemma}\label{lemma:2.25}
  Sei $\Omega \ssq \C$ Gebiet und
  $f\in\mc H(\Omega)$ mit $\abs f$ konstant auf $\Omega$.
  Dann ist $f$ konstant auf $\Omega$.
\end{numberlemma}
\begin{proof}[1]
  Sei $u = \real f, v = \imag f$. Da $\abs f$ konstant, $\exists k \in \R_+$, sodass
  \begin{equation}\label{eq:2.25.1}
    \abs{f}^2 = u^2 + v^2 = k.
  \end{equation}
  Falls $k=0$ ist offensichtlich $f\equiv 0$ auf $\Omega$.
  Sei nun $k>0$. Wir differenzieren nach $x$, bzw $y$ in \cref{eq:2.25.1} und erhalten
  \begin{subnumcases} {
      \begin{cases}
        2uu_x + 2vv_x = 0 \\
        2uu_y + 2vv_y = 0
      \end{cases}
      \overset{\ref{satz:1.3}}{\underset{\substack{u_x=v_y\\u_y=-v_x}}{\implies}}
    }
    uu_x - vu_y = 0 \label{eq:2.25.2} \\
    vu_x + uu_y = 0 \label{eq:2.25.3}
  \end{subnumcases}

  $u \cdot \ref{eq:2.25.2} + v \cdot \ref{eq:2.25.3}$ ergibt nun $(\overbrace{u^2 + v^2}^{=k>0}) u_x = 0 \implies u_x = 0$.
  Analog ergibt $v \cdot \ref{eq:2.25.2} - u \cdot \ref{eq:2.25.3}$, dass $u_y = 0$.
  $\implies$ wegen $\Omega$ Gebiet, dass $u$ konstant auf $\Omega$.
  Aus den Cauchy-Riemann Gleichungen \cref{satz:1.3} folgt nun, dass $v$ auf $\Omega$ konstant ist.
\end{proof}
\begin{proof}[2, Geometrisch]
  Sei $\abs f = k > 0$.
  Angenommen $\exists z_0 \in \Omega$ mit $f'(z_0) \neq0$.
  Dann ist $f$ winkeltreu um $z_0$.
  Sei $\delta > 0$ mit $\overline{D_{\delta}(z_0)} \subset \Omega$
  und betrachte
  \begin{align*}
    \gamma_1(t) &= z_0 + t, &-\delta \le t \le \delta\\
    \gamma_2(t) &= z_0 + \im t, &-\delta \le t \le \delta.
  \end{align*}
  $\gamma_1, \gamma_2$ schneiden sich senkrecht in $\gamma_1(0) = \gamma_2(0) = z_0$.
  $\overset{\text{Winkeltreue}}{\implies}$ Bildkurven
  $\Gamma_1 = f \circ \gamma_1, \Gamma_2 = f \circ \gamma_2$ schneiden sich
  senkrecht in $\Gamma_1(0) = \Gamma_2(0) = f(z_0)$.
  Aber $\abs{\Gamma_1(t)} = \abs{\Gamma_2(t)} = k$.
  $\implies$ der Winkel zwischen $\Gamma_1$ und $\Gamma_2$ in
  $\Gamma_1(0) = \Gamma_2(0)$ ist entweder $0$ oder $\pi$.
  Widerspruch, $\implies f')(z) = 0 \forall z \in \Omega \implies f$ konstant.
\end{proof}

\begin{satz}\label{satz:2.26}
  Sei $\Omega$ Gebiet, $f\in\mc H(\Omega)$.
  Falls $\exists a\in\Omega$ mit
  \begin{equation}\label{eq:2.26.1}
    \abs{f(a)} = \sup_{z\in\Omega}\abs{f(z)},
  \end{equation}
  dann ist $f$ konstant auf $\Omega$.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $a \in \Omega$, das \cref{eq:2.26.1} erfüllt und $R>0$ sodass $D_R(a) \ssq \Omega$.
  Aus der Mittelwerteigenschaft folgt
  \[
    f(a) = \frac{1}{2\pi} \int_0^{2\pi} f(a+r\e^{\im t}) dt,\, 0\le r < R.
  \]
  Daraus folgt
  \begin{align*}
    \abs{f(a)}
    &\le \frac{1}{2\pi} \int_0^{2\pi} \abs{f(a+r\e^{\im t})} dt \\
    \frac{1}{2\pi} \int_0^{2\pi}\abs{f(a)}
    &\le \frac{1}{2\pi} \int_0^{2\pi} \abs{f(a+r\e^{\im t})} dt \\
    \iff \int_0^{2\pi}\underbrace{\abs{f(a)}-\abs{f(a+r\e^{\im t})}}_{\eqcolon g(t)\ge0} dt
    &\le 0.
  \end{align*}
  Da $g(t) = \abs{f(a)} - \abs{f(a+r\e^{\im t})} \ge 0$ gilt
  \[
    0 \le \int_0^{2\pi} g(t) dt \le 0 \iff \int_0^{2\pi}g(t) dt = 0.
  \]
  Aus der Stetigkeit von $g$ folgt nun $g \equiv 0$ auf $[0, 2\pi]$.
  Also ist
  \[
    \abs{f(a+r\e^{\im t})} = \abs{f(a)}\;\forall r \in [0, R), \forall t\in[0, 2\pi],
  \]
  das heißt $\abs f \equiv \abs{f(a)}$ auf $D_R(a)$.
  Wegen \cref{lemma:2.25} gilt $f \equiv f(a)$ auf $D_R(a)$
  $\overset{\ref{satz:identitätssatz}}{\implies} f \equiv f(a)$ auf $\Omega$.
\end{proof}

\begin{numberkorollar}[Maximumprinzip]
  Sei $G\subset \C$ ein beschränktes Gebiet und
  $f\colon\overline G\to \C$ stetig, nicht konstant auf $G$, mit $f\in\mc H(G)$.
  Dann nimmt $\abs f$ ihr Maximum auf $\partial G$ an.
\end{numberkorollar}
\begin{proof}
  $\overline G$ kompakt und $\abs f$ stetig auf $\overline G
  \implies \exists a \in \overline G$ mit $\abs{f(a)} = \max_{z\in\overline G}\abs{f(z)}$.
  Aus \cref{satz:2.26} folgt $a \in\partial G$, da $f$ nicht konstant auf $G$ ist.
\end{proof}

\begin{satz}[Cauchy'sche Abschätzungen]\label{satz:abschätzungen}
  Sei $U$ offen, $a \in U$ und $r > 0$ sodass $\overline{D_r(a)}\subset U$.
  Falls $f\in\mc H(U)$, dann gilt $\forall n \in \N$:
  \[
    \abs{f^{(n)}(a)} \le\frac{n!}{r^n}\max_{\abs{z-a}=r}\abs{f(z)}
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $\gamma(t) = a + r \e^{\im t}, 0 \le t \le 2\pi$.
  Aus \cref{lemma:2.2} und \cref{satz:2.15} folgt
  \[
    \abs{{f^{(n)}(a)}} = \abs{\frac{n!}{2\pi\im}\int_\gamma\frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}}dw}
    \le \frac{n!}{2\pi}L(\gamma)\max_{w\in\gamma^*}\frac{\abs{f(w)}}{\abs{w-a}^{n+1}} % abs w-a = r
    =\frac{n!}{\cancel{2\pi}}\frac{\cancel{2\pi} \cancel{r}}{r^{n+\cancel{1}}}
    \max_{w\in\gamma^*}\abs{f(w)}.
  \]
\end{proof}

\begin{defin}
  Eine Funktion $f\in\mc H(\C)$ heißt \textsc{ganze} Funktion.
\end{defin}

\begin{satz}[Satz von Liouville]\label{satz:liouville}
  Jede beschränkte ganze Funktion ist konstant.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $f\in\mc H(\C)$ und $a\in\C$ beliebig, $M\in\R_+$, sodass $\abs{f(z)}\le M,z\in\C$.
  Nach \cref{satz:abschätzungen} gilt für $n=1$
  \[
    \abs{f'(a)} \le \frac{1}{r}\max_{\abs{z-a}=r}\abs{f(z)}\le\frac{M}{r},\;\forall r > 0.
  \]
  Für $r\to\infty$ erhalten wir $\abs{f'(a)}=0 \implies f'(a)=0 \forall a \in \C \implies f$ konstant auf \C.
\end{proof}

Kontrast zu \R: $C^\infty(\R)$ Funktionen
$\sin,\cos,\arctan,x\mapsto\frac{1}{1+x^2}$ beschränkt, aber nicht konstant!

\begin{korollar}[Fundamentalsatz der Algebra]
  Jedes nicht konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten hat mindestens eine komplexe Nullstelle.
\end{korollar}
\begin{proof} Nehmen indirekt an, dass
  $\exists p(z) = a_0 + a_1 z + \dots + a_nz^n$ mit $a_n \neq 0, n\ge 1$ und
  $p(z) \neq 0 \forall z \in \C$.
  Dann ist $\frac{1}{p} \in \mc H(\C)$.
  Es gilt
  \[
    \abs{p(z)}=\abs{a_0 + a_1 z + \dots + a_nz^n} \ge \abs{a_n}\abs{z}^n - \sum_{k=0}^{n-1}\abs{a_k}\abs{z}^k
    \overset{\abs{z}\to\infty}{\to}+\infty.
  \]
  Dann gilt $\lim_{\abs{z}\to\infty}\abs{\frac{1}{p(z)}} = 0$ und
  somit $\exists R > 0$ sodass $\frac{1}{p(z)} < 1$, für $\abs z > R$.
  Mit $M=\max_{\abs z \le R}\frac{1}{\abs{p(z)}}$ gilt nun $\abs{\frac{1}{p(z)}}\le\max\{1,M\}$.
  Laut dem \nameref{satz:liouville} muss $\frac1p$ und somit auch $p$ konstant sein, ein Widerspruch.
\end{proof}
Alternativ hätte man diesen Beweis auch mittels Maximumprinzip führen können.

\begin{satz}[Weierstraß'scher Konvergenzsatz]\label{satz:weierstrass}
  Sei $U\ssq\C$ offen, $f_n \in\mc H(U) (n\in\N)$, sodass
  $(f_n)_n$ gleichmäßig auf allen  kompakten Teilmengen von $U$ gegen $f\colon U\to\C$ konvergiert.
  Dann ist $f\in\mc H(U)$ und es gilt $f^{(k)}_n \overset{\text{gleichmäßig}}{\underset{\text{auf }K}{\to}}
  f^{(k)},\,\forall K\subset U$ kompakt, $\forall k \in \N$.
\end{satz}
\begin{proof}
  $f$ stetig auf $U$ als gleichmäßiger Limes stetiger Funktionen.
  Für jedes Dreieck $\Delta \subset U$ gilt
  \[
    \int_{\partial \Delta}f dz \overset{\ref{satz:2.8}}{=} \lim_{n\to\infty}
    \underbrace{\int_{\partial \Delta}f_n dz}_{=0} \overset{\ref{satz:goursat}}{=} 0.
  \]
  Nach dem \nameref{satz:morera} ist $f \in \mc H(U)$.
  Es genügt die 2. Behauptung für $k=1$ zu zeigen.

  Sei $K\subset U$ kompakt.
  Dann gilt $\operatorname{dist}(K, U^c) > 0$, weil $K$ kompakt, $U^c$ abgeschlossen und $K\cap U^c = \emptyset$.
  Mit $0<r<\frac{\operatorname{dist}(K, U^c)}{2}$ gilt $K \subset \bigcup_{z\in K}D_r(z) \eqcolon V$.
  Dann ist $K\subset V \subset \overline V \subset U$, $V$ beschränkt $\implies \overline V$ kompakt.
  \begin{figure}[ht]
    \centering
    \incfig{skizze-2.30}
    \caption{Skizze \ref{satz:weierstrass}}
  \end{figure}

  Nach den \nameref{satz:abschätzungen} gilt
  \begin{align*}
    \sup_{z\in K} \abs{f_n'(z) - f'(z)}
    &= \sup_{z\in K} \abs{(f_n-f)'(z)} \le
    \sup_{z\in K} \frac{1}{r_z} \max_{\abs{w-z}=r_z}\abs{(f_n - f)(w)} \\
    &\le \sup_{z\in K} \left(\frac{1}{r}\max_{w\in\overline V}\abs{(f_n-f)(w)}\right)
    = \frac{1}{r} \max_{w\in\overline V}\abs{(f_n-f)(w)} \overset{n\to\infty}{\to} 0.
  \end{align*}
  Also gilt $f_n'\overset{\text{gleichmäßig}}{\underset{\text{auf }K}{\to}} f'$.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  Kontrast zu reell differenzierbaren Funktionen:
  Betrachte die Weierstraßfunktion
  \[
    f(x) = \sum_{k=0}^\infty \frac{1}{3^k}\cos(21^k\pi x).
  \]
  Die Partialsummen
  \[
    C^\infty(\R)\ni S_n(x) = \sum_{k=0}^n \frac{1}{3^k}\cos(21^k\pi x)
    \overset{\text{gleichmäßig}}{\underset{\text{auf }\R}{\to}} f
  \]
  und somit ist $f$ stetig. Man kann aber zeigen, dass $f$ \emph{nirgendwo} differenzierbar ist.
\end{bemerkung}

\section{Singularitäten}

\begin{defin}
  Sei $\Omega \ssq \C$ offen, $a\in\Omega$.
  Falls $f\in\mc H(\Omega\setminus\{a\})$ heißt $a$ \textsc{isolierte Singularität}
  von $f$.
  \begin{enumerate}
    \item $a$ heißt \textsc{hebbare} Singularität von $f$, falls $f$ nach $a$ holomorph
      fortzusetzen ist, das heißt $\exists \tilde f \in \mc H(\Omega)$
      mit $\tilde f_{|\Omega\setminus\{a\}} = f$.
    \item Sei $m \in \N\setminus\{0\}$. $a$ heißt \textsc{Pol} $m$-ter Ordnung von
      $f$, falls $\exists$ $g\in\mc H(\Omega)$ mit $g(a) \neq 0$ sodass
      \[
        f(z) = \frac{1}{(z-a)^m} g(z),\;\forall z\in\Omega\setminus\{a\}.
      \]
    \item $a$ heißt \textsc{wesentliche} Singularität von $f$, falls $a$ kein Pol
      und keine hebbare Singularität von $f$ ist.
  \end{enumerate}
\end{defin}

\begin{satz}\label{satz:2.31}
  Sei $f\in\mc H(\Omega\setminus\{a\})$. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:2.31.1} $f$ hat eine hebbare Singularität in $a$,
    \item\label{item:2.31.2} $\exists \lim_{z\to a} f(z) \in \C$,
    \item\label{item:2.31.3} $\exists r>0$ mit $D_r'(a)\coloneq\{z\in\C\colon 0 < \abs{z-a} < r\}$
      und $f$ ist beschränkt auf $D'_r(a)$.
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  \cref{item:2.31.1} $\implies$ \cref{item:2.31.2} $\implies$ \cref{item:2.31.3} ist klar.
  \begin{description}
    \item[$\ref{item:2.31.3}\implies\ref{item:2.31.1}$:]
      Definieren
      \[
        h(z) = \begin{cases}
          (z-a)^2 f(z) & z\neq a \\
          0 & z = a
        \end{cases}
      \]
      Offensichtlich $h\in\mc H(\Omega\setminus\{a\})$.
      Es gilt
      \[
        \exists h'(a) = \lim_{z\to a} \frac{(z-a)^{\cancel{2}}f(z) - 0}{\cancel{(z-a)}}
        \underset{\text{um }a}{\overset{f\text{ beschränkt}}{=}} 0
      \]
      und somit ist $h\in H(\Omega)$ mit $h(a) = h'(a) = 0$,
      das heißt $a$ ist Nullstelle $\ge2$. Ordnung für $h$.
      Laut \cref{satz:2.19} $\exists g\in\mc H(\Omega)$ mit
      \[
        h(z) = (z-a)^2 g(z) \;\forall z \in\Omega.
      \]
      Also ist
      \[
        f(z) = (z-a)^{-2} h(z) = g(z)\;\forall z \in\Omega\setminus\{a\}
      \]
      holomorph nach $z=a$ fortzusetzen (durch die Definition $f(a)\coloneq g(a)$).
  \end{description}
\end{proof}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item $f(z) = \frac{\sin z}{z}, f \in \mc H(\C\setminus\{0\})$.
      \[
        f(z) = \frac 1z \sum_{n=0}^\infty (-1)^n \frac{z^{2n+1}}{(2n+1)!}
        = \sum_{n=0}^\infty (-1)^n \frac{z^{2n}}{(2n+1)!}.
      \]
      Die Potenzreihe konvergiert auf ganz \C, mit $f(0)\coloneq 1$ erhalten wir eine Funktion $f\in\mc H(\C)$.
      Insbesondere
      \begin{numberbem} % Das ist nicht so schön, I know
        Es gilt $\lim_{z\to0} \frac{\sin z}{z} = 1$.
      \end{numberbem}
    \item $f(z) = \frac{z^2}{\e^z - 1 - z}$.
      \begin{align*}
        \lim_{z\to 0} f(z)
        &= \lim_{z\to0}\frac{z^2}{\sum_{n=2}^\infty \frac{z^n}{n!}}
        = \lim_{z\to 0} \frac{1}{\sum_{n=2}^\infty \frac{z^{n-2}}{n!}}
        \overset{k=2}{=} \lim_{z\to 0} \frac{1}{\sum_{k=0}^\infty\frac{z^k}{(k+2)!}} \\
        &= \lim_{z\to 0}\frac{1}{g(z)} = \frac{1}{g(0)} = \frac{1}{\frac12} = 2
      \end{align*}
      mit $g(z) \coloneq \sum_{k=0}^\infty \frac{z^k}{(k+2)!} \in \mc H(\C)\implies g$ stetig in 0.
      Also hat $f$ eine hebbare Singularität.
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{bemerkung}
  Die Aussage in \cref{satz:2.31} ist im Allgemeinen falsch für nicht isolierte Singularitäten.
  \[
    \Log z = \log\abs z + \im \Arg z,\;-\pi < \Arg z \le \pi
  \]
  ist in keinem $x\in\R_-$ stetig fortsetzbar.
  $\forall a \in \R_-$ ist $a$ keine isolierte Singularität.
  Für $a < 0$ und $\abs{z-a} < \frac{\abs a}{2}$ gilt
  \[
    \abs{\Log z} \le \abs{\log \abs z} + \underbrace{\abs{\im \Arg z}}_{\le \pi} \le
    \max\left\{\abs{\log\frac{3\abs a}{2}}, \abs{\log\frac{\abs a}2}\right\} + \pi.
  \]
\end{bemerkung}

\begin{satz}
  Sei $f\in\mc H(\Omega\setminus\{a\})$.
  Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:2.33.1} $a$ ist Pol $m$-ter Ordnung von $f$ ($m\ge 1$),
    \item\label{item:2.33.2} $\exists c_1, \dots, c_m \in \C, c_m\neq 0$ sodass
      $f- \sum_{k=1}^m \frac{c_k}{(z-a)^k}$ eine hebbare Singularität
      in $a$ hat,
    \item\label{item:2.33.3} $\exists \lim_{z\to a} (z-a)^m f(z) \in \C\setminus\{0\}$
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{description}
    \item[$\ref{item:2.33.1}\implies\ref{item:2.33.2}$:]
      $a$ Pol $m$-ter Ordnung $\implies \exists g \in \mc H(\Omega)$ mit $g(a) \neq 0$,
      sodass
      \[
        f(z) = \frac{1}{(z-a)^m} g(z), \, z\in \Omega\setminus\{a\}.
      \]
      Aus \cref{satz:2.15} $\exists r > 0$ sodass
      \[
        g(z) = \sum_{n=0}^\infty a_n(z-a)^n,\;\forall z \in D_r(a)
      \]
      mit $a_0 = g(a)\neq 0$.
      Daraus folgt $\forall z \in D'_r(a)$
      \begin{align*}
        f(z) &= \sum_{n=0}^\infty a_n(z-a)^{n-m} = \sum_{n=0}^{m-1} + \sum_{n=m}^\infty \\
             &= \frac{a_0}{(z-a)^m} + \frac{a_1}{(z-a)^{m-1}} + \cdots + \frac{a_{m-1}}{(z-a)}
             + \underbrace{\sum_{k=0}^\infty a_{k+m} (z-a)^k}_{\eqcolon h(z), h\in\mc H(D_r(a))}
      \end{align*}
      und $a_0 \neq 0$. Die Behauptung folgt mit $c_k = a_{m-k}$.
    \item[$\ref{item:2.33.2}\implies\ref{item:2.33.3}$:]
      Sei $h(z) \coloneq f(z) - \sum_{k=1}^m \frac{c_k}{(z-a)^k}$. Dann gilt
      \begin{align*}
        \lim_{z\to a} (z-a)^m f(z)
        &= \lim_{z\to a} (z-a)^m \left(h(z)+\sum_{k=1}^m \frac{c_k}{(z-a)^k}\right) \\
        &= \lim_{z\to a} \underbrace{\underbrace{(z-a)^m}_{\to0} \underbrace{h(z)}_{\to h(a)}}_{\to0}
        + \underbrace{c_1(z-a)^{m-1}}_{\to0} + \dots + c_m (z-a)^{m-m} \\
        = c_m \neq 0.
      \end{align*}
    \item[$\ref{item:2.33.3}\implies\ref{item:2.33.1}$:]
      Aus \cref{satz:2.31} hat $g(z)=(z-a)^m f(z)$ eine hebbare Singularität in $a$.
      Also ist
      \[
        f(z) = \frac{1}{(z-a)^m}g(z)
      \]
      mit $g\in\mc H(\Omega)$ und
      \[
        g(a) = \lim_{z\to a} (z-a)^m f(z) \neq 0.
      \]
  \end{description}
\end{proof}

\begin{bsp}
  $f(z) = \frac{z\cos z}{\sin^3 z}$.
  \[
    \lim_{z\to0}z^2 f(z) = \lim_{z\to0}\frac{z^3}{\sin^3 z} \cos z
    = \lim_{z\to0}\left(\frac{z}{\sin z}\right)^3 \cos z = 1 \neq 0
  \]
  $\implies f$ hat einen Pol 2. Ordnung in $z=a$.
\end{bsp}

\begin{satz}[Satz von Casorati-Weierstraß]\label{satz:casorati-weierstraß}
  Sei $f \in \mc H(\Omega\setminus\{a\})$ sodass $a$ eine wesentliche Singularität von $f$ ist.
  Dann gilt $\forall r > 0$ mit $D_r(a)\ssq\Omega$
  ist die Menge $f(D_r'(a))$ dicht in \C, das heißt
  \[
    \forall w \in \C \forall \eps > 0 \exists z \in D_r'(a)\text{ mit }\abs{f(z)-w}<\eps.
  \]
  Äquivalent: $\forall r>0$ mit $D_r(a) \subset \Omega$ gilt
  \[
    \overline{f(D_r'(a))} = \C.
  \]
\end{satz}
\begin{proof}[Indirekt]
  Nehme an $\exists r > 0$ sodass $f(D_r'(a))$ nicht dicht in \C ist.
  Dann $\exists w \in \C$ und $\delta > 0$ sodass
  \[
    \abs{f(z)-w}\ge \delta,\;\forall z\in D'_r.
  \]
  Betrachte
  \begin{equation}\label{eq:2.34.1}
    g(z) = \frac{1}{f(z)-w},\;z\in D'_r(a).
  \end{equation}
  Dann gilt $g \in \mc H(D'_r(a))$ und $\abs{g(z)}\le \frac{1}{\delta} \,\forall z \in D'_r$.
  Laut \cref{satz:2.31} hat $g$ eine hebbare Singularität in $a$.
  Bezeichne \glqq{}wieder\grqq{} mit $g$ die Erweiterung von $g$ zu $D_r(a)$.
  \begin{description}
    \item[Fall 1:] $g(a) \neq 0$ Aus \cref{eq:2.34.1} ist $g(z) \neq 0 \,\forall z \in D_r(a)$
      und daher ist $\frac{1}{g} \in \mc H(D_r(a))$.
      Dann ist $f(z)\overset{\ref{eq:2.34.1}}{=} w + \frac{1}{g(z)}$, $z\in D'_r(a)$
      eine hebbare Singularität in $a$, ein Widerspruch.
    \item[Fall 2:] $g$ hat eine Nullstelle der Ordnung $m\ge 1$ in $a$.
      Dann $\exists h \in \mc H(D_r(a))$ mit $h(a) \neq 0$ und
      $g(z) = (z-a)^mh(z),\,\forall z \in D_r(a)$.
      Wegen \cref{eq:2.34.1} gilt $h(z) \neq 0$ auf $D_r(a)$ und somit ist $\frac1h\in\mc H(D_r(a))$.
      Wir erhalten
      \[
        f(z) = w + \frac{1}{g(z)} = w + \frac{1}{(z-a)^m}\frac{1}{h(z)}
        = \frac{1}{(z-a)^m} \underbrace{\left(w(z-a)^m + \frac{1}{h(z)}\right)}_{\eqcolon \psi(z)}
      \]
      mit $\psi(a) = \frac{1}{h(a)} \neq 0$, $\psi\in\mc H(D_r(a)) \implies a$ Pol
      $m$-ter Ordnung von $f$. Widerspruch!
  \end{description}
\end{proof}

\begin{numberkorollar}
  $f\in\mc H(\Omega\setminus\{a\})$ hat einen Pol in $z=a \iff \lim_{z\to a}\abs{f(z)}=+\infty$.
\end{numberkorollar}
\begin{proof}
  \begin{description}
    \item[$\implies$:] $f(z) = \frac{1}{(z-a)^m} g(z)$ mit $g\in\mc H(\Omega), g(a) \neq 0, m \ge 1$.
      $\implies \abs{f(z)} = \frac{1}{\abs{z-a}^m} \abs{g(z)} \overset{z\to a}{\to} \infty$.
    \item[$\impliedby$:] Wegen \cref{satz:2.31} ist $a$ keine hebbare Singularität von $f$.
      Wegen dem \nameref{satz:casorati-weierstraß} ist $a$ keine wesentliche Singularität für $f$, weil
      \[
        \lim_{z\to a} \abs{f(z)} = +\infty
        \implies \exists \delta > 0\colon 0 < \abs{z-a} < \delta \implies \abs{f(z)} \ge 1
      \]
      $\implies f(D_\delta'(a))\subset \C\setminus D_1(0)$ nicht dicht in \C.
  \end{description}
\end{proof}

\begin{bsp}
  $f(z) = \e^{\frac{-1}{z^2}}$ hat eine wesentliche Singularität in $z=0$.
  \[
    f\left(\frac1n\right) = \e^{\frac{-1}{\frac{1}{n^2}}} = \e^{-n^2} \overset{n\to\infty}{\to} 0,
  \]
  aber
  \[
    f\left(\frac{\im}{n}\right) = \e^{\frac{-1}{\frac{\im}{n^2}}} = \e^{n^2} \to+\infty.
  \]
  Für $f_{|\R}$ gilt $f(x) = \begin{cases} \e^{\frac{-1}{x^2}} & x \neq 0 \\ 0 & x = 0\end{cases}$,
  ist $C^\infty(\R)$.
\end{bsp}

Bemerkung: Ein stärkeres Ergebnis als im \nameref{satz:casorati-weierstraß} gilt:
\begin{nonumbersatz}[Der große Satz von Picard]
  Falls $a$ eine wesentliche Singularität für $f\in\mc H(\Omega\setminus\{a\})$
  ist, dann gilt: $\forall r> 0$ mit $D_r(a) \subset \Omega$ ist $f(D'_r(a))$
  entweder ganz $\C$ (wie zum Beispiel für $f(z)=\sin\frac{1}z$) oder $\C$ mit
  Ausnahme eines einzigen Punktes (wie für $f(z) = \e^{\frac{1}{z}}$, wo 0
  nicht angenommen wird).
\end{nonumbersatz}

\section{Satz der offenen Abbildung}
\begin{defin}
  Sei $U \ssq \C$ offen. $f\colon U \to \C$ heißt offene Abbildung,
  wenn das Bild $f(V)$ jeder offenen Menge $V\ssq U$ offen ist.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
  $f\colon A \to \C$ stetig $\iff \forall O \ssq \C$ offen ist $f^{-1}(O)$ offen in $A$.
\end{bemerkung}

\begin{numberkorollar}[zum Maximumprinzip]\label{korollar:2.36}
  Sei $\Omega \ssq \C$ Gebiet und $f\in\mc H(\Omega)$. Falls $f$ nicht konstant auf $\Omega$ ist
  und $\exists a \in \Omega$ mit $\abs{f(a)} = \inf_{z\in\Omega} \abs{f(z)}$,
  dann $\exists w \in \Omega$ mit $f(w) = 0$.
\end{numberkorollar}
\begin{proof}[Indirekt]
  Nehme an $f(z) \neq 0 \,\forall z\in\Omega$.
  Dann gilt $\frac1f \in \mc H(\Omega)$. Da
  \[
    \sup_{z\in\Omega} \abs{\frac{1}{f(z)}} = \sup_{z\in\Omega} \frac{1}{\abs{f(z)}}
    = \frac{1}{\inf_{z\in\Omega}\abs{f(z)}} = \frac{1}{\abs{f(a)}} = \abs{\frac{1}{f(a)}},
  \]
  ergibt das Maximumprinzip für $\frac1f$, dass $\frac1f$ konstant auf $\Omega$ ist.
  Somit muss auch $f$ konstant sein. Widerspruch!
\end{proof}

\begin{satz}[Satz der offenen Abbildung]\label{satz:offene-abbildung}
  Sei $U \ssq \C$ offen und $f\in\mc H(U)$, sodass $f$ nirgends lokal konstant ist.
  Dann ist $f$ eine offene Abbildung.
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $Q\ssq U$ offen und $c\in Q$ beliebig.
  Wir müssen zeigen, dass  $f(Q)$ ein offene Kreisscheibe um $f(c)$ enthält.
  OBdA $f(c) = 0$, sonst betrachte $z\mapsto f(z) - f(c)$ statt $f$ und bemerke,
  dass Verschiebungen offener Kreisscheiben offene Kreisscheiben sind.
  Da $f$ um $c$ nicht konstant ($\equiv 0$) ist, ist $c$ eine Nullstelle
  endlicher Ordnung (das heißt isolierte Nullstelle).
  Dann $\exists V$ Kreisscheibe um $c$ mit
  $\overline V \subset Q$ und $f(z) \neq 0 \forall z \in \overline V \setminus\{c\}$.
  Sei $\delta = \frac12\min_{z\in\partial V} \abs{f(z)} > 0$.
  Behauptung: $D_\delta(0) \ssq f(Q)$. Sei $b \in D_\delta(0)$.
  Dann gilt für alle $z \in \partial V$.
  \[
    \abs{f(z)-b}\ge\abs{f(z)}-\abs b \ge \overbrace{\min_{z\in\partial V}\abs{f(z)}}^{2\delta} - \delta
    = \delta > \abs b = \abs{f(c)-b},
  \]
  und somit wird $\min_{z\in\overline V}\abs{f(z)-b}$ nicht auf $\partial V$ angenommen,
  das heißt $\exists \lambda \in V$ mit
  \[
    \abs{f(\lambda)-b} = \min_{z\in\overline V}\abs{f(z)-b} = \inf_{z\in V} \abs{f(z)-b}.
  \]
  Nach \cref{korollar:2.36} (angewandt auf $z\mapsto f(z) - b$)
  $\exists z'\in V$ mit $f(z') - b = 0$,
  das heißt $b \in f(Q) \implies$ Behauptung.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
  Der obige \nameref{satz:offene-abbildung} ist im Allgemeinen falsch für Funktionen die $C^\infty(\R)$ sind.
  Zum Beispiel ist für $f\colon \R \to \R$ mit $f(x) = x^2$, für das $f\in C^\infty(\R)$ gilt
  $f(\R) = [0, \infty)$ nicht offen in \R.
\end{bemerkung}

\begin{satz}
  Sei $U\ssq \C$ offen und $f\in\mc H(U)$ injektiv.
  Dann ist $\inv{f}\colon f(U)\to U$ holomorph und es gilt
  \[
    (\inv f)'(z) = \frac{1}{f'(\inv f(z))},\;\forall z\in f(U).
  \]
  Insbesondere $f'(z) \neq 0\;\forall z \in U$.
\end{satz}
% VO 12.11.
\begin{proof}
  $f(U)$ ist offen und $\inv f\colon f(U)\to U$ ist stetig.
  Sei $Z=\{z\in U\colon f'(z)=0\}$.
  $Z$ hat keinen Häufungspunkt in $U$.
  $\implies U\setminus Z$ offen $\implies f(U\setminus Z)$ offen und
  $f(U\setminus Z) = f(U) \setminus f(Z)$ weil $f\colon U \to f(U)$ bijektiv.

  Behauptung: $\inv f\colon f(U\setminus Z)\to U \setminus Z$ holomorph.
  Sei $b \in f(U\setminus Z), a = \inv f(b) \in U\setminus Z \implies f'(a)\neq 0$.
  Sei $z_n \to b, z_n \in f(U\setminus Z), z_n \neq b$.
  \begin{gather}\nonumber
    \lim_{n\to\infty} \frac{\inv f(z_n) - \inv f(b)}{z_n-b}
    \underset{w_n = \inv f(z_n)\to \inv f(b)=a}{=}
    \lim_{n\to\infty}\frac{w_n-a}{f(w_n)-f(a)} = \frac{1}{f'(a)}=\frac{1}{f'(\inv f(b))}\\ \nonumber
    \implies (\inv f)'(b) = \frac{1}{f'(\inv f(b))} \; \forall b \in f(U)\setminus f(Z) \\ \label{eq:2.38.1}
    \implies (\inv f)'(b) f'(\inv f(b)) = 1 \;\forall b \in f(U) \setminus f(Z).
  \end{gather}
  $f(Z)$ hat keinen Häufungspunkt in $f(U) \implies \forall z \in f(Z)$ ist hebbare Singularität
  von $\inv f \implies$ \cref{eq:2.38.1} gilt überall.
\end{proof}

\section{Allgemeine Versionen des Cauchy'schen Integralsatzes}
\begin{defin}
  Seien $\Omega \ssq \C$ offen, $\gamma_1, \dots, \gamma_n$ geschlossene Pfade in $\Omega$,
  $m_1, \dots, m_n \in \Z$.
  Die formale Summe $\Gamma = m_1 \gamma_1 + m_2 \gamma_2 + \dots + m_n \gamma_n$
  heißt \textsc{Zyklus} in $\Omega$ mit Träger $\Gamma^* = \bigcup_{j=1}^n \gamma_j^*$.

  Für $f \in C(\Gamma^*)$ sei $\int_\Gamma f dz = \sum_{j=1}^n m_j \int_{\gamma_j} f dz$.
  \[
    W_\Gamma(z) = \frac{1}{2\pi\im} \int_\Gamma \frac{1}{w-z} dw \quad z \in \C \setminus \Gamma^*.
  \]
\end{defin}

Es gilt
\begin{align*}
  W_\Gamma(z) &= \sum_{j=1}^n m_j W_{\gamma_j}(z) \\
  L(\Gamma) &= \sum_{j=1}^n \abs{m_j}L(\gamma_j)
\end{align*}

% VO 19.11.
\underline{Fragestellung}: Gegeben eine offene Menge $\Omega \ssq \C$.
Kann man die Zyklen $\Gamma \subset \Omega$ charakterisieren, für die
\begin{equation}\label{eq:homologie-herleitung}
  \int_\Gamma f dz = 0 \quad \forall f \in \mc H(\Omega)
\end{equation}
gilt?
\begin{bemerkung}
  $\forall z \in \C\setminus\Omega$ ist $f(w) = \frac{1}{w-z}$ holomorph auf $\Omega$.
  Fall \cref{eq:homologie-herleitung} gilt, dann muss
  \begin{equation}\label{eq:homologie-bemerkung}
    0 = \int_\Gamma f dw = \int_\Gamma \frac{1}{w-z} dw = 2\pi\im W_\Gamma(z) \quad \forall z \in \C\setminus\Omega.
  \end{equation}
  Also ist \cref{eq:homologie-bemerkung} notwendig für \cref{eq:homologie-herleitung}.
  \nameref{satz:cauchy-homologie} zeigt $\ref{eq:homologie-herleitung} \iff \ref{eq:homologie-bemerkung}$.
\end{bemerkung}
% Ende VO 19.11.

\begin{satz}[Homologie-Version des Cauchy'schen Integralsatzes]\label{satz:cauchy-homologie}
  Sei $\Omega \ssq \C$ offen, $f\in \mc H(\Omega), \Gamma$ ein Zyklus in $\Omega$ mit
  $W_\Gamma(z) = 0\;\forall z \in \C \setminus \Omega$(also $\Gamma$ \textsc{nullhomolog} in $\Omega$).
  Dann gilt
  \begin{equation}\label{eq:homologiecauchy1}
    W_\Gamma(z) f(z) = \frac{1}{2\pi\im} \int_\Gamma \frac{f(w)}{w-z} dw\;\forall z \in \Omega \setminus\Gamma^*
  \end{equation}
  und
  \begin{equation}\label{eq:homologiecauchy2}
    \int_\Gamma f dw = 0.
  \end{equation}
\end{satz}
% Aus VO 19.11.
\begin{proof}[Skizze]
  \begin{description}
    \item[Schritt 1:]
      \begin{align}\label{eq:2.39.1}
        0
        &= -f(z) W_\Gamma(z) + \frac{1}{2\pi\im} \int_\Gamma \frac{f(w)}{w-z} dw \;\forall z \in \Omega\setminus\Gamma^* \\ \nonumber
        &= \frac{1}{2\pi\im} \overbrace{\int_\Gamma \underbrace{\frac{f(w)-f(z)}{w-z}}_{\eqcolon g(z, w)} dw}^{\eqcolon h(z)}
      \end{align}
      Setze
      \begin{align*}
        g(z, w) &=
        \begin{cases}
          \frac{f(z)-f(w)}{z-w} & z \neq w \\
          f'(z) & z = w
        \end{cases}
        \; (z, w) \in \Omega \times \Omega \\
        h(z) &= \int_\Gamma g(z, w) dw \quad z \in \Omega
      \end{align*}
      $\ref{eq:2.39.1} \iff h \equiv 0$ auf $\Omega \setminus\Gamma^*$.

    \item[Schritt 2:] Behauptung: $h \in \mc H(\Omega)$.
      Zuerst zeigen wir, dass $g$ stetig auf $\Omega \times \Omega$ ist.
      \begin{itemize}
        \item In Punkten $(z, w)$ mit $z\neq w$ ist das klar.
        \item Für Punkte $(a, a)\in\Omega \times \Omega$ folgt die Stetigkeit aus
          \begin{align*}
            \abs{g(z, w) - g(a, a)}
            &= \abs{\frac{1}{z-w}(f(z)-f(w)) - f'(a)} \\
            &= \abs{\frac{1}{z-w} \int_{[w, z]}f'(r) - f'(a) dr} \\
            &\le \frac{L([w, z])}{\abs{z-w}} \sup_{r \in [w, z]}\abs{f'(r) - f'(a)}
            \overset{(w, z) \to (a, a)}{\to} 0
          \end{align*}
          da $f'$ stetig in $a$.
      \end{itemize}
      $\Omega \ni z_n \to z \in \Omega$:
      \[
        \abs{h(z_n) - h(z)} = \abs{\int_\Gamma g(z_n, w) - g(z, w) dw}
        \le L(\Gamma) \sup_{w\in\Gamma} \abs{g(z_n, w) - g(z, w)} \overset{n\to\infty}{\to} 0.
      \]
      Also ist $g$ stetig auf  $\Omega\times\Omega$ und somit ist $g$ gleichmäßig stetig
      auf kompakten Teilmengen von $\Omega \times\Omega$.
      Daher ist $h$ stetig auf $\Omega$.

      Sei nun $\Delta \subset \Omega$ ein Dreieck.
      Wegen dem Satz von Fubini und dem \nameref{satz:goursat}
      \begin{align*}
        \int_{\partial\Delta} h dz
        &= \int_{\partial\Delta}\int_\Gamma g(z, w) dw dz \\
        &= \int_\Gamma \underbrace{\int_{\partial\Delta}g(z, w) dz dw}_{\overset{\ref{satz:goursat}}{=}0} = 0
      \end{align*}
      weil $z \mapsto g(z, w)$ eine hebbare Singularität hat in $z = w$, wobei $w$ fest ist.
      Der \nameref{satz:morera} ergibt $h \in \mc H(\Omega)$.

    \item[Schritt 3:] Wir zeigen $h \equiv 0$ auf $\Omega$.
      Sei $\Omega_1 = \{z\in\C\setminus\Gamma^*\colon W_\Gamma(z) = 0\}$ ($(\C\setminus\Omega)\subset\Omega_1$).
      $\Omega_1$ offen als Vereinigung der Zusammenhangskomponenten von $\C\setminus\Gamma^*$
      wo $W_\Gamma \equiv 0$ gilt.
      Sei nun
      \[
        h_1(z) = \int_\Gamma \frac{f(w)}{w-z}dw,\;z\in\Omega_1.
      \]
      \begin{figure}[ht]
        \centering
        \incfig{schritt-3-homologie-cauchy}
        \caption{Schritt 3 Homologie Cauchy}
        \label{fig:schritt-3-homologie-cauchy}
      \end{figure}
      Aus dem Satz von Fubini und dem \nameref{satz:morera} folgt, dass $h_1 \in \mc H(\Omega_1)$.
      Sei $\Delta \subset \Omega_1 \subset \C \setminus \Gamma^*$.
      $\Delta \cap \Gamma = \emptyset$, weil $\Delta, \Gamma$ kompakt
      $\abs{w-z} \ge \operatorname{dist}(\Delta, K) = \delta > 0$ für $w\in \Gamma^*, z \in \Delta$.
      \[
        \int_{\partial\Delta}\int_\Gamma\frac{f(w)}{w-z} dw dz
        = \int_\Gamma f(w) \underbrace{\int_{\partial\Delta} \frac{1}{w-z} dz}_{=0} dw = 0
      \]

      Aus Schritt 1:
      $h_1(z) = h(z) \;\forall z \in \Omega \cap \Omega_1$
      (da $W_\Gamma(z) = 0\;\forall z \in \Omega \cap \Omega_1$).
      Laut Voraussetzung $\C \setminus\Omega \subset \Omega_1$,
      also $\Omega \cup \Omega_1 = \C$
      (da $\Omega$ und $\Omega_1$ offen und $\neq \emptyset$ folgt aus $\C$ zusammenhängend,
      dass $\Omega \cap \Omega_1 \neq \emptyset$).

      Dann ist
      \[
        \Phi(z) = \begin{cases}
          h_1(z) & z \in \Omega_1 \\
          h(z) & z \in \Omega
        \end{cases}
      \]
      wohldefiniert und $\Phi \in \mc H(\C)$.
      $\Omega_1$ enthält die unbeschränkte Zusammenhangskomponente von $\C\setminus\Gamma^*$ und
      somit gilt
      \begin{align*}
        \lim_{\abs z \to\infty} \abs{\Phi(z)}
      &= \lim_{\abs z \to \infty}\abs{h_1(z)}
      = \lim_{\abs z \to \infty} \abs{\int_\Gamma \frac{f(w)}{w-z} dw}
      \le \lim_{\abs z \to \infty} L(\Gamma) \max_{w\in\Gamma^*} \frac{\abs{f(w)}}{\abs{w-z}} \\
      &\le L(\Gamma) \max_{w\in\Gamma^*} \frac{\abs{f(w)}}{\operatorname{dist}(z, \Gamma^*)}
      = L(\Gamma)\max_{w\in\Gamma^*} \abs{f(w)} \frac{1}{\operatorname{dist}(z, \Gamma^*)}
      \overset{\abs z \to \infty}{\to} 0
      \end{align*}
      Daher ist $\Phi \in \mc H(\C)$ beschränkt
      $\overset{\ref{satz:liouville}}{\implies} \Phi$ konstant $\implies \Phi \equiv 0$ auf $\C$
      $\implies h \equiv 0$ auf $\Omega$.

    \item[Schritt 4:] Wir zeigen, dass \cref{eq:homologiecauchy2}
      gilt.
      Sei $a\in\Omega\setminus\Gamma^*$ und betrachte
      $F(z) = (z-a) f(z), z \in \Omega$.
      Verwende \cref{eq:homologiecauchy1}
      auf $F$ für $z=a$:
      \[
        0 = F(a) W_\Gamma(a) = \frac{1}{2\pi\im} \int_\Gamma \frac{\cancel{(w-a)} f(w)}{\cancel{(w-a)}} dw.
      \]
  \end{description}
\end{proof}
% Ende VO 19.11.

\begin{korollar}
  Sei $\Omega \ssq \C$ offen, $f \in \mc H(\Omega)$.
  Sind $\Gamma_1$ und $\Gamma_2$ Zyklen in $\Omega$ mit
  $W_{\Gamma_1}(z) = W_{\Gamma_2}(z)\;\forall z \in \C\setminus \Omega$
  (also $\Gamma_1, \Gamma_2$ \textsc{homolog} in $\Omega$),
  dann gilt
  \[
    \int_{\Gamma_1} f dz = \int_{\Gamma_2} f dz.
  \]
\end{korollar}

\begin{satz}[Laurentreihenentwicklung]\label{satz:laurentreihenentwicklung}
  Für $0 \le r_0 < R_0 \le \infty, a \in \C$ betrachte den Kreisring
  $D_{r_0, R_0}(a) = \{z\in \C\colon r_0 < \abs{z-a} < R_0\}$ um $a$.
  Falls $f\in \mc H(D_{r_0,R_0}(a))$, dann ist $f$ in einer Laurentreihe
  \[
    f(z) = \sum_{n=-\infty}^\infty a_n(z-a)^n,\,z\in D_{r_0,R_0}(a),
  \]
  entwickelbar, die gleichmäßig auf jeder kompakten Teilmenge von
  $D_{r_0,R_0}(a)$ konvergiert, und
  \begin{equation}\label{eq:2.40.1}
    a_n=\frac{1}{2\pi\im}\int_{\gamma_g} \frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}} dw\quad\forall n \in \Z,
  \end{equation}
  wobei $\gamma_g(t) = a + g\e^{\im t}, t\in[0, 2\pi], r_0 < g < R$.
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{laurentreihenentwicklung}
    \caption{Kreisring um $a$ und $\gamma_g$}
    \label{fig:laurentreihenentwicklung}
  \end{figure}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{figure}[ht]
    \centering
    \incfig{beweisskizze-laurentreihenentwicklung}
    \caption{Beweisskizze Laurentreihenentwicklung}
    \label{fig:beweisskizze-laurentreihenentwicklung}
  \end{figure}
  Behauptung: Das Integral in \cref{eq:2.40.1} ist unabhängig von $g\in(r_0, R_0)$.
  Sei $r_0 < r < R < R_0$ und setze
  $\Gamma = \gamma_R - \gamma_r$.
  Für $z \in \C \setminus D_{r_0,R_0}(a)$ gilt
  \[
    W_\Gamma (z) = W_{\gamma_R}(z) - W_{\gamma_r}(z) =
    \begin{cases}
      1 - 1 & \abs z \le r_0 \\
      0 - 0 & \abs z \ge R_0
    \end{cases} = 0
  \]
  Weiter ist $w \mapsto \frac{f(w)}{(z-a)^{n+1}}$ holomorph in $D_{r_0,R_0}(a)$.
  Aus \cref{satz:cauchy-homologie} folgt nun
  \[
    0 = \int_{\Gamma} \frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}} dw
    = \int_{\gamma_R}\frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}} dw - \int_{\gamma_r}\frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}} dw
    \implies\text{Behauptung}.
  \]
  Für $z \in D_{r_0,R_0}(a)$ ergibt \cref{satz:cauchy-homologie}, dass
  \begin{gather}
    f(z) = f(z)W_\Gamma(z) =\frac{1}{2\pi\im} \int_\Gamma \frac{f(w)}{w-z} dw \nonumber\\
    \label{eq:2.40.2}
    \iff 2\pi\im f(z) = \int_{\gamma_R} \frac{f(w)}{w-z} dw - \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{w-z} dw
  \end{gather}
  Genau so wie im Beweis von \cref{satz:2.15}
  erhalten wir für das erste Integral oben
  \begin{equation}\label{eq:2.40.3}
    \int_{\gamma_R}\frac{f(w)}{w-z} dw
    = \sum_{n=0}^\infty \Big(\underbrace{\int_{\gamma_R}\frac{f(w)}{(w-a)^{n+1}} dw}_{\eqcolon2\pi\im a_n}\Big)
    \cdot (z-a)^n\text{ für }\abs{z-a}<R,
  \end{equation}
  wobei die obige Reihe gleichmäßig auf jeder kompakten Teilmenge von $D_R(a)$ konvergiert.
  Betrachte jetzt für $\abs{z-a} > r$:
  \begin{align}
    -\int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{w-z} dw
    &= \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{(z-a)+(a-w)} dw
    = \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{(z-a)\left(1-\frac{w-a}{z-a}\right)} dw \nonumber\\
    {\scriptstyle \frac{\abs{w-a}}{\abs{z-a}} = \frac{r}{\abs{z-a}} < 1\colon}
    &= \int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{z-a} \sum_{n=0}^\infty \left(\frac{w-a}{z-a}\right)^n dw \nonumber\\
    \text{\scriptsize gleichmäßige Konvergenz:}
    &= \sum_{n=0}^\infty \left(\int_{\gamma_r}\frac{f(w)}{(w-a)^{-n}} dw\right)\frac{1}{(z-a)^{n+1}} \nonumber\\
    {\scriptstyle k=n+1\colon}
    &=
    \sum_{k=1}^\infty \Big(\underbrace{\int_{\gamma_r} \frac{f(w)}{(w-a)^{(-k)+1}} dw}_{2\pi\im a_{-k}}\Big)
    \frac{1}{(z-a)^k} \nonumber\\
    \label{eq:2.40.4}
    &= 2\pi\im \sum_{k=1}^\infty a_{-k}(z-a)^{-k} \quad \forall z\colon \abs{z-a} > r
  \end{align}
  Setze nun $\lambda = \frac{1}{z-a}$. Dann gilt
  \[
    \abs{z-a} > r \iff 0 < \abs \lambda < \frac1r
  \]
  und $\sum_{k=1}^\infty a_{-k} \lambda^k$ konvergiert für $\abs \lambda < \frac1r$.
  Daher ist ihr Konvergenzradius $\ge \frac1r$ und somit konvergiert
  $\sum_{k=1}^\infty a_{-k} \lambda^k$ gleichmäßig für
  $\abs \lambda \le \frac1g,\,\forall g>r$ ($g > r \iff \frac1g < \frac1r$).
  Also konvergiert $\sum_{k=1}^\infty a_{-k} \frac{1}{(z-a)^k}$ gleichmäßig
  für $\frac{1}{\abs{z-a}} \le \frac1g \iff \abs{z-a}\ge g$.
  Da $r, R$ mit $r_0 < r < R < R_0$ beliebig waren, folgt nun aus
  den \cref{eq:2.40.2,eq:2.40.3,eq:2.40.4}
  \[
    f(z)
    = \underbrace{\sum_{n=0}^\infty a_n (z-a)^n}_{\substack{
        \text{konvergiert gleichmäßig}\\
        \text{für}\,\abs{z-a}\le g_2 < R_0
    }}
    + \underbrace{\sum_{k=1}^\infty a_{-k} (z-a)^{-k}}_{\substack{
        \text{konvergiert gleichmäßig}\\
        \text{für}\,\abs{z-a}\ge g_1 > r_0
    }}
    = \sum_{n=-\infty}^\infty a_n (z-a)^n
  \]
  konvergiert gleichmäßig auf
  $r_0 < g_1 \le \abs{z-a} \le g_2 < R_0$.
  \begin{figure}[ht]
    \centering
    \incfig{beweisskizze2-laurentreihenentwicklung}
    \caption{Konvergenzbereich Laurentreihenentwicklung}
    \label{fig:beweisskizze2-laurentreihenentwicklung}
  \end{figure}
\end{proof}

\begin{bsp}
  \begin{enumerate}
    \item Für $z\neq 0$:
      \[
        \e^z + \e^{\frac1z}=\sum_{k=0}^\infty \frac{1}{k!}z^k + 1 + \sum_{k=1}^\infty \frac{1}{k!} \frac{1}{z^k},
      \]
      also $a_0 = z, a_k = \frac{1}{\abs{k}!}$.
    \item $f(z) = \frac{1}{z-2} - \frac{1}{z} = \frac{2}{z(z-2)}$.
      Zwei Singularitäten, $z=0, z=2$.
      \begin{enumerate}
        \item $0 < \abs z < 2$. Die Laurententwicklung um $z=0$ ist
          \[
            f(z) = -\frac1z + \frac{1}{-2} \frac{1}{1-\frac{z}{2}}
            = -\frac{1}{z} - \frac12 \sum_{n=0}^\infty \frac{z^n}{2^n}.
          \]
        \item $\abs{z} > 2 \iff \abs{\frac{2}{z}} < 1$.
          \begin{align*}
            f(z)
            &= -\frac1z + \frac1z \frac{1}{1-\frac{2}{z}}
            = -\frac1z + \frac1z \sum_{n=0}^\infty \left(\frac{2}z\right)^n \\
            &= -\frac1z + \sum_{n=0}^\infty 2^n z^{-n-1}
            = \sum_{n=1}^\infty \frac{2^n}{z^{n+1}}
            \underset{k=n+1}{=} \sum_{k=2}^\infty \frac{2^{k-1}}{z^k}
          \end{align*}
      \end{enumerate}
  \end{enumerate}
\end{bsp}

%VO 15.11.
Idee: $\Gamma \subset U$ offen, $f\in\mc H(U)$, wenn $\Gamma$ sich nur um
endlich viele Singularitäten $b_1, \dots, b_k$ von $f$ windet,
\[
  \int_\Gamma f dz = \sum_{j=1}^k W_\Gamma(b_j) \int_{\gamma_j} f dz,
\]
wobei
\[
  \int_{\gamma_j} \sum_{n\in\Z}a_n(z-b_j)^n dz = \int_{\gamma_j} \frac{dz}{z-b_j} a_{-1} = 2\pi\im a_{-1}
\]

\begin{figure}[ht]
  \centering
  \incfig{singularitäten}
  \caption{Singularitäten}
  \label{fig:singularitäten}
\end{figure}

\begin{defin}
  Sei $f\in\mc H(D'_R(a))$, wobei $D'_R(a) = \{z\in\C\colon 0<\abs{z-a}<R\}$
  und $f(z) = \sum_{n=-\infty}^\infty a_n (z-a)^n$ die Laurentreihe von $f$.
  Der Koeffizient $a_{-1} \eqcolon \Res(f, a)$ heißt \textsc{Residuum} von
  $f$ an der Stelle $a$.
\end{defin}
\begin{bemerkung}
  \begin{enumerate}
    \item Aus \cref{satz:laurentreihenentwicklung} ist $\Res(f, a) = a_{-1} = \frac{1}{2\pi\im}\int_{\gamma_g} f(w) dw$,
      wobei $0 < g < R$ und $\gamma_g(t) = a + g \e^{\im t}$, $0\le t\le2\pi$.
    \item Falls $a$ eine hebbare Singularität von $f$ ist, dann gilt
      \[
        \Res(f, a) = 0.
      \]
      In diesem Fall gilt $a_{-k} = 0\;\forall k \in \N\setminus\{0\}$
  \end{enumerate}
\end{bemerkung}

\begin{satz}[Residuensatz]\label{satz:residuen}
  Sei $U \ssq \C$ offen, $f$ holomorph auf $U$ bis auf endlich viele
  Singularitäten $b_1, \dots, b_k \in U$.
  Sei $\Gamma$ ein Zyklus in $U\setminus\{b_1, \dots, b_k\}$ mit
  $W_\Gamma(z) = 0\;\forall z\in \C\setminus\{U\}$.
  Dann gilt
  \[
    \frac{1}{2\pi\im} \int_\Gamma f dz = \sum_{j=1}^k \Res(f, b_j) W_\Gamma(b_j).
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  Sei $r_j$ mit $D_{r_j}(b_j) \subset U\setminus\Gamma^*$ und sodass
  \[
    D_{r_j}(b_j) \cap D_{r_p}(b_p) = \emptyset\;\forall j \neq p, 1 \le j, p \le k.
  \]
  Sei $\gamma_j(t) = b_j + \frac{r_j}2 \e^{\im t},\,0\le t\le2\pi$.
  Setze
  \[
    \Gamma_1 = \Gamma-\sum_{j=1}^k W_\Gamma(b_j) \gamma_j.
  \]
  Dann gilt $\forall p \in \{1, \dots, k\}$:
  \begin{equation}\label{eq:2.41.1}
    W_{\Gamma_1}(b_p) = W_\Gamma(b_p) -
    \underbrace{\sum_{j=1}^k W_\Gamma(b_j) \overbrace{W_{\gamma_j}(b_p)}^{\delta_{jp}}}_{W_\Gamma(b_p)}=0
  \end{equation}
  und $\forall z \in \C\setminus U$
  \begin{equation}\label{eq:2.41.2}
    W_{\Gamma_1}(z) = \underbrace{W_\Gamma(z)}_{0}
    - \sum_{j=1}^k W_\Gamma(b_j) \underbrace{W_{\gamma_{j}}(z)}_{=0} = 0
  \end{equation}
  Sei $\Omega = U\setminus\{b_1, \dots b_k\} \implies \C \setminus \Omega = (\C\setminus U)\cup\{b_1,\dots,b_k\}$.
  Aus den \cref{eq:2.41.1,eq:2.41.2} ist $W_{\gamma_1}(z) = 0\; \forall z \in \C \setminus\Omega$.
  Nach \cref{satz:cauchy-homologie} gilt
  \begin{equation}\label{eq:2.41.3}
    0 = \int_{\Gamma_1} f dz = \int_\Gamma f dz - \sum_{j=1}^k W_\Gamma(b_j) \cdot \int_{\gamma_j} f dz.
  \end{equation}

  Da $f\in\mc H(D'_{r_j}(b_j))$ ist $f$ um $b_j$ in einer Laurentreihe entwickelbar, das heißt
  \[
    f(z) = \sum_{n=-\infty}^\infty a_n (z-b_j)^n ,\quad z\in D_{r_j}'(b_j),
  \]
  wobei hier $a_n$ auch von $j$ abhängen.
  Es gilt $a_{-1} = \frac{1}{2\pi\im} \int_{\gamma_j} f(z) dz
  \implies \int_{\gamma_j} f(z) dz = 2\pi\im a_{-1} = 2\pi\im\Res(f, b_j)$ für $1 \le j \le k$.
  Verwende das in \cref{eq:2.41.3} um die Behauptung zu erhalten
\end{proof}

\begin{satz}\label{satz:2.42}
  Falls $a\in\C$ ein Pol $m$-ter Ordnung von $f \in \mc H(D'_r(a))$ ist, dann gilt
  \[
    \Res(f, a) = \frac{1}{(m-1)!} \lim_{z\to a}\left(\ableitung{}{z}\right)^{m-1}((z-a)^m f(z)).
  \]
\end{satz}
\begin{proof}
  $a$ ist Pol $m$-ter Ordnung von $f$. Dann ist
  \begin{gather*}
    f(z) = \frac{c-m}{(z-a)^m} + \dots + \frac{c-1}{z-a} + \sum_{k=0}^\infty c_k(z-a)^k,\quad z\in D_r'(a) \\
    \implies (z-a)^m f(z)
    = \underbrace{c_{-m} + \dots + c_{-2}(z-a)^{m-2}}_{(\ableitung{}{z})^{m-1}(\dots) = 0}
    + \underbrace{c_{-1}(z-a)^{m-1}}_{(\ableitung{}{z})^{m-1}(\dots) = (m-1)!c_{-1}}
    + \underbrace{\sum_{k=0}^\infty c_k(z-a)^{k+m}}_{(\ableitung{}{z})^{m-1}(\dots)_{|z=a} = 0} \\
    \implies \lim_{z\to a} \left(\ableitung{}{z}\right)^{m-1}((z-a)^m f(z)) = c_{-1}(m-1)!
  \end{gather*}
\end{proof}

\begin{numberkorollar}\label{korollar:2.43}
  Falls $f(z) = \frac{h(z)}{g(z)}$ ein Pol 1. Ordnung in $z_0$ hat,
  wobei $g, h \in \mc H(D_r(z_0))$ mit $h(z_0) \neq 0$ und $g(z_0) = 0$ ($g'(z_0)\neq0$) dann gilt
  \[
    \Res(f,z_0) = \frac{h(z_0)}{g'(z_0)}.
  \]
\end{numberkorollar}
\begin{proof}
  Aus \cref{satz:2.42} gilt
  \[
    \Res(f, z_0) = \lim_{z\to z_0}(z-z_0)f(z)
    = \lim_{z\to z_0} h(z) \underbrace{\frac{z-z_0}{g(z)-g(z_0)}}_{\to\frac{1}{g'(z_0)}}
    = \frac{h(z_0)}{g'(z_0)}
  \]
\end{proof}

\begin{bsp}
  $\gamma(t) = 2\e^{\im t}$, $0\le t \le2\pi$.
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:residuen1}
      \[
        I=\int_{\gamma} \underbrace{\frac1{(z+1)^2\sin z}}_{\eqcolon f(z)} dz
      \]
      \begin{figure}[H]
        \centering
        \incfig{residuensatz-beispiel-1}
        \caption{Residuensatz Beispiel \cref{item:residuen1}}
        \label{fig:residuensatz-beispiel-1}
      \end{figure}
      $f \in \mc H(D_3(0)\setminus\{-1, 0\})$. Laut dem \nameref{satz:residuen} gilt
      \begin{align*}
        I &= 2\pi\im(\Res(f, -1) \overbrace{W_\gamma(-1)}^{=1} + \Res(f, 0) \overbrace{W_\gamma(0)}^{=1}) \\
          &=2\pi\im(\Res(f, -1) + \Res(f, 0))
      \end{align*}
      \begin{itemize}
        \item $-1$ Pol 2. Ordnung $\implies$
          \begin{align*}
            \Res(f, -1)
            &= \lim_{z \to -1} \frac{1}{(2-1)!}\left(\ableitung{}{z}\right)^{2-1}
            \left(\cancel{(z+1)^2}\frac{1}{\cancel{(z+1)^2}\sin z}\right) \\
            &=\lim_{z\to-1} \ableitung{}{z}\left(\frac{1}{\sin z}\right)
            = -\frac{\cos(-1)}{\sin^2(-1)} = -\frac{\cos 1}{\sin^2 1}
          \end{align*}
        \item \[
            \Res(f, 0) = \lim_{z\to0} \frac{z\cdot 1}{\sin z (z+1)^2} = 1,
          \]
          da $0$ Pol 1. Ordnung ist.
      \end{itemize}
    \item \begin{gather*}
        \int_\gamma \e^{\frac1z} dz = 2\pi\im \Res\left(\e^{\frac1z}, 0\right) = 2\pi\im 1 = 2 \pi \im. \\
        \e^{\frac1z} = \sum_{k=0}^\infty \frac{1}{k!} \frac{1}{z^k} = 1 + \frac1z + \frac1{2! z^2} + \dots \\
        \implies \Res\left(\e^{\frac1z}, 0\right) = 1.
      \end{gather*}
  \end{enumerate}
\end{bsp}

\subsection{Anwendungen}
\subsubsection{Trigonometrische Integrale}
Es sei $R(x, y)$ eine rationale Funktion in $(x, y) \in \R^2$,
die \emph{stetig auf $x^2 + y^2 = 1$} ist.
\[
  \int_0^{2\pi} R(\cos t, \sin t) dt
  = \int_0^{2\pi} R\left(\frac{\e^{\im t}+\e^{-\im t}}{2}, \frac{\e^{\im t}+\e^{-\im t}}{2\im}\right).
\]
Mit $\gamma(t) = \e^{\im t}, 0\le t \le 2\pi$ und
$z = \e^{\im t}$ gilt
\[
  \cos t = \frac12\left(z + \frac1z\right),\quad \sin t = \frac1{2\im}\left(z-\frac1z\right)
\]
und somit ist
\[
  \int_0^{2\pi} R(\cos t, \sin t) dt = \int_0^{2\pi} R(\cos t, \sin t) \frac{1}{\im\e^{\im t}}
  \overbrace{\im \e^{\im t}}^{\gamma'(t)}
  = \int_\gamma
  \underbrace{R\left(\frac12\left(z+\frac1z\right), \frac1{2\im}\left(z-\frac1z\right)\right)\frac{1}{\im z}}
  _{\eqcolon \tilde R(z)}
\]
Der \nameref{satz:residuen} ergibt
\begin{equation}\label{eq:trigint}
  \int_0^{2\pi} R(\cos t, \sin t) dt
  =2\pi\im\sum_{\substack{w\in D_1(0) \\ w\text{ Singularität von }\tilde R}}
  \Res(\tilde R, w)
  = 2\pi\im \sum_{w\in D_1(0)} \Res(\tilde R, w),
\end{equation}
wobei
\[
  \tilde R(z) = R\left(\frac12\left(z+\frac1z\right), \frac1{2\im}\left(z-\frac1z\right)\right)\frac{1}{\im z}.
\]

\begin{bemerkung}
  Es gilt
  \[
    \sum_{w\in D_1(0)} \Res(\tilde R, w)
    = \sum_{\substack{w\in D_1(0) \\ w\text{ Singularität von }f}} \Res(\tilde R, w),
  \]
  weil $\Res(\tilde R, w) = 0$ für alle $w$ mit $\tilde R$ holomorph in $w$.
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
  Sei $a \in \R, a > 1$.
  \begin{align*}
    I &= \int_0^{2\pi} \frac{1}{a+\sin \theta} d\theta \\
      &= \int_0^{2\pi} \frac{1}{a + \frac{\e^{\im\theta}-\e^{-\im\theta}}{2\im}}\frac{1}{\im\e^{\im\theta}}\overbrace{i\e^{\im\theta}}^{\gamma'(\theta)} d \theta \\
      &= \int_\gamma\frac{1}{a+\frac{1}{2\im}(z-\frac{1}{z})}\frac{1}{\im z} dz \\
      &= \int_\gamma \frac{2}{2\im a z + z^2 - 1} dz \\
      &= \int_\gamma \underbrace{\frac{2}{z^2 + 2\im a z - 1}}_{\eqcolon \tilde R(z)} dz \\
    \nameref{satz:residuen}\colon &= 2\pi\im\sum_{w\in D_1(0)}\Res(\tilde R, w).
  \end{align*}
  \begin{align*}
    z^2 + 2\im a z - 1 = 0 &\iff (z+\im a)^2 - (\im a)^2 - 1 = 0 \\
                           &\iff (z+\im a)^2 = 1-a^2 = (-1)(\underbrace{a^2-1}_{>0}) \\
                           &\iff z + \im a = \pm \im \sqrt{a^2 - 1}
  \end{align*}
  \begin{align*}
    z_{1,2} &= (-\im) (a \pm\sqrt{a^2 - 1}) \\
    z_1 &= (-\im) (a +\sqrt{a^2 - 1}) \implies \abs{z_1} = a + \sqrt{a^2 - 1} > 1 \implies z_1\notin D_1(0) \\
    z_2 &= (-\im) (a -\sqrt{a^2 - 1}) \implies \abs{z_2} \\
    \abs{z_2} &= a - \sqrt{a^2 - 1} = a - 1 - \sqrt{a^2 - 1} + 1
    = \sqrt{a-1}(\sqrt{a-1} - \sqrt{a+1}) + 1 < 1
  \end{align*}
  \begin{align*}
    \Res(\tilde R, z_2) &= \lim_{z\to z_2} (z-z_2)\tilde R(z) \\
                        &= \lim_{z\to z_2} \cancel{(z-z_2)}\frac{2}{(z-z_1)\cancel{(z-z_2)}} \\
                        &= \frac{2}{z_2-z_1} = \frac{\cancel 2}{\im \cancel 2 \sqrt{a^2 - 1}} \\
                        &= \frac{1}{\im \sqrt{a^2 - 1}}
  \end{align*}
  \[
    I = 2\pi\im\Res(\tilde R(z_2)) = 2\pi\im \frac{1}{\im\sqrt{a^2 - 1}} = \frac{2\pi}{\sqrt{a^2 - 1}}
  \]

  Alternativ:
  \[
    \Res(\tilde R, z_2) = \frac{2}{(z^2 + 2\im az -1)'}_{|z=z_0}
    = \frac{2}{2z_2 + 2\im a} = \frac{1}{z_2 + \im a}
  \]
\end{bsp}
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\subsubsection{Uneigentliche Integrale}
Wir möchten Integrale der Form
\[
  \int_{-\infty}^\infty f(x) dx
  = \lim_{r\to\infty} \int_0^r f(x) dx + \lim_{s\to\infty}\int_{-s}^0 f(x) dx
\]
berechnen, wobei $f\colon \R\to\C$ stetig.
Sei $H\coloneq \{z\in\C\colon \imag z > 0\}$ die offene obere Halbebene.

Annahmen:
\begin{enumerate}[label=(B\arabic*)]
  \item\label{item:B1} Es existiert eine offene Menge $U\ssq \C$ mit $\overline H \subset U$,
    sodass $f$ zu einer auf $U$ bis auf endlich viele Punkte, von denen
    keiner reell ist, holomorphen Funktion erweiterbar ist.
  \item\label{item:B2} Für die erweiterte Funktion gilt:
    $\exists A, R_0 > 0$ sodass
    \begin{equation}\label{eq:uneigentlich1}
      \abs{f(z)} \le \frac{A}{\abs z^{1+\eps}}\;\text{für}\,\abs z > R_0
    \end{equation}
\end{enumerate}
Behauptung:
\[
  \int_{-\infty}^\infty f(x) dx = 2\pi\im \sum_{w\in H} \Res(f, w)
\]
(eine endliche Summe, da $f$ endlich viele Singularitäten in $H$ hat).
\begin{proof}
  Die Existenz von $\int_{-\infty}^\infty f(x) dx$ folgt aus \cref{eq:uneigentlich1}.
  \begin{figure}[ht]
    \centering
    \incfig{skizze-uneigentliche-integrale}
    \caption{Skizze uneigentliche Integrale}
    \label{fig:skizze-uneigentliche-integrale}
  \end{figure}
  Betrachte den Pfad $\Gamma_R = [-R, R] + \sigma_R$, wobei $\sigma_R = R\e^{\im t}$ mit $0\le t\le\pi$.

  Für $R$ groß genug liegen alle Singularitäten von $f$ in $D_R(0)$.
  Laut dem \nameref{satz:residuen}
  ($W_{\Gamma_R} \equiv 0$ auf $\C\setminus U$, weil $\C\setminus U$ in der unbeschränkten
  Zusammenhangskomponente von $\C\setminus\Gamma_R^*$ liegt)
  gilt
  \begin{equation}\label{eq:uneigentlich2}
    \int_{[-R, R]}f dz + \int_{\sigma_r} f dz = \int_{\Gamma_R} f(dz)
    = 2\pi\im \sum_{w\in H} \Res(f, w)
  \end{equation}
  Aus \cref{eq:uneigentlich1} folgt
  \begin{align*}
    \abs{\int_{\sigma_R} f dz}
  &\le L(\sigma_R) \max_{z\in\sigma_R^*} \overbrace{\abs{f(z)}}^{\le \frac{A}{\abs{z}^{1+\eps}}} \\
  &\overset{\ref{eq:uneigentlich1}}{\le}
  \pi R \frac{A}{R^{1+\eps}}  = \frac{\pi A}{R^\eps} \overset{R\to\infty}{\to} 0
  \end{align*}
  Verwende dies in \cref{eq:uneigentlich2}:
  \[
    \lim_{R\to\infty}\int_{-R}^R f(x) dx
    =\lim_{R\to\infty} \int_{\Gamma_R} f dz
    = 2\pi\im \sum_{w\in H} \Res(f, w)
    = \int_{-\infty}^\infty f(x) dx
  \]
\end{proof}

\begin{bsp}
  $I = \int_{-\infty}^\infty\frac{1}{1+x^4} dx$.
  \begin{figure}[H]
    \centering
    \incfig{skizze}
    \caption{Skizze}
    \label{fig:skizze}
  \end{figure}
  \begin{align*}
    f(z) &= \frac{1}{1+x^4} \in \mc H(\C\setminus\{w_0, w_1, w_2, w_3\}) \\
    z^4 &= -1 = \e^{\im\pi} \\
    w_k &= \e^{(\frac\pi4+k\frac{2\pi}{4})\im},\enspace k=0,1,2,3
  \end{align*}
  und es gilt
  \[
    \abs{f(z)}\le\frac{1}{\abs{z}^4-1} \le \frac{1}{\abs{z}^4 - \frac{\abs{z}^4}{2}}
    = \frac{2}{\abs{z}^4}
  \]
  für $\abs{z} > \sqrt[4]{2}$.
  $f$ erfüllt \cref{item:B1,item:B2}
  \[
    \int_{-\infty}^\infty \frac{1}{1+x^4} dx
    = 2\pi\im \sum_{w\in H} \Res(f, w)
    = 2\pi\im(\Res(f, w_0) + \Res(f, w_1))
  \]
  \[
    f(z) = \frac{1}{(z-w_0)(z-w_1)(z-w_2)(z-w_3)}
  \]
  hat einfache Polstellen in $z=w_0, z=w_1$.
  Mit $g(z) = 1+z^4$ ist nach \cref{korollar:2.43}
  \[
    \Res(f, w_k) = \frac{1}{g'(w_k)} = \frac{1}{4w_k^3},\enspace k=0,1
  \]
  Also
  \begin{align*}
    I &= 2\pi\im\left(\frac{1}{4w_0^3}+\frac{1}{4w_1^3}\right)
    = \frac{\pi\im}{2}(\e^{-\im\frac{3\pi}{4}} + \e^{-\im\frac{\pi}{4}}) \\
      &= \frac{\pi\im}{2}\left(\cancel{\cos\left(-\frac{3\pi}{4}\right)} + \im \sin\left(-\frac{3\pi}{4}\right)
      +\cancel{\cos\left(-\frac{\pi}{4}\right)} + \im \sin\left(-\frac\pi4\right)\right) \\
      &= \frac\pi2\im(-\im)\frac{2}{\sqrt2} = \frac\pi{\sqrt{2}}
  \end{align*}
\end{bsp}

% VO 22.11.
\begin{bsp}
  Betrachte
  \[
    \int_{-\infty}^\infty g(x) \e^{\im \alpha x} dx (\eqcolon \hat g(-\alpha)),
  \]
  wobei $g$ die Bedingungen \ref{item:B1} und \ref{item:B2} erfüllt $\alpha > 0$.
  Da $\abs{\e^{\im\alpha z}} = \e^{-\alpha\imag z} < \e^{\alpha\delta}$
  für $\imag z -\delta, \delta > 0$, erfüllt auch
  \[
    f(x) \coloneq g(x) \e^{\im\alpha x}
  \]
  die Bedingungen \ref{item:B1} und \ref{item:B2} und somit
  \begin{equation}\label{eq:fourier}
    \int_{-\infty}^\infty g(x) \e^{\im\alpha x} dx
    = 2\pi\im\sum_{w\in H}\Res(g(z)\e^{\im\alpha z}, w)
  \end{equation}

  Sei nun $g(x) = \frac{1}{1+x^2}$.
  Für $c\in\R$ setze
  \[
    \hat f(c) = \int_{\infty}^\infty \frac{\e^{-\im c x}}{1+x^2} dx.
  \]
  Die Substitution $s = -x$ zeigt, dass $\hat f(c) = \hat f(-c)$, $\forall c\in\R$.
  \[
    \hat f(0) = \int_{-\infty}^\infty \frac{1}{1+x^2} dx = \arctan|_{-\infty}^\infty = \pi.
  \]
  Die Funktion $g(x) = \frac{1}{1+x^2}$ erfüllt die Bedingungen \ref{item:B1} und \ref{item:B2}.
  Somit ist
  \begin{align*}
    \hat f(c)
    &= 2\pi\im \sum_{w\in H} \Res\left(\frac{\e^{-\im c z}}{z^2 + 1}, w\right)
    = 2\pi\im \Res\left(\frac{\e^{-\im c z}}{(z-\im)(z+\im)}, \im\right) \\
    &= 2\pi\im \lim_{z\to\im} \cancel{(z-\im)} \frac{\e^{-\im c z}}{\cancel{(z-\im)}(z+\im)}
    = \cancel2 \pi \cancel\im \frac{\e^{-\im c z}}{\cancel 2 \cancel\im}
    = \pi \e^c,
  \end{align*}
  weil $\e^{-\im c z} g \in \mc H(\C\setminus\{\pm\im\})$ und $i\in H$.

  $\hat f(c) = \pi \e^c, c<0 \overset{\hat f(-c) = \hat f(c)}{\implies}
  \hat f(c) = \pi \e^{-\abs c}\;\forall c \in \R$.
  (Kommentar: Die Funktion $\hat f$ ist die Fouriertransformation von
  $x\mapsto\frac{1}{x^2+1} (x\in\R)$)
\end{bsp}


\begin{satz}[Satz von Rouché]\label{satz:rouche}
  Sei $\Omega \ssq \C$ Gebiet und $\gamma$ ein geschlossener Pfad in $\Omega$,
  sodass $W_\gamma\colon\C\setminus\gamma^*\to\{0,1\}$ und
  $W_\gamma(z) = 0,\;\forall z\in\C\setminus\Omega$.
  Sei ferner $I = \{z\in\Omega\colon W_\gamma(z) = 1\}$.
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:nullstellenanzahlformel} (Anzahlformel für Nullstellen)
      Falls $f\in\mc H(\Omega)$ und $f$ auf $\gamma^*$
      keine Nullstellen hat, dann gilt
      \[
        \tilde N_f = \frac{1}{2\pi\im} \int_\gamma \frac{f'}{f} dz,
      \]
      wobei $\tilde N_f$ die Anzahl der Nullstellen (Vielfachheiten miteinberechnet)
      von $f$ in $I$ ist.
    \item\label{item:rouche} (Satz von Rouché)
      Falls $f, g \in \mc H(\Omega)$ und
      \begin{equation}\label{eq:rouche}
        \abs{f(z) - g(z)} < \abs{f(z)}\quad \forall z \in \gamma^*
      \end{equation}
      gilt, dann haben $f$ und $g$ gleich viele Nullstellen (mit Vielfachheiten
      miteinberechnet) in $I$ (das heißt $\tilde N_f = \tilde N_g$).
  \end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
  \begin{itemize}
    \item[\ref{item:nullstellenanzahlformel}:]
      Sei $A = \{a \in I\colon f(a) = 0\}$.
      Bemerke, dass $A$ endlich sein muss, sonst hätte $N(f)$ einen Häufungspunkt
      $\lambda$ in der kompakten Menge $\overline I$.
      Da $I\subset \Omega$ und $\partial I \ssq \gamma^* \subset \Omega$
      gilt $\overline I \subset \Omega$.
      Daher ist $\lambda \in \Omega$. Laut \cref{satz:2.20} müsste
      $f\equiv 0$ auf $\Omega$ gelten (Widerspruch zu $f\neq 0$ auf $\gamma^*$).

      Falls $a\in A$ eine Nullstelle der Ordnung $m(a) \ge 1$ für $f$ ist,
      dann $\exists h \in \mc H(\Omega)$ mit $h(a) \neq 0$, sodass
      \[
        f(z) = (z-a)^{m(a)} h(z),\;z\in\Omega.
      \]
      Dann $\exists r > 0$ mit $h(z) \neq 0 \;\forall z \in D_r(a)$
      und somit ist $\frac1h \in \mc H(D_r(a))$.
      Es gilt für $z\in D_r(a)$
      \[
        \frac{f'(z)}{f(z)}
        = \frac{m(a)(z-a)^{m(a)-1}h(z)+(z-a)^{m(a)}h'(z)}{(z-a)^{m(a)}h(z)}
        = \frac{m(a)}{z-a} + \frac{h'(z)}{h(z)},
      \]
      wobei $\frac{h'}h \in \mc H(D_r(a))$.
      Daraus folgt $\Res\left(\frac{f'}{f}, a\right) = m(a)$.
      Nach dem \nameref{satz:residuen}
      \[
        \frac{1}{2\pi\im} \int_\gamma \frac{f'}{f} dz
        = \sum_{a\in A} \Res\left(\frac{f'}{f}, a\right)
        = \sum_{a\in A} m(a) = \tilde N_f
      \]
    \item[\ref{item:rouche}:] \cref{eq:rouche}$\implies f(z) \neq 0$
      und $g(z) \neq 0 \;\forall z \in\gamma^*$.
      Daher ist $f\coloneq \frac gf$ holomorph mit
      $F(z) \neq 0$ auf einer offenen Umgebung von $\gamma^*$.
      Dann definiert $\Gamma(t)\coloneq F(\gamma(t)), a \le t \le b (\gamma\colon[a,b]\to\Omega)$
      einen geschlossenen Pfad in \C.
      Wegen \cref{eq:rouche} gilt
      \[
        \abs{1-\Gamma(t)} = \abs{1-\frac gf(t)} < 1,\; a\le t\le b,
      \]
      das heißt $\Gamma^*\subset D_1(1)$.
      \begin{figure}[ht]
        \centering
        \incfig{rouché}
        \caption{Rouché}
        \label{fig:rouché}
      \end{figure}
      \begin{align*}
        2\pi\im (\tilde N_g - \tilde N_f)
        &\overset{\ref{item:nullstellenanzahlformel}}{=} \int_\gamma \frac{g'}{g} dz - \int_\gamma \frac{f'}{f} dz
        = \int_{\gamma} \frac{g'f - f'g}{f^2} \frac1{\frac{g}{f}} dz
        = \int_\gamma \frac{(\frac{g}{f})'}{\frac{g}{f}} dz
        = \int_\gamma \frac{F'}{F} \\
        &= \int_a^b \frac{F'(\gamma(t))\gamma'(t)}{F(\gamma(t))} dt
        = \int_\Gamma \frac1z dz = W_\gamma(0)
        = 0
      \end{align*}
  \end{itemize}
\end{proof}

\begin{bsp}
  $p(z) = z^5 + 10 z - 3$.
  Finde die Anzahl der Nullstellen von $p$ in
  \begin{enumerate}
    \item\label{item:a} $D_2(0)$,
    \item\label{item:b} $D_1(0)$,
    \item\label{item:c} $B_{1,2} = \{z\in\C\colon 1 \le \abs z \le 2\}$.
  \end{enumerate}
  \cref{item:a}: Sei $\gamma_2(t) = 2 \e^{\im t}, 0 \le t \le 2\pi$.
  Sei $q(z) = z^5$. Für $z\in\gamma_2^*$, das heißt $\abs z = 2$ gilt
  \begin{equation}\label{eq:a}
    \abs{p(z)-q(z)}
    = \abs{10z-3}
    \le 10 \abs z + 3
    = 23
    < 2^5
    = \abs{z^5} = \abs{q(z)}
  \end{equation}
  $\overset{\ref{satz:rouche}}{\implies} p$
  hat in $D_2(0)$ gleichviele Nullstellen wie $q$, das heißt $5$.

  \cref{item:b}: $\gamma_1(t) = \e^{\im t}, 0\le t\le2\pi$.
  Sei $r(z) = 10 z$.
  Für $\abs z = 1$ gilt
  \begin{equation}\label{eq:b}
    \abs{p(z)-r(z)} = \abs{z^5 - 3} \le \abs{z}^5 + 3 = 4 < 10 = \abs{10z} = \abs{r(z)}.
  \end{equation}
  Laut dem \nameref{satz:rouche} hat $p$ in $D_1(0)$
  gleich viele Nullstellen wie $r$, das heißt 1.

  \cref{item:c}: Wegen \cref{eq:a,eq:b} hat $p$ keine Nullstellen mit
  $\abs z = 1$ oder $\abs z = 2$.
  Aus \cref{item:a,item:b} $\implies p$ hat genau $5-1=4$ Nullstellen in $B_{1,2}$.
\end{bsp}
\begin{bsp}[2. Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra]
  \begin{proof}
    Sei $p(z) = a_n z^n + \dots a_1 z + a_0\quad a_n \neq 0, n\ge 1$.
    Für $R > 0$ groß genug gilt
    \[
      \abs{p(z)-a_n z^n}
      = \abs{a_{n-1}z^{n-1} + \dots + a_1 z + a_0}
      < \abs{a_n z^n}
    \]
    für $\abs z = R$ weil
    \begin{align*}
      \abs{\frac{a_{n-1}z^{n-1} + \dots a_1 z + a_0}{a_n z^n}}
      &\le \frac{\abs{a_{n-1}}}{\abs{a_n}} \frac{1}{\abs z}
      + \dots + \frac{\abs{a_{1}}}{\abs{a_n}} \frac{1}{\abs{z}^{n-1}}
      + \frac{\abs{a_{0}}}{\abs{a_n}} \frac{1}{\abs z^n} \\
      &= \frac{\abs{a_{n-1}}}{\abs{a_n}} \frac1R + \dots + \frac{\abs{a_0}}{\abs{a_n}} \frac{1}{R^n}
      \overset{R\to\infty}{\to} 0.
    \end{align*}
    Laut dem \nameref{satz:rouche} hat $p$
    gleich viele Nullstellen wie $a_n z^n$ in $D_R(0) \;\forall R >0$ groß genug
    $\implies p$ hat genau $n$ Nullstellen in \C.
  \end{proof}
\end{bsp}
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    \put(0.87844158,0.16686064){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$0$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{2.11-beispielkurve-3.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file '2.11-beispielkurve-4.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{681.1423955bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.18222009)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{2.11-beispielkurve-4.pdf}}%
    \put(0.14579886,0.09607236){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$-2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.03110638,0.09607236){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$-1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.28312475,0.09607236){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.39395104,0.09607236){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.21427221,0.00220307){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$0$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{2.11-beispielkurve-4.pdf}}%
    \put(0.68683921,0.09991982){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$0$\end{tabular}}}}%
    \put(0.57214672,0.09991982){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.82416513,0.09991982){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$0$\end{tabular}}}}%
    \put(0.93499143,0.09991982){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$-1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.75531259,0.00605059){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$0$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=3]{2.11-beispielkurve-4.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file '[z,w].pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.11288054)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{[z,w].pdf}}%
    \put(0.40506325,0.00238809){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z$\end{tabular}}}}%
    \put(0.5751613,0.10238573){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$w$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'beispiel-für-ein-sterngebiet.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.37798878)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{beispiel-für-ein-sterngebiet.pdf}}%
    \put(0.48785839,0.17016176){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$a$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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figures/beweisskizze-laurentreihenentwicklung.pdf_tex


%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'beweisskizze-laurentreihenentwicklung.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.34212589)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{beweisskizze-laurentreihenentwicklung.pdf}}%
    \put(0.56251545,0.09801858){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_r$\end{tabular}}}}%
    \put(0.59325689,0.07901942){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_R$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'beweisskizze2-laurentreihenentwicklung.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.37903061)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{beweisskizze2-laurentreihenentwicklung.pdf}}%
    \put(0.46181781,0.29503661){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$g_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.5309534,0.24178831){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$g_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{beweisskizze2-laurentreihenentwicklung.pdf}}%
    \put(0.70781386,0.30659115){\color[rgb]{0.99607843,0.66666667,0.72941176}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}gleichmäßige Konvergenz\\der Summe\end{tabular}}}}%
    \put(0.49979509,0.17924641){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$a$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'bijektive-abbildung-auf-c-ohne-0.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.21180166)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{bijektive-abbildung-auf-c-ohne-0.pdf}}%
    \put(0.30097078,0.11516775){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\scriptstyle\alpha-2\pi$\end{tabular}}}}%
    \put(0.30097078,0.16830909){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\scriptstyle\alpha$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{bijektive-abbildung-auf-c-ohne-0.pdf}}%
    \put(0.27759359,0.20112559){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$y$\end{tabular}}}}%
    \put(0.70999839,0.11211879){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\e^x$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=3]{bijektive-abbildung-auf-c-ohne-0.pdf}}%
    \put(0.37341198,0.07915313){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$x$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=4]{bijektive-abbildung-auf-c-ohne-0.pdf}}%
    \put(0.50372388,0.18686168){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\e^z=\e^x\cdot\e^{\im y}$\end{tabular}}}}%
    \put(0.30237971,0.00337677){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}vertikale Strecke $\mapsto$ Kreis mit Radius $\e^x$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'definitionen-für-sigma1,-sigma2,-mu1,-mu2,-alpha,-beta.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.43324715)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{definitionen-für-sigma1,-sigma2,-mu1,-mu2,-alpha,-beta.pdf}}%
    \put(0.63075606,0.19740875){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\mu_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.56331399,0.14694024){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\beta$\end{tabular}}}}%
    \put(0.52735799,0.33684897){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\alpha$\end{tabular}}}}%
    \put(0.59455026,0.25828572){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\sigma_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.48977982,0.25852179){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\sigma_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.35393833,0.22830907){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\mu_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.67034314,0.41046042){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_r = \mu_1 + \mu_2$,\\$\sigma^-=\sigma_1 + \sigma_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.55678673,0.28658728){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z$\end{tabular}}}}%
    \put(0.50356207,0.19890468){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$a$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'einheitskreis.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.10602267)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{einheitskreis.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'gamma_1.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.43324715)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{gamma_1.pdf}}%
    \put(0.63075606,0.19740875){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\mu_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.56331399,0.14694024){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\beta$\end{tabular}}}}%
    \put(0.52735799,0.33684897){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\alpha$\end{tabular}}}}%
    \put(0.59455026,0.25828572){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\sigma_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.55678673,0.28658728){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{gamma_1.pdf}}%
    \put(0.25640418,0.2723383){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\lambda$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'geschlossener-pfad-mit-endlich-vielen-schnittpunkten-mit-der-negativen-x-achse.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.17048087)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{geschlossener-pfad-mit-endlich-vielen-schnittpunkten-mit-der-negativen-x-achse.pdf}}%
    \put(0.50215616,0.05840098){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$0$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{geschlossener-pfad-mit-endlich-vielen-schnittpunkten-mit-der-negativen-x-achse.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'komplex-konjugierte-zahl.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.17132319)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{komplex-konjugierte-zahl.pdf}}%
    \put(0.55451914,0.13372164){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z$\end{tabular}}}}%
    \put(0.55506516,0.02686288){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\overline{z}$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'komposition-zweier-pfade.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.12288268)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{komposition-zweier-pfade.pdf}}%
    \put(0.32241338,0.07650804){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.47775431,0.08718411){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.37064142,0.00374498){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_1(b)=\gamma_2(b)$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'konstruktion-geschlossener-pfad.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.16200083)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{konstruktion-geschlossener-pfad.pdf}}%
    \put(0.50273768,0.11143437){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_z$\end{tabular}}}}%
    \put(0.57229792,0.05952619){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\tilde\gamma_z^-$\end{tabular}}}}%
    \put(0.68696709,0.15132478){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z$\end{tabular}}}}%
    \put(0.3554732,0.01471609){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$a$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'konvergenzradien.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.34648892)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{konvergenzradien.pdf}}%
    \put(0.40321598,0.05456877){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$R$\end{tabular}}}}%
    \put(0.49952688,0.14032227){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$r$\end{tabular}}}}%
    \put(0.40459305,0.19585994){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}glm. Konv.\end{tabular}}}}%
    \put(0.39070501,0.26378006){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}abs. Konv.\end{tabular}}}}%
    \put(0.37955119,0.33581286){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}Divergenz\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%










figures/konvergenzradien.svg


 
   
   
     
  
   
     
       
         image/svg+xml
         
         
      
    
  
   
     
     
     
     
      $R$
      $r$
      glm. Konv.
      abs. Konv.
      Divergenz
  










figures/laurentreihenentwicklung.pdf

















figures/laurentreihenentwicklung.pdf_tex


%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'laurentreihenentwicklung.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.28415362)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{laurentreihenentwicklung.pdf}}%
    \put(0.67157103,0.2733317){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_g(t) = a + g\e^{\im t}, t \in [0, 2\pi]$ \\und $r_0 < g < R_0$\end{tabular}}}}%
    \put(0.50529928,0.14781672){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$a$\end{tabular}}}}%
    \put(0.4565417,0.01382821){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$D_{r_0,R_0}$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'möglichkeit-1.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.28409389)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{möglichkeit-1.pdf}}%
    \put(0.27144009,0.05579874){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_k)$\end{tabular}}}}%
    \put(0.56131789,0.05579874){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_k)$\end{tabular}}}}%
    \put(0.15329588,0.05579874){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_{k+1})$\end{tabular}}}}%
    \put(0.71227163,0.05579874){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_{k+1})$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{möglichkeit-1.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'möglichkeit-2.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.28409389)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{möglichkeit-2.pdf}}%
    \put(0.11448967,0.15151159){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_k)$\end{tabular}}}}%
    \put(0.2613757,0.10912547){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_{k+1})$\end{tabular}}}}%
    \put(0.63399334,0.10912547){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_{k+1})$\end{tabular}}}}%
    \put(0.72953612,0.1450919){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_k)$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{möglichkeit-2.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'möglichkeit-3.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.28409389)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{möglichkeit-3.pdf}}%
    \put(0.11300048,0.14576948){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_k)$\end{tabular}}}}%
    \put(0.2508742,0.14576948){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_{k+1})$\end{tabular}}}}%
    \put(0.60672423,0.14576948){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_{k+1})$\end{tabular}}}}%
    \put(0.69292247,0.14576948){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_k)$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{möglichkeit-3.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'möglichkeit-4.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.28409389)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{möglichkeit-4.pdf}}%
    \put(0.11924842,0.10953208){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_k)$\end{tabular}}}}%
    \put(0.24697555,0.14576948){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_{k+1})$\end{tabular}}}}%
    \put(0.60857201,0.14576948){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_{k+1})$\end{tabular}}}}%
    \put(0.74926173,0.10743921){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma(t_k)$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{möglichkeit-4.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'polardarstellung.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.16680867)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{polardarstellung.pdf}}%
    \put(0.55310872,0.10940544){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z$\end{tabular}}}}%
    \put(0.49054915,0.07867131){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$r$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{polardarstellung.pdf}}%
    \put(0.49717522,0.04473144){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\theta$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=3]{polardarstellung.pdf}}%
    \put(0.45510731,0.03962401){\color[rgb]{0,0,0}\rotatebox{90}{\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$r\sin \theta$\end{tabular}}}}}%
    \put(0.46583939,0.0197158){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$r\cos \theta$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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figures/projektionsskizze.pdf_tex


%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'projektionsskizze.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.36038812)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{projektionsskizze.pdf}}%
    \put(0.66124605,0.17503944){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$x_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.28837277,0.02155663){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$x_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.42805001,0.34978583){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$x_3$\end{tabular}}}}%
    \put(0.43453217,0.30452712){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$N$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{projektionsskizze.pdf}}%
    \put(0.49579159,0.23901688){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$x_1,x_2,x_3$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=3]{projektionsskizze.pdf}}%
    \put(0.61986192,0.12269105){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Phi(x_1, x_2, x_3)$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=4]{projektionsskizze.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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figures/residuensatz-beispiel-1.pdf_tex


%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'residuensatz-beispiel-1.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.29558725)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{residuensatz-beispiel-1.pdf}}%
    \put(0.45682837,0.12082729){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$-1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.59399923,0.12339299){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$2$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'rouché.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.17528863)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{rouché.pdf}}%
    \put(0.56451543,0.06121671){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.53919646,0.11264945){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Gamma$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 's_alpha-und-r_alpha.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.1756951)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{s_alpha-und-r_alpha.pdf}}%
    \put(0.297345,0.10718327){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$S_\alpha$\end{tabular}}}}%
    \put(0.2420126,0.0849287){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\scriptstyle\alpha-2\pi$\end{tabular}}}}%
    \put(0.2420126,0.13807004){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\scriptstyle\alpha$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{s_alpha-und-r_alpha.pdf}}%
    \put(0.69226793,0.08761781){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\alpha$\end{tabular}}}}%
    \put(0.65843463,0.11416658){\color[rgb]{0,0,0}\rotatebox{42}{\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$R_\alpha$\end{tabular}}}}}%
    \put(0.64860414,0.04704908){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\arg_\alpha$ hat einen \glqq{}Sprung\grqq{}\\von $2\pi$ über $R_\alpha$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'schritt-3-homologie-cauchy.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.28087931)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{schritt-3-homologie-cauchy.pdf}}%
    \put(0.33159415,0.25391506){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Delta$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{schritt-3-homologie-cauchy.pdf}}%
    \put(0.39314047,0.18426199){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$w$\end{tabular}}}}%
    \put(0.68034522,0.23359989){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Gamma$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'singularitäten.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.41813971)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{singularitäten.pdf}}%
    \put(0.8186149,0.35906514){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Gamma$\end{tabular}}}}%
    \put(0.75764472,0.18716948){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_3$\end{tabular}}}}%
    \put(0.63994853,0.17009419){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.45644073,0.2817453){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.50205968,0.07167208){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_4$\end{tabular}}}}%
    \put(0.19919596,0.08477518){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_5$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{singularitäten.pdf}}%
    \put(0.44191014,0.31096264){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$b_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.63187332,0.20098962){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$b_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.72420451,0.20491551){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$b_3$\end{tabular}}}}%
    \put(0.49812765,0.09983904){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$b_4$\end{tabular}}}}%
    \put(0.21360099,0.12468957){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$b_5$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%










figures/singularitäten.svg


 
   
     
       
    
  
   
     
  
   
     
       
         image/svg+xml
         
         
      
    
  
   
     
     
     
     
     
     
     
      $\Gamma$
      $\gamma_3$
      $\gamma_2$
      $\gamma_1$
      $\gamma_4$
      $\gamma_5$
     
     
     
     
     
      $b_1$
      $b_2$
      $b_3$
      $b_4$
      $b_5$
  










figures/skizze-2.30.pdf












































figures/skizze-2.30.pdf_tex


%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'skizze-2.30.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.34729471)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{skizze-2.30.pdf}}%
    \put(0.68049424,0.26655225){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$U$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{skizze-2.30.pdf}}%
    \put(0.47634115,0.16903092){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$K$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=3]{skizze-2.30.pdf}}%
    \put(0.55987549,0.2081357){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$r$\end{tabular}}}}%
    \put(0.64620603,0.07806978){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$V$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=4]{skizze-2.30.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%










figures/skizze-2.30.svg


 
   
   
     
  
   
     
       
         image/svg+xml
         
         
      
    
  
   
     
      $U$
     
     
      $K$
     
     
     
     
     
     
     
      $r$
      $V$
     
  










figures/skizze-goursat.pdf


























figures/skizze-goursat.pdf_tex


%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'skizze-goursat.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.2189524)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{skizze-goursat.pdf}}%
    \put(0.38764327,0.04181673){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Delta_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.45799942,0.14937359){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Delta_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.47662732,0.08227268){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Delta_4$\end{tabular}}}}%
    \put(0.5858195,0.0601323){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Delta_3$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{skizze-goursat.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'skizze-lemma:2.10.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.37453922)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{skizze-lemma:2.10.pdf}}%
    \put(0.44976953,0.17511544){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z$\end{tabular}}}}%
    \put(0.40626389,0.15829714){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\frac{r}2$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{skizze-lemma:2.10.pdf}}%
    \put(0.4194574,0.2171377){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$w$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=3]{skizze-lemma:2.10.pdf}}%
    \put(0.52392136,0.23147765){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$r$\end{tabular}}}}%
    \put(0.64226824,0.25059584){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'skizze-uneigentliche-integrale.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.27708912)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{skizze-uneigentliche-integrale.pdf}}%
    \put(0.63399143,0.03742809){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$R$\end{tabular}}}}%
    \put(0.58995654,0.17434209){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\sigma_R$\end{tabular}}}}%
    \put(0.35791572,0.03742809){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$-R$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{skizze-uneigentliche-integrale.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'skizze.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.27799155)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{skizze.pdf}}%
    \put(0.57789122,0.16741418){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$w_0 = \e^{\im\frac{\pi}{4}}$\end{tabular}}}}%
    \put(0.57498207,0.0196892){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$w_3$\end{tabular}}}}%
    \put(0.40312459,0.02118266){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$w_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.44176327,0.16703426){\color[rgb]{0,0,0}\rotatebox{28.757349}{\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$w_1=\e^{\im\frac{3\pi}{4}}$\end{tabular}}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'streckenzug.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.13606418)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{streckenzug.pdf}}%
    \put(0.51977406,0.01471808){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.44184122,0.09376916){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$2\im$\end{tabular}}}}%
    \put(0.43840914,0.01471808){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$0$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'tangentialvektor-einer-kurve.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.10927771)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{tangentialvektor-einer-kurve.pdf}}%
    \put(0.43975582,0.0406799){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z_0$\end{tabular}}}}%
    \put(0.45715882,0.09860163){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma'(t_0)$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%










figures/tangentialvektor-einer-kurve.svg


 
   
     
       
    
     
       
    
  
   
     
  
   
     
       
         image/svg+xml
         
         
      
    
  
   
     
     
     
      $z_0$
      $\gamma'(t_0)$
  










figures/unterschiedliche-grenzwerte-von-arg.pdf


||||V..A||||
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'unterschiedliche-grenzwerte-von-arg.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.13396271)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{unterschiedliche-grenzwerte-von-arg.pdf}}%
    \put(0.43798478,0.05236563){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z_0$\end{tabular}}}}%
    \put(0.34747025,0.03275949){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z\to z_0$\end{tabular}}}}%
    \put(0.34747025,0.08900071){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$z\to z_0$\end{tabular}}}}%
    \put(0.38244406,0.12267044){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Arg z \to \pi$\end{tabular}}}}%
    \put(0.38244406,0.00330386){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Arg z \to -\pi$\end{tabular}}}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'winkel-zwischen-tangentialvektoren.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.21108184)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{winkel-zwischen-tangentialvektoren.pdf}}%
    \put(0.51960478,0.15339568){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_1'(t_1)$\end{tabular}}}}%
    \put(0.37691034,0.20040579){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_2'(t_2)$\end{tabular}}}}%
    \put(0.33343623,0.00374498){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0.53799197,0.01242272){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\gamma_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{winkel-zwischen-tangentialvektoren.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'winkeltreue.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.17381678)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{winkeltreue.pdf}}%
    \put(0.21572008,0.10631566){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$b$\end{tabular}}}}%
    \put(0.34465787,0.05023592){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$a$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{winkeltreue.pdf}}%
    \put(0.50523218,0.15477033){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$f$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=3]{winkeltreue.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'zerlegung-1.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.26506273)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{zerlegung-1.pdf}}%
    \put(0.3719977,0.00345176){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$a=p$\end{tabular}}}}%
    \put(0.64034658,0.0071014){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$b$\end{tabular}}}}%
    \put(0.50095771,0.25431165){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$c$\end{tabular}}}}%
    \put(0.51301126,0.04993734){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Delta_3$\end{tabular}}}}%
    \put(0.43484582,0.10582723){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Delta_2$\end{tabular}}}}%
    \put(0.40130872,0.04611737){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$\Delta_1$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{zerlegung-1.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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%% Creator: Inkscape 1.4.2 (ebf0e940d0, 2025-05-08), www.inkscape.org
%% PDF/EPS/PS + LaTeX output extension by Johan Engelen, 2010
%% Accompanies image file 'zerlegung-2.pdf' (pdf, eps, ps)
%%
%% To include the image in your LaTeX document, write
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics{<filename>.pdf}
%% To scale the image, write
%%   \def\svgwidth{<desired width>}
%%   \input{<filename>.pdf_tex}
%%  instead of
%%   \includegraphics[width=<desired width>]{<filename>.pdf}
%%
%% Images with a different path to the parent latex file can
%% be accessed with the `import' package (which may need to be
%% installed) using
%%   \usepackage{import}
%% in the preamble, and then including the image with
%%   \import{<path to file>}{<filename>.pdf_tex}
%% Alternatively, one can specify
%%   \graphicspath{{<path to file>/}}
%% 
%% For more information, please see info/svg-inkscape on CTAN:
%%   http://tug.ctan.org/tex-archive/info/svg-inkscape
%%
\begingroup%
  \makeatletter%
  \providecommand\color[2][]{%
    \errmessage{(Inkscape) Color is used for the text in Inkscape, but the package 'color.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\color[2][]{}%
  }%
  \providecommand\transparent[1]{%
    \errmessage{(Inkscape) Transparency is used (non-zero) for the text in Inkscape, but the package 'transparent.sty' is not loaded}%
    \renewcommand\transparent[1]{}%
  }%
  \providecommand\rotatebox[2]{#2}%
  \newcommand*\fsize{\dimexpr\f@size pt\relax}%
  \newcommand*\lineheight[1]{\fontsize{\fsize}{#1\fsize}\selectfont}%
  \ifx\svgwidth\undefined%
    \setlength{\unitlength}{680.31496063bp}%
    \ifx\svgscale\undefined%
      \relax%
    \else%
      \setlength{\unitlength}{\unitlength * \real{\svgscale}}%
    \fi%
  \else%
    \setlength{\unitlength}{\svgwidth}%
  \fi%
  \global\let\svgwidth\undefined%
  \global\let\svgscale\undefined%
  \makeatother%
  \begin{picture}(1,0.24495265)%
    \lineheight{1}%
    \setlength\tabcolsep{0pt}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=1]{zerlegung-2.pdf}}%
    \put(0.30613097,0.09919579){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$p$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=2]{zerlegung-2.pdf}}%
    \put(0.76479015,0.1367703){\color[rgb]{0,0,0}\makebox(0,0)[lt]{\lineheight{1.25}\smash{\begin{tabular}[t]{l}$p$\end{tabular}}}}%
    \put(0,0){\includegraphics[width=\unitlength,page=3]{zerlegung-2.pdf}}%
  \end{picture}%
\endgroup%
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