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Kapitel 1

Gruppen

1.1 Grundlagen

My, My, My X M, ... Mengen
Relationen auf M (afRb fiir a,b € M)
f: My — My,a—0b

Operationen:

o f: M Xx---x M — M innere Operation

e i OAXMX---xM— M, (w,as,...,a;) — g(wy,as,...,a) duBere Operation

0-dre Operation: zeichnet ein Element aus M aus

undre Operation: f: M — M (Bsp.. M =7: z — —x)

bindre Operation: f: M x M — M (Bsp.: M = V, mit V Vektorraum iiber K:
(Ul,Ug> = v+ UQ)

Algebra: Untersuchung von Mengen auf denen eine oder mehrere Operationen erklért
sind.

Definition 1.1.1:

Sei G # () zusammen mit einer inneren, biniaren Operation o heifit Gruppe (G, o),
falls:

G1: Ya,b,c € G: (aob)oc=ao(boc) Assoziativitét

Gy: de € G:Va € G: aoe = eoa = a neutrales Element

Gs: YaeG:3Ja ' €G:a0a ! =a'oa= e inverses Element
Gilt zusétzlich

Gy: Ya,be G:aob=boa,
so heifit (G, o) abelsch oder kommutativ.



Bemerkung 1.1.2:
o In einer Gruppe ist das neutrale Element stets eindeutig bestimmt. Angenom-
men e, e’ seien neutral: e =eoe’ = oe =¢

e In einer Gruppe ist das inverse Element zu einem Element a stets eindeutig

h=Bom—
bestimmt. Sei {a ° °ATEC = coe= co(aob) = (coa)ob=eob=1"b
aoc=coa=¢e

.. eoca=a .
e In G5, G5 konnte man auf { reduzieren und aoe =a,aob=c¢
ca=e

folgern (b =a™!)
Seiboa=-¢e,cob=c¢

a=cecoa=(cob)joa=co(boa)=coe
aoe=(coe)oe=coe=co(boa)=(cob)oa=¢coa

aob=coaob=(cob)o(aob)=co((boa)ob)=co(eob)=cob=c¢

e (G,0) mit nur G heifit Halbgruppe.

e (G,0) mit nur Gy, Gy heifit Monoid (Bsp.: (N, +) ist ein kommutativer
Monoid).

Rechenregeln

Kirzungsregel:
e aob=aoc = b=c,boa=coa = b=c
N
e (aob)y ' =b"roa!

Gruppentafel: alle moglichen Verkniipfungen von je 2 Elementen aus G bestimmt die
Gruppe eindeutig

Fiir ¢ € G schreiben wir ¢> == go g,¢g" == go---og und es gilt g™ o g" = g™ fiir
1
m,n € 7

Falls die Verkniipfung in einer abelschen Gruppe als 4+ geschrieben wird, so schreibt man

e=0,g"=n-g,97' =—yg

Definition 1.1.3:
Sei (G, o) eine Gruppe, g € G.



|G| =: ord(G), ordg(g) == min{n > 0: ¢" = e} (kann auch oo sein)

exp(G) =min{n > 0: Vg € G: g" = e}

e Z(G) ={h€G:goh=hogVg € G} Zentrum von G

e Za(g) ={h € G: goh = ho g} Zentralisator von g in G

Beispiel 1.1.4:

« (2,4),(Q+), (R, +),(C, +)

o (Zn,+)

e Sei 8y = {f: M — M: [ bijektiv} (Symmetrische Gruppe der Menge
M) bildet eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung von Abbildungen o. Ist
M ={1,...,n} so schreiben wir §,,. Es gilt |8,| = n!

o Sei M eine Menge, G eine Gruppe. Abb(M, G) = {f: M — G}
(f1- f2)(m) = fi(m) - fo(m)

o Sei K Kérper, M,,(K): n x n Matrizen iiber K.
GL,(K) == {A € M,(K): det(A) # 0} allgemeine lineare Gruppe.

1.2 Untergruppen, Erzeuger und zyklische Gruppen

Definition 1.2.1:

) # H C G heifit Untergruppe (H, o) von (G, o) falls (H, o) selbst die Eigenschaften
G, — Gy erfillt. Wir schreiben dann (H,o0) < (G, o) bezichungsweise H < G.
Insbesondere muss o eine innere Operation auf H definieren, e € H und mit a € H
auch a=!' € H

Lemma 1.2.2:
H<G < H#0ODAVa,bec H:ab' € H



Beweis. H# () = 3he€e H = hh™'=e€c H
Seien b € H. Dann gilt: eb=t € H, das heifit b=! € H. Wegen b~! € H folgt

—e

a(b™)"'=ab€e H = ab € H. Die Umkehrung ist klar. O

Bemerkung 1.2.3:

 Fiir jede Gruppe G gilt: {e}, G sind stets Untergruppen von G. Alle anderen
Untergruppen von G heiflen echte Untergruppen.

o Fiir zwei Untergruppen H;, H, von G ist auch H;N H, eine Untergruppe. All-
gemeiner: sind (H;);e; Untergruppen von G, so ist (;c; H; eine Untergruppe
von G.

o Fir g € Gist (g) = {¢g": n € Z} die von g erzeugte Untergruppe von G.
orda(g) = [(9)]

Definition 1.2.4:
Sei ) # S C G. Dann heift (| H die von S erzeugte Untergruppe in G: (S). (S)

H<G
SCH

ist die kleinste Untergruppe, die S enthalt.

Proposition 1.2.5:

(S)={s10---08,:5€ SUS,neN}=S)

Beweis. « SCSV
¢ S C{(S) (da (S) eine Untergruppe von G ist, die S enthilt)

o Behauptung: S < G: Seien a,b € S. OBdA a = sy 0-+-08,,t; 0+ 0t (mit
Si,tj esSuU S_l)
aob' =s0---0s,0t7lo---0tyt €8
SC(S) = (5)C S

Alles in Allem: (S) = S O



Definition 1.2.6:
G heifit endlich erzeugt, falls 35 C G mit |S| < oo und (S) = G.

o G heifit zyklisch, falls 3g € G: (9) = G
o Jede endliche Gruppe ist endlich erzeugt.

— (Z,+) ist von 1 erzeugt, also zyklisch.
— (R, +) ist nicht endlich erzeugt, da iiberabzahlbar

Satz 1.2.7:
Sei GG eine zyklische Gruppe, H < G. Dann ist H zyklisch.

Beweis. Sei G = (g). H< G = H # . Falls H = {e}, so ist H zyklisch. v/
Falls H # {e}, so enthalt H mindestens ein weiteres Element w.
u = ¢g° mit s € Z (0BdA sogar s € N, sonst u — u~!). Wir wihlen nun unter allen u = g
mit s € N\ {0} eines mit s minimal.
Behauptung: H = (u) = (¢°)
(¢°) C H, weil H < G die ¢g*° enthélt. Sei h € H beliebig. h € G = Im € Z: h = g".
Esistm=10-s+rmit 0<r<s.h=g"=¢""cH = ¢ "¢ =g € H Weil s
~—
€H
minimal gewihlt wurde gilt 7 = 0, das heifit h = ¢'* € (g°) O

S

Proposition 1.2.8:
Sei G eine endliche Gruppe, g € G mit ordg(g) = k. Dann gilt:

l.g"=e < k|n
2. orda(9") = rem

Beweis. In der Ubung U

Korollar 1.2.9:
Ist (g9) = G eine endliche, zyklische Gruppe, so gibt es zu jeden Teiler d von
n = ord(G) genau eine Untergruppe der Ordnung d: H = <g%>



Beweis. G = (g) = orda(g) =n = ordg(¢%) = = d

d
Umgekehrt, sei H' < G mit |H'| = d. Nach Theorem 1.2.7: H' ist zyklisch, H' = (g*) mit
s minimal, sodass ¢* € H'. Esist e = ¢" € H’ =L s | n

|H'| = ord(g°) = ggT?n,s) == d=7 = s=1% O

Proposition 1.2.10:

Sei G eine endliche, abelsche Gruppe, a,b € G mit ordg(a) = r,0rdg(b) = s mit
(r,s) = 1. Dann gilt ordg(ab) = rs.

——r
Notation fiir ggT(r, s)

Beweis. a” =e,b* =¢ => a"* = ¢, b = ¢ 2" (ab)™ =e = ordg(ab) | rs
Angenommen: ordg(ab) < rs. Dann Jp € P: (ab)? =e.
Sei oBdA p | r (= pts, weil (r,s) = 1)
(ab)? =a% -b> = (a®)r - (b°)» = (a°)7 = ¢
—~

=€

Die Ordnung von a und daher von a® ist aber r und daher sicher > %. 4

Fiir p € P bezeichnet v,(n) die Vielfachheit von p in n.

Lemma 1.2.11:
Sei GG endliche abelsche Gruppe. Dann gilt:

Vg € G: ordg(g) | I}IlleaGX{OI‘dg(h)}

Beweis. Sei a € G mit thaé({ordg(h)} = m.
€

Angenommen: 3b € G mit =: ordg(b) { m = Jp € P mit v,(n) > v,(m)
——

Betrachte die Elemente a?” und b»* .
ordg (ape) = T, ordg (bve'> =p°
pe
>1
€ =L e L/ ! /
Dann ist ggT (ap ,bpe') =1 = ord, (ap - bre ) = :z% pf =m-pl ) >m 4

Satz 1.2.12:
Sei K ein Korper. Jede endliche Untergruppe G von (K \ {0}, -) ist zyklisch.



Beweis. m = maxgeg{ordg(g)} = kgV{ords(g): g € G}
— alle g € G sind Nullstellen des Polynoms z™ — 1 € K]z]. Ist a € G mit ordg(a) = m,

so sind a®,a',...,a™ ! paarweise verschiedene Nullstellen dieses Polynoms.
= a° ...a™ ! sind alle Nullstellen von 2™ — 1 (weil Polynom vom Grad m nur m
Nullstellen haben kann) und es gilt G = (a) O

Beispiel 1.2.13:
1. K=CE, ={zeC:2"=1}

2. K=2Z,,pePZ; ={acZ:a#0}

1.3 Gruppenhomomorphismen

Definition 1.3.1:
Seien (G,o) und (H,0d) Gruppen. ¢: G — H heifit Gruppenhomomorphismus falls:

Va,b € G: ¢p(aob) = ¢(a)Tp(b)

ker(¢) :={g € G: ¢(9) = en}
im(¢) = {h € H:3g € G: ¢(g9) = h}

Lemma 1.3.2:
¢: G — H sei Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

L. ¢(eq) =en
2. ¢(a™) = ¢(a)~"
3. ker(¢) < G,im(¢) < H

Bewess.
1.
Plea) = dlea - ea) = Plea) - ¢(eq)
{¢(€G) = ¢(eg) - eq = en = dleq)
2.



3. (a) olg) =o(g) =ex = d(99') = ¢(9) - 0(9) = en

dg7") =¢lg) " =en

(b) hi,hy € im(¢). Seien gy, g2 € G mit ¢(g1) = h1, ¢(g2) = ha.
¢(9192) ?(g1) - (g2) = hihy € im(9)

d(gr") = d(g1) " = hy' € im(o) O

Bemerkung 1.3.3:
e Sei ¢: G — H Gruppenhomomorphismus. Falls

— G = H: Endomorphismus

— ¢ injektiv: Monomorphismus.

— ¢ surjektiv: Epimorphismus.

— ¢ bijektiv: Isomorphismus (falls G = H: Automorphismus)

e (G, H, K seien Gruppen, ¢: G — H,v: H — K Gruppenhomomorphismen.
Yo¢: G— K ist Gruppenhomomorphismus.

e ¢: G — H Isomorphismus = ¢~ ': H — G auch Isomorphismus.
Seien a,b € H. z.7Z.: $~'(ab) = ¢~ (a)¢~1(b). Seien g,h € G mit ¢(g) =
a,p(h) = b. ¢7'(ab) = ¢~ (d(9)d(h)) = ¢~ (d(gh)) = gh = ¢~ (a)p™(b)

~1 analog.

Beispiel 1.3.4:

e G=(R,+),H=(R*"),¢: G— H,z — €" ist ein Monomorphismus. Wahlt
man H = (R**,-) so erhélt man einen Isomorphismus. log ist die zugehorige
Umkehrabbildung.

o (GG, H Gruppen. ¢: G — H, g — ey ist stets ein Gruppenhomomorphismus.

o« G=2,H=2,,0: 7 — Ly,
a +— a + nZ heifit der kanonische Epimorphismus.

e G=GL,(K),H=K*det: G — H, A+ det A ist Epimorphismus.

SL,(Z,) = {A € GL,(Z,): det A =1}

G, H Gruppen. Hom(G, H) .= {¢: G — H, ¢ Gruppenhomomorphismus}
Aut(G) = {¢: G — G, ¢ Isomorphismus} ist Gruppe beziiglich der Komposition von



Abbildungen o.
Hom(G, H) # 0
Sei G = (g) eine zyklische Gruppe. Bestimme Aut(G). Fir jedes a € G gilt: 3s € Z
mit a = g* = ¢(a) = ¢(g°) = ¢(9)°
2 Falle:
1. |G| = 00 (= G isomorph zu (Z,+))
L=(1) = (¢(1)) =Z = ¢(1) € {1, -1}

Aut(G) = {id, ()’1}
2. |Gl =n. G=(g9) = {0(9)) =G

ordg (9)=|G]|
s G s .
orda(g") = griess = |G| = ¢(g) = ¢* mit (ggT(|G],5) = 1)

Aut(G) = {fs: g = ¢" mit ggT(s,|G]) = 1}

Sei nun G eine beliebige Gruppe, a € GG. Dann definiert

bo: G —= G, g aga™

einen Automorphismus von G.
o injektiv: aga™! = h <= g=a"'tha
o surjektiv: v/

Solche Automorphismen heiflen innere Automorphismen.

Bemerkung 1.3.5:
¢ innerer Automorphismus = ¢|z¢) = id

Beispiel 1.3.6:
G = GL,(R)
¢: G — G, A (A"~ ist Automorphismus von G.

(AB)")™ = (B'A)™" = (A") /(B

d
¢ ist nicht innerer Automorphismus, denn ( ) € Z(G).
d
d d=1
(0 )= L)
d d—1

10



Proposition 1.3.7:
¢: G — H Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

1. UG = ¢(U)<H
2. UU<H = ¢} (U)<G

3. ¢ ist injektiv <= ker(¢) = {ec}

Beweis.
1. Seien uy,up € U, d(u1)d(uz) = ¢p(uruz) € ¢(U), p(ui') = d(uy)~! € ¢(U)

2. up,up € 97N U) = d(wr), ¢(uz) € U = d(ur)o(us) = ¢p(urug) € U’
= wjuy € ¢~ (U')
Analog mit ¢(u;)~t.

¢ injektiv <=

1.4 Nebenklassen, Normalteiler & Faktorgruppen

Definition 1.4.1:
Sei G eine Gruppe, H < G,a € G.

Ha = {halh € H}
heiflt Rechtsnebenklasse von G nach H.
aH = {ahlh € H}

heiflt Linksnebenklasse von G nach H.
Achtung: im Allgemeinen sind aH, Ha keine Untergruppen von G.

C Hb {aeHb {a:hb
< <

H
Ha = Hb ~— 4=
HbC Ha be Ha b="ha

11



fir passende h,h' € H
< a=hb &= ab'cH

Lemma 1.4.2:
Esgilt: G= U Ha,HaN Hb =) oder Ha = Hb.
acG
Bewess.

G:UQQUHCL

aeG aeG

Falls Ha N Hb # 0, dann gilt ab~' € H und somit Ha = Hb.
Achtung: Ha = aH ist im Allgemeinen nicht erfillt, aber |Ha| = |aH| gilt immer. [

Definition 1.4.3:

G/ 7 bezeichnet die Menge aller Linksnebenklassen von G' nach H.
H\G bezeichnet die Menge aller Rechtsnebenklassen von G nach H.

\G/H\ = |HG|, denn Ha = Hb <= ab~' € H,aH =bH <= ba~' € H
‘G/ H‘ heiBt der Index von H in G und wird bezeichnet mit [G : H]|
G= UL(i{ﬂ Ha,, wobei Ha; # Ha; fir i # j falls [G : H] < 00

Satz 1.4.4 (Satz von Lagrange):

Sei G eine Gruppe, H < G. Sind zwei der Grofen |G|, [G : H], |H| endlich, so ist es
auch die Dritte. Es gilt:

Gl = H|-(G : H)

Beweis. |G| < 0o = |H|,|G : H] < 00. Seien also |H|,[G : H|] < cc. Sei f: Ha — Hb,
ha — hb. Dann ist f bijektiv. hib = hesb =— hy = ho = hia = hea. Es folgt
|Ha| = |Hb|Ya,b € G und somit |Ha| = |H|Va € G. Dann gilt: |G| =[G : H] - |H| (da
|G : H] < oo vorausgesetzt, daher G = C:H] Ha,,). Insbesondere ist |G| < oo. O

n=1

Korollar 1.4.5:
1. H<G = |H|| |G|

2. g G = ordg(9) | |G|

3. ¢l =evge G

12



Bewess.

1. ist klar
2. ordg(g) = |{g)| und teilt daher |G].
3. Weil |G| ein Vielfaches von ordg(g) ist.

Beispiel 1.4.6:
G = 84. Behauptung: 8, hat Untergruppen der Ordnung 1,2,3,4,6,8,12,24

1: {e}
2: ((12)) hat Ordnung 2
3: ((123)) hat Ordnung 3
4: Vy ={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} (heiit Klein’sche Vierergruppe)
6: ¢(83) — 84 hat Ordnung 6
8: Dy = ((13),(1234)) hat Ordnung 8
12: Ay = {0 € 84 mit sgn(o) = +1}
24: G

Nicht immer gibt es zu jedem Teiler der Gruppenordnung eine Untergruppe dieser
Ordnung. Beispiel: A4 hat keine Untergruppe der Ordnung 6 (Ubung)

Korollar 1.4.7:
|G| =p eP = G ist zyklisch.

Beweis. Sei g € G,g #e.|(g9)] teilt |G|=p = [(9)|=p = (9) =G

Definition 1.4.8:
N < G heif3t Normalteiler, falls

Vge G: gN = Ng

das heifit die Rechtsnebenklassen stimmen mit den Linksnebenklassen iiberein.
Achtung: gN = Ng bedeutet nicht, dass gn = ngv¥n € N!

13



Beispiel 1.4.9:

e V,, A4 sind Normalteiler von 8.
» {e}, G sind Normalteiler von G.
o In abelschen Gruppen sind alle Untergruppen normal.

o SL,(K) ist Normalteiler von GL,,(K).
Wir schreiben U < G fiir Untergruppen, N < G fiir Normalteiler.

Lemma 1.4.10:

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. N<G,
2. Vge G: gN C Ng,
3. Vge G: gNg~ ' C N,

4. Vge G: gNg~! = N.

Beweis. (1) = (2): v

(2) (3):v

(3) (4) : Es gilt gNg=' € N und ¢ 1Ng C NVg € G. N = (997" )N(g97")
g(g7'Ng)g~! C gNg~! Insgesamt: N = gNg~!

4) = (v

=
—

Proposition 1.4.11:
Sei ¢ € Hom(G, H). Dann ist ker(¢) < G.

Beweis. Sei N = ker(¢). Zu Zeigen: gNg=! C NVg € G. Sei n € N: ¢(gng™')

€H

d(9) o(n) p(g)~" = d(9)d(g)~" = en, das heift gng™' € N.

Beispiel 1.4.12 (Anwendung):

. det: GL,(K) — K*,
A — det A. Dann ist ker(det) = SL,,(K). Es folgt: SL, (K) < GL,(K)

14



o sgn: 8 — {£1},0 — sgno. ker(o) = Ay. Daher gilt Ay <8,.

Existiert zu jedem Normalteiler N < G eine Gruppe H, und ein Homomorphismus

¢: G — H mit N = ker(¢)?

Satz 1.4.13:
Sei N < G. Dann bilden die Linksnebenklassen {g/N: g € G} eine Gruppe beziiglich

der Verkniipfung gN - hN := (g - h)N. Diese Gruppe wird mit G/ v bezeichnet und
161

heifit Faktorgruppe oder Quotientengruppe von G nach N. Es gilt ‘G/ N‘ =N

Beweis. Die Verkniipfung (9/N)(hN) = (gh)N ist wohldefiniert. Sei gN = ¢'N,hN = h'N,

das heiBt ¢ = gn; und K’ = hny fir passende ni,ny € N. (¢h')N = (gnihng)N =
€N, passend
weil NG

g(nih)noaN = g(h’ﬁg\)ngN = (gh)N. Das Assoziativgesetz gilt, da es in G gilt. Das
neutrale Element von G/ v ist eV = N. Das inverse Element von aN = a 'N.

Lagrange(Theorem 1.4.4) impliziert [G : N| = ‘G/ N‘ = % O
¢: G — H Homomorphismus = ker(¢) < G

NG = G/ v ist selbst eine Gruppe.

Beispiel 1.4.14:
G=7Z,N =nlZ.
Z _
Vg -

~——
Faktorgruppe Gruppe der Restklassen

G abelsch = Jeder Quotient ist abelsch.

Beispiel 1.4.15:
8,, ist nicht ablesch fir n > 3. A,, < 8,,. 8'n/ A, ist abelsch.

Proposition 1.4.16:
Sei N < G. Dann existieren H und ¢ € Hom(G, H) mit ker(¢) = N.

15



Beweis. Wahle H = G/ v und ¢: G — G/ > g+ gV ist surjektiver Homomorphismus.
(gN)(AN) = g(Nh)N = g(hN)N = (gh)N

g € ker(¢p) <= gN =N <= g € N, das heifit N = ker(¢) O

Korollar 1.4.17:
¢ € Hom(G, H) impliziert G/ker(gb) = ¢(G)

Beweis. N = ker(¢). Es ist G/N Gruppe. Setze f: G/N — ¢(G),
gN — ¢(g). [ ist wohldefiniert und injektiv, denn gN = hN <= gh™' € N =
ker(¢) <= ¢(g) = ¢(h). Surjektivitit ist klar. f ist Homomorphismus:

f((gN)(hN)) = [(ghN) = ¢(gh) = ¢(g) ¢(h)

——
f(gN) f(RN) ]

Der Homomorphiesatz besteht aus 3 Teilen:

e Theorem 1.4.11: ker¢p I G
o Theorem 1.4.16: N <G = 3H,¢ € Hom(G, H): N = ker(¢)

e Theorem 1.4.17: ¢ € Hom(G,H) = G/ker(gzﬁ) = o(Q)

Beispiel 1.4.18 (Anwendung auf zyklische Gruppen):
Zu jedem n € N existiert eine bis auf Isomorphie eindeutige zyklische Gruppe

dieser Ordnung n, nédmlich Z/nZ' Alle unendlichen zyklischen Gruppen sind
isomorph zu Z.

Beweis. Sei G = (a) = {a™: m € Z}. Setze ¢: Z — G,
m +— @™ ist surjektiver Homomorphismus. ker(¢) < Z = 3n: ker(¢) = nZ fir ein

n € N.
Falls n =0, so ist G = Z/{O} = 7.

Falls n # 0, so ist G = Z/nZ 0

Satz 1.4.19 (1. Isomorphiesatz):
Sei G eine Gruppe, U < G und N < G. Dann ist U - N eine Untergruppe von G,

UNN<Uund YN =2Usr
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Beweis. Seien uini, usns € UN. Dann gilt

(u1n1) (ugng) ™ = (ugna)(ng 'uy ') = ug(nang)uy ' =

= uy(nguy ) = ug(uy 'ng) = (ujuy )ng € UN

mit nz,ny € N passend gewédhlt — UN < G.

N < UN ist klar, da sogar N < G. Sei ¢ der kanonische Epimorphismus ¢: G — G/ N
g gN. Sei ¢ = dly. d(u) = uN fiir u € U. Fiir v € N gilt: ¢(u) = uN = u(vN) =
(uv)N € UN/N. 6: U — UN/N ist homomorph. ¢ ist surjektiv.

ker(q‘s):{ueU:q‘s(u)zeUN/N}z{ueU: @:N}:{ueU:ueN}:UﬂN

Homomorphiesatz liefert Behauptung. 0

Beispiel 1.4.20 (Anwendung):

UTIN]
U N N|

Y8 =Y van = = |[UN]
_UN]| _ Ul

NI ~lunN|

Satz 1.4.21 (2. Isomorphiesatz):
Sei GG eine Gruppe, K, H < G, K < H. Dann ist K < H und es gilt:

G
VK G
/H/K— V'l

Beweis. K < H da normal in G. Betrachte ¢: G/K — G/H, gK — gH.

o ¢ ist wohldefiniert, denn gK = ¢K < gg '€ K = g ‘e H = gH =
gH.

o ¢ ist Homomorphismus, denn ¢((¢K)(¢'K)) = ¢(99K) = g¢H = gHJH =
P(gK)d(g' K).

o ¢ ist surjektiv nach Konstruktion.

o ker(¢p) = {z € G/K: o(z) = eG/H} ={z € G/K: o(x)H} = {z € G/K: xH =
Hy={zK:zeH}=H/

Aus dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung. O
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Beispiel 1.4.22 (Anwendung):
G=2Z,K =nZ,H =1Z mit [ | n.

Y, |~ =t = %hal -

_[omaf=m
R

7

ZZ/HZ ist Untergruppe von Z/nZ und daher zyklisch mit der Orndung 7.

— lZ/nZgZ/QZ
[

Definition 1.4.23:

Seien F, G, H Gruppen, ¢ € Hom(F,G),1» € Hom(G, H). Dann heifit F' L6e8H
exakt bei oder in G, falls

ker(y) = im(9).

Fir F' = {e} muss ¢(e) = eq gelten und Exaktheit bei G ist dquivalent zur Injektivitét
von ¢. Fiir H = {e} muss ¢(g) = eVg € G und Exaktheit bei G ist 4quivalent zur
Surjektivitat von ¢.

Seien F, G, H multiplikativ geschrieben, so fasst man die Eigenschaften im(¢) =

ker(v), ¢ surjektiv, ¢ injektiv zusammen in der Aussage 1 — F 2ei H 1

ist exakt bei F,G, H. und fasst dies zusammen in 1 — F %G % H 1 st kurze
exakte Sequenz.

Beispiel 1.4.24:

G sei Gruppe, N < G, t: N — G die Inklusionsabbildung, 7: G — G/N, g gN
der kanonische Epimorphismus. Dann ist

1%N—L>G$G/N—>1

eine kurze exakte Sequenz.
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1.5 Direkte Produkte

o Zerlegung von Gruppen
o Konstruktion von Gruppen aus geg. Gruppen

1. Isomorphiesatz: U,V < G, |UV| = %, Sei |[UNV|=1 = |UV]|=|U||V|.

Falls |G| = |U| - |V, so gilt: G = UV und jedes Element aus G kann eindeutig g = wv

mit u € U,v € V geschrieben werden.

(denn ang. g = w1 = ugvy = uy'ug = V103 = uituy =vivy € UNV = {e} =
ceU ev
V1 = Uy N\ Uy :UQ)

Definition 1.5.1:
G heifit inneres Produkt ihrer Normalteiler Ny, ..., Ny, falls

1. G=N;-Ny---Ng

2. g=mny---npmit n; € N; fir i = 1,..., k ist eindeutig

Lemma 1.5.2:
Die Bedingungen 1 und 2 implizieren:

ab = baVa € N;,Vb € Nj

Beweis. Sei x € N; N N;. Dann gilt:
Darstellung eindeutig
|
r=e€e---ere---€e=e¢€---ere--- — T ==¢€

|
i—te Stelle j—te Stelle
Sei a € N;,b € N;, wobei @ # j.

be N, = aba=! € N;, = aba='b1 € N; — aba 'l e N;N N; = {e}
ateN;, = ba bt €N, = aba bt € N;J] = ab=baVa € N;,b € N; ]

Satz 1.5.3:
Sei G eine Gruppe, G1,...,G; < G, dann ist G das innere direkte Produkt von
G4, ...,G), genau dann, wenn:

19



1. G=G; -Gy
2. ab=ba fira € G;,b € G; firi #j
3. Giﬂ(Gl"'Gi—l'Gz’—&-l"'Gk):{e}

Beweis. = : 1. folgt aus der Definition, 2. aus Theorem 1.5.2.

3.5 iz e GiN(Gy+-Gi1-Giyq+--Gg).x=e---exe--e=ay - Qj_1-€- Qi1 Qg
wegen Eindeutigkeit

L or—e

<—:1. = a€eG,a=ay - a; mit a; € Gj.
Behauptung: G; < G. Sei b € G;. Zu Zeigen: aba™' € G;

aba_l:al---akbagl---aflia1~--(aiba;1)-~-a1iaibai_lEGZ- = G; ]G

Behauptung: e =ay---ay = a;=¢€, (i=1,...,k),a; € G;.
= a4 =g 010y A A = a1 Gy Gy
_ 3.
— ail EGiﬂ(Gl"'Gi,1'Gi+1"'Gk) :{6}
—> e =e---e ist eindeutig (1.1)
Allgemein: ang. aq ---ay = by - - - by mit a;,b; € G;.

- (lel_lag e Qp = blbl_l bg s bk
——
e

albflagbgl et = b2b2_1 b3 cee bk

——
e
albl_1 e akbgl =e — albi_1 =ewegen 1.1 = a; =0,Vs ]
S~—— N——
cG Gk

Korollar 1.5.4:
Fir k£ = 2 ist G direktes Produkt von N; und N, genau dann, wenn

1. Ni,N, 9 G
2. G = N1N2 und
3. N1 n N2 = {6}

Beweis. 1., 3. klar. 2. folgt aus Theorem 1.5.2 U
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Korollar 1.5.5:
G sei inneres Produkt seiner Normalteiler Ny, ..., Ny. Dann gilt

|G| = |Na| - - | Ni|

Beweis. Fir k = 2 ist dies eine Folgerung aus dem 1. Isomorphiesatz 1.4.19.
k>2:G=(Ny-Ng). Npyy mit (Ny - Np) N Niyy = {e}. Uberdies gilt (Ny --- N,) < G,
denna-Ny--- Ny =NiaNy---Np=---=Ny---Nj-a, da jedes N; < G.

Aus k = 2 folgt |G| = |Ny - -+ Ng| | Ngy1]. Aus der Induktionsannahme folgt:

[Ny oo Nig| = [Ni] - [Ni], also [G] = [Nif - [Ng] - [Ny | O

Umgekehrt sind Gy, ..., Gy Gruppen, so wollen wir auf G X - -+ X (G}, eine Gruppen-
struktur definieren, die G; X - -+ X GGy zum adufleren Produkt macht.

Definition 1.5.6:
G =G x - xGr={(g1,--,9%): g; € G;} mit der Operation gh = (g1h1, ..., gxhx)
heifit dueres direktes Produkt der Gy, ..., Gy (falls (G;, +): dulere direkte Summe).

Bemerkung 1.5.7:
e (G X -+ x Gy abelsch < VA,: G; abelsch

° G1XG22G2XG1
o GXngGXHQfaHSngHQ

Beispiel 1.5.8:
(C,4),R,iR < Cund C =R +iR,RN:R = {0}
C ist innere direkte Summe von R und iR.
C = {(z,y): z,y € R} = R x R ist dufere direkte Summe von R und R.

C=Z=R+/R=RxR
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Satz 1.5.9:

Ist G das innere direkte Produkt seiner Normalteiler N;, ¢ € [k] und H == Ny x- - -x Ny
das auflere direkte Produkt der Gruppen N;, so ist G = H.

Beweis. ¢: G — H, g~ (g1,...,9x), wobei g = g1 - -+ gx mit g; € N;. Die Eindeutigkeit
der Darstellung von ¢ als ¢ - - - g, mit ¢g; € G; garantiert Wohldefiniertheit von ¢. ¢ ist
klarerweise surjektiv.

Sei (g1,.--,9x) = (a1,...,ax) = gi=a,i €k] = ¢g1---gx = a1---ay, also ¢
injektiv.

¢ ist Homomorphismus:

¢((CL1 Tt Gk) : (b1 s bk)) = ¢(a1b1 agby - - - akbk) = (Cl1b17 <o Ak, bk)
N =~
€N1 €Ny

:(al,...,ak)~(b1,...7bk):gb(al,...,ak)-gf)(bl,...bk)

Gesamt: ¢ ist Isomorphismus. 0

Lemma 1.5.10:
Seien G, H zyklische Gruppen |G| = m,|H| = n mit ggT(m,n) = 1, dann ist
|G x H| = mn. Jede zyklische Gruppe der Ordnung mn mit ggT(m,n) = 1 ist
direktes Produkt zweier Untergruppen U, V mit |U| = m,|V| = n.

Beweis. oBdA: G = Z/mZ,H = Z/nZ' Behauptung: G x H wird von (1, 1) erzeugt. Es
ist namlich fur i # j € {0,1,...,mn — 1}(i,7) # (j, ), denn aus (i,7) = (4, ) folgt i = j
(mod m) Ai=j (mod n) und das ist wegen (m,n) =1 zu i =j (mod mn) dquivalent.
|G| = mn mit (m,n) =1 ¢ wlipen dH,, Hy < G mit |Hy| = m, |Hs| =n. Hy,Hy < G,
da G abelsch. Hy N Hy = {e}, denn g € Hy N Hy, = ord(g) | mAord(g) |n = g=ce.
— |HHs| = |Hi| |Hy| = mn O

Korollar 1.5.11:
Sei n = [[_, p;" die Primfaktorzerlegung von n. Dann gilt

Z/TLZ = /p(lllz X oo X Z/p?rz

Beweis. Direkte Folgerung aus Lemma 1.5.10 0
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Satz 1.5.12 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen):

Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist direktes Produkt zyklischer Untergrup-
pen.

Ir € Z7 k1, ko, ... ks € Nmit ky | ko | ks |-+ | ks,

sodass . Z
G=Z"x /kIZx~- X /kSZ

(k1,..., ks sind eindeutig bestimmt)

Beweis. Hier gibt es einen ,einfachen” Induktionsbeweis, fiir eine etwas allgemeinere Form
der Aussage folgt in Algebra 2 ein Beweis O

Beispiel 1.5.13 (Anwendung):

Sei |G| = 200 mit G abelsch. Wie viele nicht-isomorphe Gruppen gibt es?
— Finde alle (ky, ko, ..., k) mit ky | ko | -+ | ks und [T;_; k; = 200.

s=1: ky =200 =235
s =2: (k1, ko) € {(2,100), (10,20), (5,40)}
s =3t (k1 ks, k3) € {(2,2,50), (2,10,10)}

Es gibt genau 6 paarweise nicht isomorphe abelsche Gruppen G mit |G| = 200.

Satz 1.5.14:

Sei G eine abelsche Gruppe mit |G| = n, d | n. Dann existiert H < G mit |H| = d.
(das heifit Folgerung aus Lagrange (Theorem 1.4.4) hinsichtlich der Ordnung von
Untergruppen ist fiir abelsche Gruppen umkehrbar!)

Beweis. G =L/ g x Ly gomit by | oo [ b kyeoky=nd|n = d=11,
mit Iy ---lg=dund [; | k; firi=1,...,s.
Rest im Proseminar O

1.6 Semidirekte Produkte

Inneres direktes Produkt: G, N, Ny < G mit NNy = G & NN Ny = {e} = G ist
inneres direktes Produkt von Ny, Ns.
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Dies ist der Fall, wenn |G| = Im mit (I,m) = 1 und Normalteiler Ny, Ny existieren mit

[N = 1| No| = m. [Ny Ny| = (2 und [Ny 0 Ny| = 1, denn g € Ny Ny = ord(g) |

[ Aord(g) | m, woraus wegen (I,m) = 1,ord(g) = 1 folgt.
Wir wissen bereits (Theorem 1.4.19), dass fir H < G, N < G gilt:

NH <G

Definition 1.6.1:
G heifit inneres semidirektes Produkt seiner Untergruppen H und N, falls

1. NAG
2. G=NH
3. NNH = {e}
Man schreibt dafir G = N x H.

Es gilt nach wie vor: jedes ¢ € G kann eindeutig als ¢ = nh mit n € N,h € H
dargestellt werden, das heiit N x H — G, (n, h) — nh ist bijektiv. Angenommen nih; =
nohy — n;lnl = hghl_l - nz_lnl =€e= hghl_l = N = Ny, hy = hy

—— ——
eN €H
LA,
Es gilt im Allgemeinen nicht mehr: nh = hn! Das bedeutet (nqhy)(n2hs) # (ninshihs)

Fiir festes h € H ist y,: N — N,
n— hnh™' ~, € Aut( ) und setze v: H — Aut(N), h — 7. v ist ein Homomorphismus:

Y (M) = hh’ (hh)~t = h (K'nh" ") ™t = 3,(yw (n)) = 4, 0w (n) G ist durch N, H und
—_———

)
7 eindeutig definiert, denn (n1hy) - (nghs) = n1ys, (n2) - hihy = nihinghy *hihy = nihinghs.
Dieses Produkt ist direkt <= (njhy)(nghs) = ninshihy <= vp(n) = nvh € H <~
v: H — Aut(N) ist trivialer Homomorphismus.

Beispiel 1.6.2:
G = 84.

o V4 <84 Wir betrachten H = {0 € 84: 0(4) =4}. V4| = 4,|H| =6,VyN
H={id} = 8,="V, x H.

o Ag 9 84,((34)) - [Ad = 12,[{(34))] = 2,44 N ((34)) = {id} = 84 =
Ay ((34))

Umgekehrt: Seien N, H Gruppen und v: H — Aut(N), h — =5, ein Homomorphismus.
Dann bildet die Menge aller Paare (n, h) mit n € N, h € H zusammen mit der Verkntiipfung
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(n1, h1)(n2, he) == (n1ys, (n2), hihe) eine Gruppe G = N x, H, das dufiere semidirekte
Produkt von N und H vermoge 7.

o Assoziativitat:

(711%1 (n2), h1h2)(n3, h3) n17vYn, n2)7h1h2 (n3), h1h2h3)

(
1Yy (102) Yy (Vi (13)), R1hohs)
n1Yny (N2Yny (13)), hihahs)

n1, hi) (MY, (n3), hohs) = (n1, h1)((n2, ha)(n3, hs))

= (
= (
= (
= (
« Neutrales Element: (ey,ep) ist das neutrale Element.

(eNa eH)(nv h) = (eN’YeH (n)7 eHh) = (n7 h)
o Inverses Element: (n,h)™! = (v, '(n™), h ") erfiillt

(n,h)(n,h)™" = (n,h) Y (n,h) = (en,en).

(w07, A7) (k) = (3 (0 ) w-1(n), B h) = (e, en)

Y—1(en)=en

Sei N*:={(n,ey): n€ N} C G, H* = {(en,h): h € H} C G. Dann gilt N*, H* < G.

(n1,em)(n2, ern) = (M1 Yey (n2), e1) € N
N—_——
n

(en, h1)(ens ha) = (enyn (en), hihs) = (en, hiho) € H*
N < G als Kern des surjektiven Homomorphismus
7: G — H,(n,h) — h.

N*NH* = {(en,en)} = {eg}. G = N*H* wegen (n,h) = (n,ey) (eny,h) = G ist
S——
eN* cH*
inneres semidirektes Produkt von N* und H*.

Bemerkung 1.6.3:
G = N %, H liefert die kurze exakte Sequenz

1-NSGS H—1

Es existiert j: H — G mit wo j = idg(j(h) = (en, h)).
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Beispiel 1.6.4:
1. Diedergruppen. Sei N = Z/kZ’H = Z/QZ.Dk = Z/kZ Xy Z/2Z7 wobei
Yo(n) =

) Z .
v: S — Aut(“ 7)), ho— =
27 (“%z) h n(n) = —n

2).

heifit Diedergruppe (k >

. kZQZZ/szZ/2ZgV;1
« k=3:L047, 0728,
s k=4:Lp 0, %0y

Dy, ist die Gruppe der Symmetrien des regelméfligen k-Ecks. Die Drehungen
um den Winkel %TW(O <r<k-1)« Z/kZ Die Spiegelungen <> Z/QZ

2. Sei V ein Vektorraum, GL(V') die Gruppe der Vektorraumautomorphismen.
T(V) die Gruppe der Translationen von V(= V). AGL(V) ==V xy GL(V),
wobei §: GL(V) — Aut(V)(= GL(V)),

f = (v— f(v)) heiit die affine Gruppe von V. Die Verkniipfung ist dann
folgende: (v, f)(w,g) = (v + f(w), f o g).

3. Erinnerung: 8, = V; x H mit H := {0 € 8, : 0(4) = 4}.
84 = (Lray x Lloy) xg 83, wobei 0 : 85 — Aut(Lry x Lroy) Die Vektor-

raumautomorphismen von K" sind GL, (K), diese sind genau die Gruppe-
nautomorphismen von K".

Aut(Lrag x Lrag) = GLy(Lray)

- (0D LY LYEY

hat Ordnung 2 hat Ordnung 3

1 1
——
Definiere 6 durch (1 1)

01
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1.7 Gruppenaktionen

Definition 1.7.1:
Sei G eine Gruppe, S eine Menge. G operiert auf S (von links), falls eine Abbildung

a:Gx S — S,(g,8) — gs
existiert mit
1. egs =sVs e S

2. (hg)s = h(gs)Vg,h € G,¥s € S

Bemerkung 1.7.2:

Fiir festes g € G ist 7,: S — S, s = gs bijektiv, denn sie besitzt ein als Inverse die
Abbildung 7,-1. (1,-1 075)(s) = g7 (gs) = (g7 'g)s = egs = s. Es ist 74, = 75 0 73,
also ist 7: G — 8(9), g — 7, ein Gruppenhomomorphismus. Umgekehrt definiert
jeder Gruppenhomomorphismus 7 : G — 8(5) eine Aktion von G auf S.

Definition 1.7.3:
Sei a: G x S — S eine Aktion von G auf S, X C S,s € S,g € G

e G-s=Gs={gs: g€ G} heifit der Orbit (die Bahn) von s unter der Aktion
von G.

. S/G = {Gs: s € S} ist die Menge aller Orbits der Aktion von G.

e Gx = {9 € G: gX = X} heifit der Stabilisator von X. (es muss nicht
gr = zVx € X gelten!)

o G5y = G5 ={g € G: gs = s} heiit Stabilisator von s € 5.
o s € S heifit Fixpunkt der Aktion «, falls gs = sVg € G (das heifit G5 = G).
« Die Menge aller Fixpunkte der Aktion a wird mit S bezeichnet.

o Die Aktion «a heifit transitiv, falls Vs, so € Sdg € G: gs; = ss.
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Bemerkung 1.7.4:

« ist transitiv genau dann, wenn Vs € S: S = Gs.

e <= : Sei ndmlich s; = g15,5, = ¢ps. Wihle g = (g2g; ). Dann gilt:
(9297 )51 = (9297 )15 = gas = s2

e —> : Angenommen fiir ein s; € S gelte G's; # S, das heifit Is; € S mit
gs1 # $9Vg € G, sodass « nicht transitiv ist.

Beispiel 1.7.5:
1. G=8,,S={1,....,n},a: 8, x{1,...,n} = {1,...,n},(0,i) = o(i).
Der Stabilisator (8,); besteht genau aus den Permutationen, die i als Fix-
punkt haben.

Sei (o) die von o € §,, erzeugte Untergruppe von 8, und wir betrachten
die Einschrinkung von « auf (o). (o%,4) — o*(i). Die Orbits dieser Aktion
haben die Gestalt (i,0(i),%(i), . ..,0"(i)) und entsprechen daher genau den
Zyklen der Permutation o.

2. S H < G,a: HxG— G, (h,g9)— gh™t=a(h,g). ale,g) — gv
a(hihg, g) = g(hihe)™" = (ghy)hi' = a(ha, 9)hi' = a(ln, alhs, g)). Der
Orbit H, = {a(h,g9) : h € H} = {gh™' : h € H} = gH entspricht der
Linksnebenklasse gH.

G/ 7 = Menge der Orbits = Menge der Linksnebenklassen. (7 Fixpunkt,
falls H # {e})

3. G Gruppe, H < G.G/ 77+ Linksnebenklassen von G nach H.

o Gx Gy =Gy (9.9 H) — gg H
Behauptung: « ist transitiv. Seien g1 H, go H beliebige Linksnebenklassen.
Dann ist (gagi )1 H = 92(91 '91)H = g2 H.

4. a: G x G — G, (g,h) — gh. Dann ist a Aktion wegen Je € G und G erfillt
das Assoziativgesetz.

5. a: GL(V) x V =V, (f,v) = f(v). V =0 ist ein einpunktiger Orbit. V' # 0
hat als Orbit V' \ {0}.

End (V') :Vektorraumendomorphismen von V.
B: GL(V) x End(V) — End(V), (f,9) = fgf ™"

V = K": GL,(K) X Myxn(K) = M,xn(K), (S, A) = SAS™L. Orbit von A
besteht aus allen zu A dhnlichen Matrizen.
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Proposition 1.7.6:
a: G x S — S sei eine Aktion.

1. Fiur X C S ist Gx eine Untergruppe von G (die Stabilisatoruntergruppe von
X).

2. Definiert man s; ~ sy <= dg € G mit s; = gsg, so ist ~ eine
Aquivalenzrelation auf S.

3. Fir s € S ist f: G/Gs — Gs,9G, — gs eine Bijektion von der Menge der
Linksnebenklassen von G, auf den Orbit G's

Beweis. 1. X C Sje € Gy = Gx # 0. Seien g,h € Gy, das heiit gX = X
und hX = X. Es folgt (gh)X N g(hX) = gX = X, also gh € Gx. Weiters:

g X =g1(gX)=(g7'9)X =eX = X, also g7 € Gx. Also Gx < G.
2. Sei s € S. Dann ist e - s = s, also s ~ s. Fiir 51,8y € S mit 51 = gs, folgt g7 (s1) =
g1 (gsa) = (g7'9)(s2) = esy = sy. Fiir sy, 89,83 € S mit 83 = sy, so = hsy gilt

Aktion
s1 = gso = g(hssz) = (gh)ss. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Folgerung: O/, = S/G, daher S = J,eq Gs und Gs N Gt = () oder Gs = Gt.
3. Seien g1,9, € G und g1s = gs <= (g7'g2)s = s <= gi'g2 € G,. Diese

Aquivalenz liefert Wohldefiniertheit und Injektivitdt von f. Die Surjektivitét ist klar.
O

Korollar 1.7.7:

Die Lange des Orbits von s unter GG ist der Index der Stabilisatoruntergruppe von s
in G.
|Gs| =[G : Gy]

Beweis. Direkte Folgerung aus Theorem 1.7.6. 0

Korollar 1.7.8 (Bahngleichung/Orbitzerlegungsformel):
Sei a: G x S — S die Aktion von G auf einer endlichen Menge S. Dann gilt:

[SI=>_

iel

G/Gsi’ => [G:G.l,

iel
wobei Gy, , ¢ € I ein Représentantensystem fiir die disjunkten Orbits der Aktion «
durchléauft.
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Beweis. Direkte Folgerung aus Theorem 1.7.6 O

Alternativ:
S| =8¢+ 321G : G,
iel
wobei G, die disjunkten Orbits der Lénge > 1 durchléduft.

Beispiel 1.7.9:
a:GxG— G, (g,h)— ghg™' ,Konjugation“.
H, H' < G heiflen konjugiert, falls sie im selben Orbit beziiglich « liegen, das
heit 39 € G : gHg™' = H'. Fiir h € G : der Orbit Gh = {ghg™! : g € G} heift
Konjugationsklasse von h. Der Stabilisator G}, von h € G beziiglich « ist genau
der Zentralisator Zg(h). Der Stabilisator Gy von H < G beziiglich « ist der
Normalisator Ng(H) (das ist die grofte Untergruppe von G, in der H normal ist).

Lemma 1.7.10 (Lemma von Burnside):
Sei a: G x S — S eine Aktion einer endlichen Gruppe G auf der endlichen Menge
S. Dann gilt: ‘S/G’ = 1G] * 2geq |S9|, wobei SY9 = {s € S : gs = s}

1
Gl
Beweis. Setze T = {(g,s) € G x S : gs = s}. |T| kann auf 2 verschiedene Arten ermittelt
werden.

1. fir jedes feste g € G: zdhle s € S mit gs = s und summiere iiber alle g € G.

2. fir jedes feste s € S: zahle g € G mit gs = s und summiere iiber alle s € S.

L. deG |Sg|
2. ZSGS |GS‘
S
>ees |Gs| = Zl:/lG‘ >yegs; |Gyl, wobei Gg,, ..., Gg s ein Reprasentantensystem fiir die
G

disjunkten Orbits bildet. Fir y,y" € Gs; gilt |G| = |G| = |Gj,]|, daher ist
S
. 4
5y, |Gyl = |Gl - [Gsi] = |G]. Schlussendlich X5 |G| = £ 61 = [S/g]l61 T

1=

[G:Gs;]

1.8 Die Sylow-Sitze
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Definition 1.8.1:
Eine endliche Gruppe G mit |G| = p" fiir ein r > 1, p € P heifit p-Gruppe.

Proposition 1.8.2:
Sei a: G x S — S die Aktion einer p-Gruppe G auf einer endlichen Menge S. Dann

gilt |S| = ’SG’ mod p.

Beweis. |S| = |$¢|+ £ ‘G/Gzi" Aus |G| = p = ‘G/Gxi‘ |G| folgt, dass

I2DY G/Gx. ’ Daraus folgt die Behauptung. n

Korollar 1.8.3:
Sei G eine p-Gruppe, dann ist |G| = |Z(G)| mod p und |Z(G)| > 1.

Beweis. Sei a: G x G — G die Konjugation, nach Theorem 1.8.2 gilt |G| = |Z(G)] mod p.
Wegen |G| =p" gilt |Z(G)] =0 mod p, daher folgt |Z(G)| > 1. O

Korollar 1.8.4:
Jede Gruppe G der Ordnung p? ist abelsch.

Beweis. Es gilt nach Theorem 1.8.3: | Z(G)| € {p,p*}. Angenommen es gelte |Z(G)| = p.
Wegen Z(G) < G, kénnen wir die Gruppe G/Z(G) bilden. ‘G/Z(G)‘ =p = G/Z(G)
ist zyklisch, das heifit 3z € G mit G/Z(G) = (xZ(@G)). Jedes gZ(G) lasst sich als
(xZ(G))" = 2" Z(G) schreiben (fiir geeignetes 7). ¢ = x"a mit a € Z(G) Daher gilt fur
g,h € G:

gh=2a"-a-2°-b(h=2a°- \b/)
€Z(Q)
=2"2%ab = 2" ab = 2°bx"a = hg O
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Definition 1.8.5:

Sei p € P, G eine endliche Gruppe der Ordnung p" - m mit r > 1,ggT(m,p) = 1.
Eine Untergruppe H < G mit |[H| = p” heifit p-Sylow Untergruppe von G. Syl (G)
bezeichnet die Menge aller p-Sylow Untergruppen von G.

Beispiel 1.8.6:
G = 84,|84] = 24 = 23 - 3. Wir betrachten die Untergruppen

H = ((1234),(24)) hat Ordnung 8.
H' = ((1243),(23)) hat Ordnung 8.
H" = ((1324),(34)) hat Ordnung 8.

Dann gilt H, H', H" € Syl,(84). Es gilt sogar Syl,(84) = {H,H', H"}. Wir
betrachten die Untergruppen

= ((123)) hat Ordnung 3.
J':=((124)) hat Ordnung 3.
J" = ((134)) hat Ordnung 3.
J" = {((234)) hat Ordnung 3.

Syls(84) = {J, J", J", J"}

Satz 1.8.7 (1. Sylowsatz):
|G| = p" - m mit r > 1,(m,p) = 1. Dann enthalt G mindestens eine p-Sylow
Untergruppe.

Beweis. Sei S ={X CG:|X|=p"},a: Gx S —S5,(g9,X) — gX liefert eine Aktion. Es
gilt: |S] = (p;:”) = me(p";z;Z:gf))Tf’l‘_ﬂH) und p 1 |S|. Bezeichnet v,(n) die Vielfachheit von
pin n, so gilt: v,(p" - m — i) = v,(p" —i). Wir wissen S = Uxeg GX. Wegen p 1 |S| gilt
PflUxes GX| = 3X € 5:pt|GX].
Wegen |G| = |GX]|-|Gx| folgt p" | |Gx|. Behauptung: Es gilt sogar |Gx| = p". Gx
- =~

:p’"m pv‘
operiert auf X durch Multiplikation, die Orbits G'xx entsprechen den Rechtsnebenklassen
von Gyx. Jeder Orbit hat genau |Gx| Elemente, daher gilt |Gx| | |X| und daher folgt
~~
:pT
|G x| = p". Somit ist G'x eine p-Sylow Untergruppe von G. 0
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Satz 1.8.8 (2. Sylowsatz):

Seien P, () zwei p-Sylow Untergruppen von GG. Dann sind P und () konjugiert, das
heifit 3g € G mit gPg~' = Q. Die Gruppe G agiert auf Syl (G) durch Konjugation
und diese Aktion ist transitiv.

Beweis. GG operiert auf der Menge der Linksnebenklassen von G nach @), also auf G/Q.
P < @G, die Einschrankung der Aktion auf P liefert eine Aktion von P auf G/Q. Laut

Voraussetzung gilt: p 1 ‘G/Q‘. Es folgt: diese Aktion hat mindestens einen Fixpunkt. Sei
h € @ dieser Fixpunkt, das heifit g(hQ) = hQ fir alle g € P.

ghQ = hQ <= ghechQ < g hQh'Vge P < P C hQh™*

Wegen |P| = |Q)| folgt P = hQh™* O

Korollar 1.8.9:
Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylow Untergruppe von G enthalten.

Beweis. Wahle im 2. Sylowsatz 1.8.8 fiir P die p-Untergruppe von G, fiir ) eine p-Sylow
Untergruppe von G. Bis auf den letzten Schritt folgt das gleiche, insbesondere P C hQh™1.
Da @ schon p-Sylow Untergruppe ist, ist hQh~! auch eine. O

Korollar 1.8.10:
‘Sylp(G)’ =1 <= die p-Sylow Untergruppe von G ist Normalteiler.

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem 2. Sylowsatz 1.8.8. U

Satz 1.8.11 (3. Sylowsatz):
L [$yL(G)] | m

2. ‘Sylp(G)’ =1 mod p

Beweis.
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1. Sei P € Syl,(G). G operiert auf Syl,(G) durch Konjugation, diese Aktion hat nur
einen Orbit nach dem 2. Sylowsatz 1.8.8. Es folgt: Syl (G) = G P, insbesondere

$v1,(G)| = |GP|.

6P = |G ] = [ Dvg(p)| = G+ Ne(P) (12)
Es ist P < Ng(P) und
[G: Pl =[G : Ng(P)| - [Na(P) : P] (1.3)

Kombiniert man die beiden Aussagen (1.2, 1.3), folgt ’Sylp(P)‘ ] ‘G/ P‘
——

2. Durch Einschrankung dieser Aktion auf P erhalten wir eine Aktion von P auf
Sylp(G). Behauptung: P ist der einzige Fixpunkt dieser Aktion. Sei ) ein Fixpunkt
der Aktion, das heifit gQg ' = QVg € P. Das bedeutet: P C Ng(Q). Wir wenden
nun den 2. Sylowsatz 1.8.8 in Ng(Q) an auf die p-Sylow Untergruppen P und @

von Ng(Q) :3g € No(Q) : Q = gQg™ = P.
Daher gilt: ‘Sylp(G)’ = |1 mod p O

=[sv1,(@)°]

Beispiel 1.8.12:

Jede Gruppe G der Ordnung 143 ist zyklisch.
143 = 11 - 13, daher besitzt G 13 beziehungsweise 11-Sylow Untergruppen.
ISyli1(G)| | 13,|Syl;;| =1 mod 11 Es folgt: |Syly;(G)| =1 = S11 < G. Sy ist
= €{1,13} €{1,12,23,... }
die einzige 11-Sylow Untergruppe von G.
Analog: |Syly5(G)]| teilt 11 und ist = 1 mod 13, also 3!S;3 < G. G enthélt die
Normalteiler S7; und Si3. S11N.S13 = {e}. Es folgt wegen |S11]-|S13| = 11-13 = 143
und |Sy; N Sys| = 1, dass G = 51155 Daher gilt auch G = Sy x Syg = L/ 15 x

7 ~ 7
137 = 71437

Beispiel 1.8.13:

p,q seien verschiedene Primzahlen. Jede Gruppe G mit |G| = p - ¢ hat einen
nicht-trivialen Normalteiler.
Beweis. oBdA: p < q.

‘Squ(G)‘ =1 modq = €{l,q+1,2g+1,...}
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‘Squ(G)‘ | p. Wegen p < ¢ kommt nur ‘Squ(G)‘ = 1 in Frage. Darum ist die

p-Sylow Untergruppe Normalteiler. Konnten wir zeigen, dass auch ‘Sylp(G)’ =1,
so ware G zyklisch.

\sylp(G)]yz 1 mod p und teilt g, daher |Syl,(G)| € {1,q}. Ware |Syl,(G)| =
q, so folgte ¢ = 1 mod p. Jede Gruppe G mit |G| = pg,p < ¢ verschiedene
Primzahlen mit ¢ 2 1 mod p ist zyklisch.

Beispiel 1.8.14:

Wie viele Elemente der Ordnung 5 gibt es in einer Gruppe G mit |G| = 207
20 =4-5 = 35—Sylow Untergruppen. |Syl;(G)| =1 mod 5 und teilt 4
= |Syl;(G)| = 1. 3'H < G mit |H| = 5, also 4 Elemente der Ordnung 5.

Beispiel 1.8.15:
Bestimmung einer p-Sylow Untergruppe von GL, (Z/pZ)‘

Zunéachst: ’GLn (Z/pZ) ‘?

x % *
k€ Z/pZ
* *
1. Zeile: p™ — 1 Moglichkeiten
2. Zeile: p" — p Moglichkeiten
3. Zeile: p" — p* Moglichkeiten
n. Zeile: p® — p"~! Méglichkeiten
vp=0 vp=1 vp=n—1
Es folgt |GLn (£7,7)] = 0" =) @" =p) - (0" = p" ™) %p(()--- ) = 0+ 1 +

o+ (n—1)= @ Fiir jede p-Sylow Untergruppe H von G muss |H| = p@

und umgekehrt. Die Matrizen der Gestalt

0
0 0 1
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n(n—1)

bilden eine Untergruppe von GL,,(Z,) mit Ordnung p~ 2

1.9 Einfache Gruppen

Definition 1.9.1:
G heifit einfach, falls N <G = N € {{e},G}

Proposition 1.9.2:
Alle Gruppen G mit |G| < 60, |G| ¢ P sind nicht einfach.

Beweis. |G| = p* - q(p, q verschiedene Primzahlen) mit ¢ # 1 mod p = G nicht einfach.

|G| = 36 = 2% - 32. Angenommen: |Syl;(G)| > 1 (falls = 1, so ist die 3-Sylow normal)
dann gilt: |Syl;(G)| = 4. G operiert auf Syl;(G) durch Konjugation. Diese Aktion induziert
einen Gruppenhomomorphismus G — Ssy1,(c), g — 74 : S+ gSg~'. Wegen |G| = 36 und
‘Ssylg(G)‘ = 24 ist 7 nicht injektiv. Folglich gilt ker(7) # {e}. Weiters gilt ker(7) # G. Ware
ker(7) = G, so folgte gSg~! = SVg € G was einen Widerspruch zum 2. Sylowsatz 1.8.8
ergibe. Somit ist ker(7) ein echter Normalteiler von G. O

Satz 1.9.3:
As ist einfach.

Beweis. Angenommen Aj habe einen Normalteiler U'.

1. Fall: 5 | |U|. Dann enthélt U eine Untergruppe der Ordnung 5, also eine 5-Sylow
Untergruppe von As, zum Beispiel (o), wobei o ein 5-Zyklus ist. Nach dem 2.
Sylowsatz 1.8.8 ist jede andere 5-Sylow Untergruppe zu o konjugiert. Daher wegen
U < As in U enthalten, sodass U alle 5-Zyklen enthélt. Davon gibt es 24. Es folgt:
|U| = 30.

Ein analoges Vorgehen zeigt, dass auch alle 3-Zykel in U enthalten sind. Davon gibt
es 20, also UAs

2. Fall: 3| |U| Wir zeigen wieder, dass U alle 3-Zykel enthalt. Es folgt |U| > 21, damit
muss schon |U| = 30 gelten. Da U auch alle 5-Zykel enthalt, folgt wie vorher ein
Widerspruch.
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Die einzigen verbleibenden Moglichkeiten fur |U| sind |U| = 2 und |U| = 4. Dann enthélt
U ein Element der Ordnung 2, also der Gestalt (ab)(cd). oBdA (12)(34) € U.

. (125)(12)(34)(152) = (52)(34) € U wegen U < As.
. (215)(12)(34)(251) = (15)(34) € U wegen U < As.
e (345)(12)(34)(354) = (12)(54) € U wegen U < As. O

Bemerkung 1.9.4:
e |G| =p = G einfach.

o A,,n > 5 ist einfach.
. SL2<Z7)/{iI} =: PSLy(Z7) hat Ordnung 168 und ist einfach.

+ insgesamt 16 Familien von Matrixgruppen, die alle einfach sind.

3 26 weitere Gruppen (,sporadische Gruppen*) (kleinste hat Ordnung 7920,
die groBte 8- 105 und wird Monstergruppe genannt.)
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Kapitel 2

Ringe

2.1 Grundlagen

Definition 2.1.1:
(R,+,-) heifit Ring, falls

Ry: (R, +) ist eine abelsche Gruppe.
Ry: (R,-) erfullt: Va,b,c € R : a(bc) = (ab)c.

b =ab
Ry: Va,bce R: 0T =abtac
(a+b)c=ac+be
Falls (R, +, ) zusétzlich
Ry 1€ R:1-a=a-1=aVa € R gilt, so heiBt (R, +,-) unitdr (Ring mit 1)

Rs: Ya,b € R : ab = ba gilt, so heifit (R, +, ) kommutativ.

Folgerung 2.1.2:
e 0ca=a-0=0va € R

. (=a)-b=a(=b) = —(ab)¥a,b € R
« (~a)(~b) = ab¥a,b € R

e a(b—c) = ab— ac¥a,b,c € R

o (X a)(XiLiby) = it X7k ab;
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Bemerkung 2.1.3:
R = (Z,+, ) ist unitarer Ring.
R = (2Z,+,-) ist ein Ring, aber nicht unitar.
{0} ist ein Ring, sogar ein unitarer Ring!

Beispiel 2.1.4:
® Z? Q? R? C

. (Z/nz, +, ) ist Ring wenn man (a + nZ)(b + nZ) = ab + nZ

o M, xn(K) ist nicht kommutativer, unitarer Ring (beziiglich Matrizenmultip-
likation).

o Ist GG abelsche Gruppe, so ist
End(G) ={¢: (G,+) — (G,+), ¢ Gruppenhomomorphismus}
ein Ring beziiglich

(o +)(g) = »(g) +¥(g)
(- ¥)(g) = v(¥(9))

und heifit Endomorphismenring von G. End((Z, +)) = (Z, +, -).

Weitere Begriffe: (in unitidren Ringen)

Definition 2.1.5:

Sei a € R. Falls 9b € R mit ab = 1, so heifit b Rechtsinverses von a. Falls ba = 1, so
heifit b Linksinverses von a.

Falls a ein Rechtsinverses b; und ein Linksinverses b, besitzt und diese tber-
einstimmen, so heifit b := b; = by Inverses von a.

Man sagt a ist eine Einheit in R. R* bezeichnet die Menge aller Einheiten von R.

Also ist R* =R\ {0}
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Definition 2.1.6: neutrales Element beziiglich +

Gilt in einem Ring R: R* = R\ {(‘)}, so heiflit R Schiefkorper.

Analog zu Rechts- und Linksinversen definieren wir Rechts- und Linksnullteiler
durch: falls 3b € R\ {0} mit ab =0 (bzw. ba = 0), so heifit a Rechts-/Linksnullteiler.
Falls beides zutrifft, so heifit a Nullteiler.

Fir a,z,y € R, a kein Nullteiler gilt:

ar=ay — r=yANzrza=ya — T =1

!

ar —ay =0 <= a(z—y)=0

da a kein Nullteiler folgt x — y = 0.

Definition 2.1.7:

Ein kommutativer Ring mit Eins, in dem 1 # 0 und der keine Nullteiler besitzt, heift
Integritatsbereich.

Beispiel 2.1.8:
- (%4z) ={1+62Z,5+62Z}.

(Z4z) =1 +02,....p—1+p2} =LZ/7\ {0 + pZ}
(R*,-) bilden eine Gruppe fiir jeden kommutativen Ring R mit 1.
Weil Z/pZ Korper, folgt: <Z/pZ) ist zyklisch, daher = Z/(p ~1)Z

. (Z/15Z)* =1{1,2,4,7,8,11,13, 14} ist nicht zyklisch (nachrechnen).

o Myxn(R)" ={A € M,x(R) : det(A) € R*}

2.2 Teilringe & Homomorphismen

Definition 2.2.1:

Sei (U, +) eine additive Untergruppe von (R, +). Falls U beziiglich - abgeschlossen
ist, das heifit Va,b € U gilt ab € U, so heiit (U, +,-) Teilring von (R, +,-). Falls
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(R,+,) ein Ring mit 1 ist, so muss zusétzlich 1 € U gelten. Wir schreiben dann
<U7 +7 ) S (Ra +7 )

Bemerkung 2.2.2:

R unitar und (U, +) beziiglich - abgeschlossen impliziert nicht notwendig U unitér
(siche R =7,U = nZ).

Z(R) ={a € R : ab=baVb € R}

ist Teilring von R.

Beispiel 2.2.3:
Msn(U) < Mysn(R) falls U < R.

Definition 2.2.4:
v:(R,+,) = (5,®,®) heifit Ringhomomorphismus, falls Vr,s € R

L o(r+s)=p(r) ® ¢(s)
2. ¢(r-s) =p(r) © p(s)

3. ¢(1g) = 1g falls R, S Ringe mit 1 sind.

Achtung: ¢(r) = OVr € R definiert einen Ringhomomorphismus, aber keinen Ringhomo-
morphismus von Ringen mit 1.

Analog zu Gruppenhomomorphismen definiert man: Mono-, Epi- und Isomorphismus.

Ist ¢ : R — S ein Ringisomorphismus, so ist ¢! : S — R auch einer. (Ubungsaufgabe 42)
Man zeigt analog: ¢ : R — S Ringhomomorphismus =—

L o' ({0s}) =ker(p) < R
2. p(R) =im(p) < S
3. »(0r) = (0s)

Beweise sind jeweils Einzeiler.
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Sei R ein Ring mit 1. x: Z — R,
n— lgp+---+1g = n-1g ist der einzige Ringhomomorphismus. Es ist ker(y) = {0}
—_—

n mal
oder dZ fiir ein d € N\ {1}. Dieses d heifit die Charakteristik (char(R)) von R. char(R) =
0 <= x injektiv. Falls char(R) # 0 so ist char(R) = d die kleinste natiirliche Zahl fiir
die d - 1, = 0. Wegen im(x) < R folgt, dass jeder Ring einen Teilring P(R), den Primring
von R enthélt, der isomorph zu Z bzw. Z/dZ ist.
Fiir Integritétsbereiche R gilt sogar: char(R) = 0 oder char(R) = p, prim (Ubung 46).
Falls R ein Integritétsbereich mit char(R) = p, dann gilt:

oy = (v +y)

Vr,y € R
= (g Y

sodass: Frob,: R — R,
x — xP ein Ringhomomorphismus ist, der sogenannte Frobeniushomomorphismus.

2.3 Ideale & Quotientenringe

Definition 2.3.1:
Sei 0 # I < R sei eine additive Untergruppe. Dann heifit 1

Linksideal |, falls RI C I
Rechtsideal , falls IR C [

Schreibe I < R, falls I Rechts- und Linksideal ist.

Folgerung 2.3.2:
e [ 1R = I ist beziiglich - abgeschlossen.

e {0} und R sind Ideale von R.
o Falls 1 € I, so folgt I = R.

Beispiel 2.3.3:
e R=7,1 =nZ fir ein beliebiges n € N

0 0 00

o in Myx,(R) ist Mg’in(R) = {( : ),* € R} ein Linksideal, aber

0 0 x0-0
kein Rechtsideal.
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In Ubungsaufgabe 50: R = R. M, (R) besitzt keine echten Ideale.
Sei T C R eine beliebige Teilmenge, R ein Ring mit 1. Dann ist (T') = ﬂIq@ I das
TC

kleinste Ideal von R, das T enthélt, das von T erzeugte Ideal. In Ubungsaufgabe 48 wird
gezeigt, dass der Durchschnitt beliebig vieler Ideale stets wieder ein Ideal ist. Im Fall
T ={ay,...,as} schreiben wir (ay, ..., as), im Fall T'= {a} so heifit (a) das von a erzeugte
Hauptideal.

Fir jedes a € R ist Ra = {ra : r € R} ein Linksideal und aR ein Rechtsideal von R.
(@) ={x1+ - 4+z,:n € N,z; € RaR fiir : = 1,...,n}. Falls R kommutativ ist, so gilt
(a) = aR = Ra und allgemeiner (T) = {3 onqiicn 7i0: = i € R,a; € T}

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur mehr Ringe mit 1

Lemma 2.3.4:
Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist ker(¢) < R.

Beweis. Wir wissen bereits ker(¢) < (R, +). Fir r € R, s € ker(¢) gilt:

o(rs) = o(r) ¢(s) =0, das heifit rs € ker(¢),

X

o(sr) = ¢(s) o(r) =0, das heiit sr € ker(¢). O

~—~——
=0

Lemma 2.3.5:

Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus, I < R, J < S. Dann ist ¢~1(J) < R. Falls
zusatzlich ¢ surjektiv ist, gilt auch ¢(1) < S.

Beweis. Ubungsaufgabe 48 O

Beispiel 2.3.6:
¢: 7 — Q,z v+ z. mLQAZL,$p(mZ) ist aber kein Ideal in Q.

Fir I < R ist I insbesondere Normalteiler von (R, +), da R beziiglich + kommutativ ist.

(R, +>/< I,+) ist also eine abelsche Gruppe. Wir definieren nun eine Ringstruktur auf R/ T
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Satz 2.3.T: (a+1)+ (b+1) +b+1
a =a
Sei I < R. Dann ist R/I mit den Verkniipfungen (@+1)-(b+1)=ab+ 1 ein

Ring und ¢: R — R/ 7,7 — r + I ein Ringepimorphismus.

Beweis. Beziiglich + ist die Aussage bereits in der Gruppentheorie gezeigt. Riv’
- ist wohldefiniert: seien o',/ € R mit ' = a+ 2,0/ =b+y mit z,y € I.

(d+D'+1I)=(a+z+D)b+y+I)=ab+ ay +ab + axy +1 =ab+ I

R, R3 gelten in R/ T, da sie in R gelten.
¢ ist Homomorphismus, da +, - so definiert sind, dass Homomorphie gilt. Einselement
VonR/Iistl—i—]. O

Satz 2.3.8 (Homomorphiesatz fiir Ringe):

Sei I <« R. Dann ist R/ 7 homomorphes Bild von R. Der Kern eines Ringhomomor-
phismus ¢: R — S ist ein Ideal in R und es gilt:

R/ker(¢) = P(R).

Beweis. Die Abbildung R/ker( ¢) d(R),r +— 1+ ker(¢) ist wohldefiniert und wegen

r+ker(¢) = s+ ker(¢p) <= r —s € ker(¢p) < ¢(r) = ¢(s) auch injektiv, surjektiv
nach Konstruktion. d

Definition 2.3.9:
Seien [, J Ideale von R.

InNJ={xeRzclINzeJ}<aR
I+J={x+ylrel,yec J}<aR

T = {leyzlxz el,y € J,nEN}

=1
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Bemerkung 2.3.10:
INJ, I+ Jund IJ sind Ideale in R.

R(I+J):§,I/+§;J,£I+J

crcJ
und analog (I + J)R. Fur r € R gilt
r szyz = Z (rxi) yi = Zl‘;yz
=1 e i=1

7 el

n n n
(Do) r= 3o e = 3
=1 =1 1=1

Y
~—
eJ
Weiters:

e I+J=(UJ)

e IJCINJ.

Satz 2.3.11 (1. Isomorphiesatz):

Sei R ein Ring, I <R, T < R. Dann ist T'+ [ ein Teilring von R, T'N I ein Ideal von
T und es gilt:

T+I, ~T
taeirar

Beweis. in dem Proseminar O

Satz 2.3.12 (2. Isomorphiesatz):
Sei R ein Ring, I, J < R mit [ C J. Dann ist J/[ ein Ideal von R/[ und es gilt

R
/[ ~ R
7Ty =T

Beweis. Sei ¢: R/[ — R/J,T + [ — r+J. ¢ ist wohldefiniert: r+1 =1'4+1 < r—r' €
I = r—r'e = r+J=r"+J
¢ ist Homomorphismus:

+ wurde schon in Theorem 1.4.21 gezeigt
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co((r+)(s+D)=¢(rs+1)=rs+J=(r+J)(s+J)=o(r+1Do(s+ 1)

und surjektiv. ker(¢) = {r +1 € R/[ cp(r+ 1) =J}={r+1¢ R/j— reJ} = J/I'
Mithilfe des Homomorphiesatzes 2.3.8 folgt die Behauptung. U

Beispiel 2.3.13:
Fir d | n gilt nZ < dZ, beides Ideale in Z. Aus dem 2. Isomorphiesatz 2.3.12 folgt
Z,
somit: “ "L gy, = Z/ .
£ 7'nZ | az

als Ringe!

ACHTUNG: Gruppentheorie: es gilt sogar dZ/nZ ’TV Z/%Z, aber nicht als

als Gruppe
Ringisomorphismus.

(dk + nZ)(dk' +nZ) = d(dkk') + nZ
1 1 1

n n n
—72)(K + =7 "+ -7
(k+d )(k+d )#dkkntd

2.4 Produkte & Algebren

Definition 2.4.1:
Seien (R,H,H) und (S, @, ®) Ringe. Dann ist R x S mit den Verkniipfungen

+:(r,s)+ (', s) =B sds)
iy s) - ()= (B, ses)

ein Ring, das sogenannte direkte Produkt R x S von R und S.

Sind R, S Ringe mit 1, so ist auch R x S einer, 1gxs = (1g, 1g).

e R x S ist kommutativ < R & S kommutativ.
e (RxS)"=R"xS*

LA,
R, S Integritatsbereich =R x S Integritatsbereich.

(7“, OS)(0R7 S) = (ORa OS) = Ogrxs

Fiir beliebige Indexmenge I bezeichnet [[;c; Ry = {(7:)icr: 7 € R;} das direkte
Produkt der R;.
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P R; = {(ri)ier: r; € Ri,7; = 0 fiir alle bis auf endlich viele ¢}

i€l

heifit direkte Summe der R;.

Proposition 2.4.2:

I<RxS < [=1IgpxIgmit [R< R, Ig<S

Beweis. im Proseminar [l

Definition 2.4.3:

Ein Ring (A, +, ) heifit Algebra tiber dem Korper K| falls eine Skalarmultiplikation
o: K x A — A existiert, sodass (A, +, e) ein K-Vektorraum ist und

Ve,y e AN €Ki Ae(zy) = (Aex)y =x(Aey).

Beispiel 2.4.4:
1. Mpxn(K) und allgemeiner End(V'), wobei V' ein K-Vektorraum.

2. K[z]
3. Abb(M — K)

Analog zu Ringen: kommutative /unitire Algebren. ¢ Algebrahomomorphismus <= ¢
Ringhomomorphismus und ¢(Ax) = Ap(x)VA € K,z € A.

Definition 2.4.5:

Ein Ring/Algebra heifit einfach, wenn er/sie keine nicht-trivialen Ideale besitzt und
nicht degeneriert ist (das heifit es gilt nicht z - y = 0¥z, y, € R/A).
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Beispiel 2.4.6:

Sei R ein kommutativer Ring.
R einfach <= R ist Korper.

<=: Sei R Kérper, [ <R mit [ # (0).3a # 0 in I. R Kérper = Ja ! €

Ra™ a €I, dasheifitle ] = I=R.
~— ~—
€R el

= : Seia € R(a) =0V (a) =R = Jr € Rmit ra=1, alsor = a™ !, das
heiit a € R* = R ist Korper.

Beispiel 2.4.7:
M, (K) ist keine einfache Algebra, R, C sind einfache Algebren.

Definition 2.4.8:

Eine endlichdimensionale, einfache Algebra A tiber K, fiir die Z(A) = K- 14, heifit
zentral-einfach.

R ist eine zentral-einfache Algebra iiber R, C ebenso, aber C ist nicht zentral-einfach
iiber R.

2.5 Kommutative Ringe und Integrititsbereiche

In diesem Abschnitt bezeichnet R stets einen kommutativen Ring mit Eins.

Definition 2.5.1:
P < R heilt Primideal, falls P # R und

Vrose R:irseP —= rePvse?

Beispiel 2.5.2:
R=7Z: (m) ist prim <= m e PVm=0.
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Satz 2.5.3:
I < R ist Primideal <= R/ 7 ist Integritétsbereich.

Beweis.

R/] ist Integritatsbereich <= R/] # {0} A ((7“ +)(s+1)=0+1

— T+]=O+]VS+]:0+]>

< R#IN(rsel = relvsel)
<= [ ist Primideal. 0J

Proposition 2.5.4:

Ist ¢: R — S ein Ringhomomorphismus, J < S ein Primideal, dann ist ¢=(J) < R
auch ein Primideal.

Beweis. Sei I == ¢~1(J).
rs €l = ¢(rs) =o(r)p(s) € J
Weil J < S Primideal ist, gilt ¢(r) € J V ¢(s) € J und somit r € I Vs € 1. O

Definition 2.5.5:
m < R heifit maximales Ideal, falls m # Rund m CI<R = m=1IVI=R.

Beispiel 2.5.6:

R = Z.(m) ist maximal <= m € P. {0} ist in Z kein maximales Ideal und {0}
ist maximal genau dann, wenn R einfach ist, das heifit wenn R ein Koérper ist.

Satz 2.5.7:
I < R ist maximal <= R/ 7 ist ein Korper.
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Beweis. = : Sei I < R maximal. Dann gilt I # R und somit R/I #{0}. Fira+1#1
betrachten wir das von I und a erzeugte Ideal J = {x + ay|z € I,y € R}. Dann
gilt J ;Dé I und wegen [ maximal folgt J = R. = dJa € I: a+ ay = 1. Das heifit

a+ay+I=1+11in R/Iundwegenael: (a+1)(y+1)=ay+1=1+1,sodass
a+1 e (R/I)

< Sei R/IeinKérper. Sei[; JCR. Seiae J\I,dannist a+ 1 # 0+ I und
e Rmit (a+I1)(b+1)=1+1.1—abe I C J. Wegen a € J ist auch ab € J
—_—————

ab+1
und somit (1 —ab)+ab=1€J = J=R. O

Proposition 2.5.8:

¢: R — S Ringhomomorphismus, J < .S maximal. Falls ¢ surjektiv ist, so folgt
¢~ (J) < R maximal.

Beweis. Sei I <R mit ¢~!(J) C I. Dann gilt ker(¢) C I. Da ¢ surjektiv ist, ist ¢(I) < S
das J enthélt. Wegen J maximal folgt ¢(I) = JV ¢(I) = S. Es folgt: ¢~ (¢(1)) = I wegen
ker(¢) C I. Es folgt also I = ¢ '(J) VI = ¢~ 1(S) = R, das heifit ¢$~'(J) ist maximal. OJ

Beispiel 2.5.9:

Die Surjektivitidt von ¢ ist wesentlich! R = Z,S = Q,¢: Z — Q. {0} ist maximal
in Q, aber ¢~*({0}) = {0} ist nicht maximal in Z.

Wiederholung:

Lemma 2.5.10 (Zorn):

Sei (M, <) eine nichtleere, partiell geordnete Menge. Besitzt jede totalgeordnete
Teilmenge von M eine obere Schranke in M, so besitzt M ein maximales Element.
(m € M heifit maximal, falls Ve € M: m <z = m = x)

Satz 2.5.11:

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R # {0}. Dann enthélt R ein maximales
Ideal.
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Beweis. Sei X die Menge aller Ideale ## R von R. X ist beziiglich C partiell geordnet
und X # () wegen {0} € X. Ist T C X eine totalgeordnete Teilmenge, so ist Ujep I
eine obere Schranke, die in ¥ liegt. Es gilt ndmlich Vx,y € Ujerl: x € L1,y € I,
oBdA: I C I, = x4y € Iy - v+ 1y € Urer!. Analog beziiglich - und die
Absorptionseigenschaft rx € U;ep I fiir r € R folgt ebenso.

Uberdies gilt: Urer I # R, da VI € T: 1 ¢ I und daher auch 1 ¢ ;e I. Nach dem
Lemma von Zorn 2.5.10 enthélt X ein beziiglich C maximales Element, dieses ist ein
maximales Ideal von R. U

Lemma 2.5.12:

Sei [ <R, R/ 7 der Quotientenring. Dann entsprechen die Ideale J von R/ 7 bijektiv
den Idealen J von R, welche I enthalten.

Beweis. Seill: R — R/[ der kanonische Epimorphismus. Sei j<1R/[. Dann ist 117! (j) =
-1(7 -1 _ _
J<9Rund 171 (J) 2 I (OR/I) = keir(H) =1
Umgekehrt, sei J< R mit J 2 I.J :=1I(J) < R/I, da II surjektiv ist. Es gilt:

I Y(T1(J)) = J wegen ker(Il) =1 C J.
I(IT7Y(J)) = J wegen II surjektiv. O

Korollar 2.5.13:

Sei I < R ein echtes Ideal. Dann existiert ein maximales Ideal m von R, das I enthélt.

Beweis. Anwendung von Theorem 2.5.11 auf R/ 7 liefert ein maximales Ideal m in R/ T
Dieses Ideal entspricht eindeutig einem Ideal m von R, das I enthélt. Da die Bijektion

von ¢: R — R/ 7,7+ 1+ I induziert wird, ist sie inklusionserhaltend. = m < R ist
maximal. O

Korollar 2.5.14:
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, [ < R maximal = [ < R prim.

Beweis. I maximal <= R/ 7 ist Korper = R/ 7 ist Integritiatsbereich <= I ist
prim. 0
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Proposition 2.5.15:
Sei R ein endlicher Integritdtsbereich. Dann ist R ein Korper.

Beweis. Sei f,: R — R,r > ar. f, fir ein a € R. f, ist injektiv, denn ar; = ary <=

ari—arz = a(r1—r2) =0 = 1 =ry = f,ist surjektiv. = Ir € Rmit f,(r) = 10
|RI<0 —
ar

Korollar 2.5.16:
Ist ‘R/ I‘ < 00, so ist [ genau dann maximal, wenn es prim ist.

R=7Z. (m)ist prim <= m=pePVm=0.
‘Z/mZ‘ < 00 = (m) ist genau dann maximal, wenn m € P.
(0) ist nicht maximal.

Definition 2.5.17:
Fiir zwei Ideale I, J < R schreiben wir I | J <= J C I.

Achtung, I und J sind hier jumgedreht*. Fiir 6Z C 2Z A2 | 6 erscheint diese Definition
natiirlich.

Definition 2.5.18:
I, J heiflen teilerfremd, falls I + J = R

Bemerkung 2.5.19:

Falls I + J = R, so folgt IJ =1nNJ (IJ C INJ gilt immer!).
Sei ndmlichzx e INJund r,s € R,re I, s € J mit r 4+ s = 1.

r=x-l=zx(r+s)= x r + x s €1lJ
el eI el eJ

52



Beispiel 2.5.20:
R=7Z,(m),(n)<Z.mZ+nZ =dZ mit d | mAd|nund h | mAh|n = h]|d,
das heifit d = ggT(m,n).

Definition 2.5.21:

Fir I <« R schreiben wir

r=s (modl):<=r—secl(r,s€R).

=, definiert eine Aquivalenzrelation auf R, die mit +, - vertriglich ist, also

{rzs (mod I) {r+r’£s+s’ (mod I)
r —

=5 (mod I) r-r'=s-s (mod I)

, also eine Kongruenzrelation.

Satz 2.5.22 (Chinesischer Restsatz):

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, x1,...,2, € R, I;,..., I, < R mit Vi #
j: i +1; = R. Dann existiert ein x € R mit x = 2; (mod ;) firi=1,...,n.

Beweis. Halte zunéchst ¢ € {1,...,n} fest. Dann ist laut Voraussetzung: I, +1; = R(j # i)

- E'Clij < Ii,bj S Ij mit CLz‘j +b] =1

- 1=H((IZ7 +b]) €]Z+H‘[j
J# J#

Dies liefert eine Darstellung 1 = y; + 2z;(1 < i < n) mit y; € I; und 2z € [1iz; I;. Dies
bedeutet:

zz=1 (mod I;)

2z =0 (mod [;) fiir i # j (denn 114 < ]j>

J#
T =1 2 + 4 % + Ty 2 erfilllt x = z; (mod ;) O
—~ —~ -
=0 (mod I;) =1 (mod I;) =0 (mod I;)
—_———
=z; (mod I;)
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Korollar 2.5.23:
Seien [y, ..., I, paarweise teilerfremde Ideale von R. Dann gilt:

Bn.an2fn <<

n

Beweis. Sei
¢: R— R/h X +oe X R/]n,x — (z (mod I),...,z (mod I,)).

¢ ist Ringhomomorphismus, da =;, eine Kongruenzrelation ist. Nach dem Chinesischen
Restsatz 2.5.22 ist ¢ surjektiv.

ker(p) ={z € Rlz =0 (mod L,),i=1,...,n}=Ln---N1I,

Homomorphiesatz liefert die Behauptung. 0

Beispiel 2.5.24 (Anwendung in Z.):
« N=p"---p;* = Z/nz = Z/pclnz X - X Z/pgkz als Ringe!

o Sind m,n € Z mit ggT(m,n) = 1, so gilt:

(Z/ ng)* = (Z/ mZ Z/ nZ)

*

(Z/ mZ)* X (Z/ nZ)*

(Z/nz)| = 1{r € {1, ,mn = 1}: (r,mn) = 1}
=H{re{l,...om—1}: (r,m) =1} -|re{l,...,n—1}: (r,n) = 1}|

Fiir Integritatsbereiche R kann man stets eine Einbettung in einen Kérper (Quotien-
tenkorper von R) vornehmen, analog zur Einbettung von Z in Q. Auf (R x R*) wird eine
Aquivalenzrelation definiert durch

(r,s) ~ (1r',8) <= rs' —r's =0
Auf B2 % R*/N ist eine Korperstruktur durch

(a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd)
(a,b) - (c,d) = (ac,bd)

(0,7) ist neutrales Element beziiglich +, (r, r) ist Einselement. (a, )™ = (b, a) fiir a,b € R*.
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Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge (das heit 1 € SA(a,b€ S = ab € 5)), so ist auf R x S eine Aquivalenzrelation
definiert durch:

(r,s) ~(r',s") <= Jue Smit (rs' —sr')-u=0

Reflexivitat und Symmetrie sind klar, Transitivitat: (/,s") ~ (r”,s”) d.h. ' € S :

(r's” — s'r")u' = 0 Es ist dann (rs” — sr”)s'uu’ = 0, denn

rs'u(u's") —r"s'u' (us)

= —r'su(u's") +r's"u' (us) = 0

(r,s) — L. Die Menge aller Aquivalenzklassen - bezeichnet man mit S™'R. Auf S™'R

definiere ¢ 4 & .= attbs ~a . b._ ab \yoh]definiertheit {iberpriifen!
S t st s i st

(S7'R, +,+) wird zu einem kommutativen Ring mit Eins und heifit Lokalisierung von

R nach S. Neutrales Element: %, Eins: %

0s: R— ST'R,r g
Fir s € Sist pg(s) = £ € (S7'R)* wegen 2 - % = £
@ ist im Allgemeinen nicht injektiv.

0

ker(gp):{reR:::l}

={reR:3ueS:ru=0}

Bemerkung 2.5.25:
o (ist trivial, falls 0 € S.

«  ist injektiv, falls 0 ¢ S A R ist Integritatsbereich.

Beispiel 2.5.26:

R Integritiatsbereich, S = R\ {0} liefert fir S™'R den Quotientenkérper
von R.

o R kommutativer Ring mit Eins, P sei Primideal von R. Setze
S=R\?P
S ist multiplikativ abgeschlossen, da P prim. (R \ P)"'R = Ry heifit

Lokalisierung von R bei P. Ry ist kommutativer Ring mit Eins mit genau
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einem maximalen Ideal m := {g reP se R\ iP}. m ist maximal, da jedes

%/ ¢ m erfillt 7' € R\ P, das heifit %/ - £ = 1 und ist invertierbar, sodass

jedes Ideal, das " enthéalt schon ganz Ry ist.

Ein kommutativer Ring mit Eins, der genau ein maximales Ideal besitzt,
heifit lokaler Ring.

« R=2,P=(2),Zp ={z=2:q=1 (mod 2)}

« R=12,5 =22\ {0}

S_IZ:{x:p:qEO (mod 2)}
q

« R=2,8={1,2,2%...},87'Z = {z = 2: 3k € N: ¢ = 2"}

2.6 Teilbarkeit, faktorielle Ringe

R sei ab jetzt stets Integritatsbereich.

Definition 2.6.1:
a heifit Teiler von b (schreibe a | b):<—= Jc € R: b = ac.

Bemerkung 2.6.2:
e ala,l|a,a|l < a€R*
e a|b < be(a) «— (b)C(a) < (a)]| (b)

e a~ b: aheifit zu b assoziiert, falls a | b A b | a. Dies ist dquivalent mit (a) =
b —

(b). Esista~b <= b=wa mit u € R* (denn a ~ b < ZZ Es
a =

folgt b = bdc und R ist IB = 1 = cd, woraus ¢,d € R* folgt.)

e N R=7Z:a~b < a==b.
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Definition 2.6.3:

Ein Element d € R heifit ein grofiter gemeinsamer Teiler, gg'T, von a, b, falls:
e dland|b
e Vd eR:d |and |b = d|d

ACHTUNG: In Integritatsbereichen muss nicht immer ein ggT zu je zwei Elementen
existieren! Auch wenn einer existiert, so ist er nicht eindeutig, da er mit beliebigen Einheiten
multipliziert werden kann.

Beispiel 2.6.4:
R=Z+2Z/=5={z+y/=5: 2,y € Z}.

a:=2+2v/-5=2(1++-5) 2|an2]|b
b=6=2-3=(1++v=5)(1—-+-5) 1++v=5]aAl++/-5]|b

Angenommen 3d := o + S+/—5 ein ggT von a, b, so muss gelten:
2|dAN1+V-51d

2la+pv-5 = «a,=0 (mod 2)

a+BvV=5|2+2/=5 < (§+4v-5](1+V-5))

— d=42Vd=+(2+2/-5)

Angenommen d = £(2+2v/-5). (z+yv/—5)(2+2v/—-5) =6 <= (z+yv/—5)(1+

-0y =3 6z = 3
V=5) =3 <— R —_ {7

r+y=0 r+y=0
r=3¢7Z

Angenommen d = £2 = 1+4++/-5]2

(x+y\/—_5)(1+\/—_5):2<:>{$_5y:2 <:>{6‘”: ,

r+y=0 T=1y

Fazit: in Z + Z+/—5 haben a, b keinen ggT!

Zwischenrechnung fiir oben:
Behauptung: (z+yv/=5)(u+vy/=5) = 1+v/=5 = z+yv/-5=x(1+/=-5)V
u + vy/—5 = £(1 + v/=5) Dann gilt auch: (z — y/=5)(u —vy/=5) =1 — /=5
= (2?4 5y%)(u? + 5v?) = 6, was nur 2 Moglichkeiten zuldsst: 1-6 = 6,2 -3 = 6.
Wegen 22 + 5y*> = 2/3 hat keine Losung in Z x Z, bleibt nur (2? + 5y%) =
1 A (u? + 5v?) = 6 iibrig, woraus x = +1,u = +1,v = 41 folgt.
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Definition 2.6.5:
Seip e R\ R*,p #0.

p heifit prim (<= Va,b€ R:p|ab = p|aVp|b

p heifit irreduzibel :<—=Va,b€e R: p=ab — a € R*Vbe R"

Proposition 2.6.6:

1. a ist irreduzibel <= (a) # (0) ist maximal in der Menge aller Hauptideale
von R.

2. aist prim <= (a) ist Primideal # (0).

3. a ist prim = a ist irreduzibel.

Beweis.
1.
a sei irreduzibel <= (a #0,a ¢ R*,a=bcANb¢ R* = c€ R")
< ((a) # (0),(a) # R, (a) = (bc) N (b) # R = () = R)
< ((a) #(0),(a) # R, (a) & (c) = R)
<= (a) maximal in der Menge der Hauptideale von R
2. Sei p prim

= p¢g R p#O0Ap|ab = plaVvplb

< (p) # R, (p) # (0) A (ad) C (p) = (a) S (p) V (b) C (p)
< (p) #R,(p) #(0)Nabe (p) = ac(p)Vbe

3. Sei p prim und p = ab. Es folgt p| ab = p|aV p|b. oBdA sei p | a, das heifit
de € R mit pc = a. Dann gilt: p = ab = pcb und da R Integritatsbereich ist, folgt
cb =1 das heifit b € R* und p ist daher irreduzibel. O

Definition 2.6.7:

Ein Integritatsbereich R heifit Hauptidealbereich, wenn jedes Ideal von R ein Haup-
tideal ist (das heiit, von einem Element erzeugt wird).
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Lemma 2.6.8:
In einem Hauptidealbereich existiert zu je zwei Elementen stets ein ggT. Er ist bis
auf FKinheiten eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei R ein Hauptidealbereich (HIB, englisch: Principal Ideal Domain, PID).
a,b € R. ggT(a,b) =d <= (a)+ (b) = (d). Ist [ :=aR + bR, so gilt (a) € I N (b) € ]
und I = (d). Es folgt:

dland|b = d|d (Definition des ggT 2.6.3)
dland|b = d|NVeel = d|d

(d) = (d) impliziert d = ud mit u € R*. O

Bemerkung 2.6.9:

Im Theorem 2.6.4: in Z + Z[/—5]| existiert der ggT von 2 + 24/—5 und 6 nicht,
denn das von 2 und 1 + y/—5 erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.

Definition 2.6.10:
Ein Integritétsbereich R heifit faktoriell (UFD = unique factorisation domain) falls
jedes r € R,r # 0,r ¢ R* eine Zerlegung r = p; - - - ps in Primelemente py, . .., p;
besitzt.

Bemerkung 2.6.11:
Diese Zerlegung ist bis auf Einheiten eindeutig.

Angenommen r = p;---p, = ¢1 - ¢y Mmit p;,¢; prim, oBdA n < m. p; |
¢ ¢m und pp ist prim = Ji: p; | ¢;, oBdA i = 1. Also: py | ¢1, das heifit
Ju; € R mit ¢; = wypy. qq ist prim = ¢ ist irreduzibel und wegen p; ¢ R*
folgt u; € R*.

Durch Iteration dieses Verfahrens folgt n = m und

{q1,-- -, qu} = {wip1, ... unpn}-

Wir zeigen nun, dass jeder Hauptidealbereich faktoriell ist.
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Lemma 2.6.12:

Sei R ein HIB und I; C I, C I3 C --- eine aufsteigende Folge von Idealen von R.

Dann existiert ein N: Iy = Iy = ---. Man sagt die aufsteigende Folge von Idealen

wird stationar.

Beweis. Sei I} C I, C --- eine aufsteigende Folge von Idealen von R.

=1,
n=1

ist ein Ideal von R. Dann existiert ein @ € R mit I = (a). Wegen a € [ folgt: AN : a € Iy.
Dann ist (a) C Iy und Iy C (a) und somit Iy = Iy =---. O

Definition 2.6.13:
Ein kommutativer Ring mit Eins in dem jede aufsteigende Folge von Idealen stationér
wird, heifit noetherscher Ring.

Lemma 2.6.14:
R ist noethersch <—

1. jede nichtleere Menge M von Idealen von R besitzt in M ein maximales Element
beziiglich C.

2. Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt

Beweis.

1. Angenommen dM, die kein maximales Element besitzt. Es folgt:
Ve M:3Le M: 1, G L.

Induktiv konstruiert man so eine echt aufsteigende Kette von Idealen beliebiger
Lange. Ein Widerspruch zu R ist noethersch.

Umgekehrt, besitzt laut Voraussetzung jede Menge von Idealen ein maximales
Element, insbesondere jede aufsteigende Folge von Idealen.

2. Angenommen [/ < R ist nicht endlich erzeugt, {a;, as, ...} ein Erzeugendensystem.
Dann ist (a1) C (a1, as) C (aj,as,as)--- eine aufsteigende Folge von Idealen. Wiirde
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diese Folge stationér, so wéare I von nur endlich vielen Elementen erzeugbar. Ein
Widerspruch zur Voraussetzung.

Umgekehrt: Fir jede aufsteigende Kette I; C I, C --- ist auch I := ;- I,, ein Ideal

und endlich erzeugt nach Voraussetzung. Sei {(ay, ...,as) = [. Dann gilt ay,...,as € 1

und somit ay € I,,,...,as € I, woraus {aj,...,as} C Imax{ni} folgt, und es gilt
=N

Iy = Iny1 = ---. R ist daher noethersch. O

Lemma 2.6.15:

R sei ein noetherscher Integritdtsbereich. Dann besitzt jedes Element r € R, r #
0,r ¢ R* eine Zerlegung in irreduzible Elemente.

Beweis. Angenommen dxg € R, x¢ # 0,29 € R*, das keine solche Zerlegung besitzt. Dann
ist 2o nicht irreduzibel, sodass zq = agby mit ag, by # 0, ¢ R*. Nicht beide kénnen eine
Zerlegung in irreduzible Elemente besitzen, oBdA ay =: x; hat keine. Es ist x; | z, aber

x1 70 xy. Durch Iteration dieses Prozesses erhalten wir eine Folge xg, 1, ... von Elementen
aus R mit (20) G (71) G (22) G -+ - Dies liefert einen Widerspruch zu R ist noethersch.[]

Lemma 2.6.16:
In Hauptidealbereichen gilt stets: p irreduzibel = p prim.

Beweis.

p irreduzibel <= (p) ist maximal in der Menge der Hauptideale von R.
<= (p) ist maximal = (p) ist Primideal
<= p ist prim. 0

Satz 2.6.17:
R ist HIB = R ist faktoriell.

Beweis. R HIB == R ist noethersch = jedes r € R besitzt eine Zerlegung in

2.6.16
irreduzible Elemente == jedes Element aus R besitzt eine Zerlegung in prime Elemente,
das heifit R ist faktoriell. O
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Satz 2.6.18:
Sei R faktorieller Integritétsbereich.

1. r € Rist prim <= r ist irreduzibel.

2. Jedes x # 0 besitzt eine bis auf Einheiten eindeutige Zerlegung

r=¢c- II]f@(m)

mit € € R*, v,(z) € N,,(z) = 0 fiir alle bis auf endlich viele p, P: Vertretersys-
tem von Primelementen /~

3. Va,y € R: 3ggT(z,y).

Beweis.

1. x ist irreduzibel hat auch eine Zerlegung x = p;---p, mit py,...,p, prim —
Pl pr € R = r =1, =p; und z ist prim.

2. ist gezeigt. v’

3. Sei

xr = 51 prp($)7y — 62 le’p(y)'
pe?P peP

Setze d = ggT(x,y) = Hpe?pmm{”?(”j)’”f’(y)}‘ Dann gilt: d | x Ad | y. Ist d | z,d | y,

so ist v,(d) < vp(w) und v, (d) < v, (y)Vp € P. = vp(d) < min{v,(v),1,(y)} und
somit d | d. O

2.7 Quadratische Zahlenkorper und Zahlringe

Definition 2.7.1:
Fiir d # 0,1 quadratfrei definiere

Q(Vd):={a+bVd|abeQ}cC.

Q (\/E) heifit quadratischer Zahlkorper.

Ein Element o + 8vd, (o, ) € Q x Q, heiBt ganz in Q (\/E), falls das normierte Polynom
f € Q[z] von kleinstem Grad mit f (a + 6\/3) = 0 schon in Z[x] liegt (das heiBt o + 3v/d
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Nullstelle eines normierten Polynoms aus Z[x] ist). Falls a € Q N Q (\/EZ) ;o= ¢, 50 hat
f(x) = bx — a eine Nullstelle in §, liegt in Z[z], ist normiert <= b= 1. a = § ist ganz
in@(\/c_z) = b=+l

Fiiroz—i—ﬁ\/ae@(\/c_l) \ Q:

(a: — (a + 5\/3)) (:L‘ — (a — ﬁ\/?i)) = 2% — 20z + (a2 — d62) € Q[z]

a+ BVd ist ganz <= P(z) € Z[z].

P(z) € Z|z]) <= 2a€ZANa*—dp* € L.
1. Fall: a € ZANa?>—-dBR? €l < (o,p) €L XZ

2

2. Fall: a = §, dann muss auch § = 3. % — % €Z <= u?—db®> =0 (mod 4). Es ist

u? =1 (mod 4) Av? =1 (mod 4). Falls d = 2,3 (mod 4): diese Gleichung ist nie
erfiillt. Falls aber d =1 (mod 4) ist sie immer erfiillt.
Wir erhalten:
Z fird=2,3 d4
o+ BVd ist ganz in Q (\/E) = {a,ﬁ < o 3 (mod 4)

(a, B €Z)V (20,2 € Z mit 2a =20 (mod 2))

Definition 2.7.2:
Der Ring O4 der ganzen Zahlen in Q (\/E) ist Z + Zw, wobei w = 1+2\/E fird=1
(mod 4) und w = V/d fiir d = 2,3 (mod 4).

Uberpriife: Oy ist wirklich ein Ring.

Definition 2.7.3:
In Q (\/8) definieren wir die Norm von « + 8v/d durch

N(a+5\/3):(a+5\/3) (a—ﬁ\/a):oﬂ—dﬁ?

Es gilt: N(zy) = N(2)N(y) fur z,y € Q (\/E) (N ist multiplikativ).

Bemerkung 2.7.4:
x € 0} < N(x)==x1(e Z")
x €0} < Jye€ Oy xzy = 1. Es folgt N(zy) = N(z)N(y) = 1. N(z),N(y) € Z
(klar falls 2,y € Z + ZVd, & + % d = Y2 € 7). = N(z) € £1.
Falls N(z) = +1,z = a + Vd, = (a+ﬁ\/3) (a - /NE) — +1, das heift
z € 0.
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Fiir welche d ist O4 faktoriell und wie weist man es nach? Es sind jedenfalls nicht alle
Og4 sind faktoriell, z.B. O_j ist es nicht! Siehe dazu Theorem 2.6.4.

In Os =Z+7ZJ/-5gilt 6 =2-3 = (1+ \/_) ( \/_) Wir wissen bereits:
1 + /=5 ist irreduzibel in O_5. Ware O_s faktoriell, so folgte daraus: 1 + /=5 ist prim.
1++/=5|2V1++/=5]|3, was aber nicht der Fall ist.

O1p ist auch nicht faktoriell, 6 =2 -3 = (4 + \/1_0) (4 — \/E)

Definition 2.7.5:
Eine Funktion v: R\ {0} — Z* mit v(mn) >
Normfunktion auf dem Integritatsbereich R,
q,r € R existieren mit n = gm + r und v(r) <
dann euklidischer Ring.

v(m)¥m,n € R\ {0} heifit euklidische
falls fiir m,n € R,m # 0 Elemente
v(m) oder r = 0. Der Ring R heifit

Beispiel 2.7.6:
1. R=Z,v = |-|. Satz von der Division mit Rest liefert: Z ist euklidisch.

2. R=7Z+ Zi(= O_1),v = N. Seien a,b € Z[i]. Zu zeigen: 3q,r € Z[i] mit
a = ¢b+ 7 und N(r) < N(b) Vr = 0. Schreiben § = £ + in mit §,n € Q.
—_——

sogar N(r)< N(b)

Es existieren k,l € Z mlt |§ k<3 n—=1U <3 N((E+1n) — (k+il) =
N{(E-k)+i(n—1)) <1 Setzenunq-k—l—zlr—a—qb
S— S—

N(r) = N(a — gb) = Na — (k + il)b) = N(b (Z ~(k+ il)))
= N(B) - N5 = (k+ i) < 3N0)

[\

<

N|=

Es folgt: Z[i] ist euklidisch mit v = N.

Satz 2.7.7:
R euklidisch = R HIB ( = R faktoriell)

Beweis. Sei [ <R. Ist I = {0} = I = (0).
Falls I # (0), so existiert ein 0 # a € I mit v(a) ist minimal. (a) € I und wir behaupten:
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(a) =1.8eibe I. Dann ist b = ga + r mit ¢,7 € R und v(r) < v(a) oder r = 0 (da R
euklidisch!). r = b — ¢q _a € I, ein Widerspruch zu v(a) minimal, es sei denn r = 0
el T el
el

und b € (a). Da b beliebig war, folgt (a) = I. d

O_43 ist HIB, aber nicht euklidisch.
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Kapitel 3

Polynomringe

3.1 Grundlagen

F={f: N— R | |support(f)| < oo}, wobei [support(f)| :={n € N|f(n) # 0}

Wir versehen J mit folgenden Operationen:

+: FxTF -7
(f+9)n) = f(n)+g(n)

~RZ_ETX F—-F
(r-r f)(n) =71 - f(n)

*: FxTF =T Faltung
(fxg)n)= > f(k)g(l)

k+l=n

Mit diesen Operationen wird F zu einer kommutativen R-Algebra.

5n:mr—>5n(m):{1 men

0 sonst

Dann ist 6, € F. Jedes f € F kann man darstellen als >, f(n)d,. dy ist Einselement in
F: (fx00)(n) = Xppimn F(K)00(l) = f(n). Weiters gilt: 6F = & fir k = 0,1,...(f* =

f*f...). Angenommen 0] = ¢; sei fiir alle n < k bereits gezeigt. Dann ist
k—mal

H(n) = (8" xo1)(n) = G xdi(n) = D0 a1 (Ddi(k)

k+n=n
= z; dj-1(k)o1(1)
=0;1(j—1)0h(n—j+1)+6;_1(n— 1)&(}2 (01(1)d,—1(n — 1), falls n = j)

1 fi _ '
:{ T §(n) = 6,(n)vn
0 sonst

— 0 =9,
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= jedes f € J hat Darstellung als >, cqupport(s) f (72)07-

Definition 3.1.1:

Die Abbildungen f € JF heiflen Polynome. F heifit Polynomring/Algebra in §; iiber
R.

= R[dl]
=X, f(X)= zd:aiXi mit a; == f(i)
=0
= [ < (ag,...,aq)

(ao, ax, az) * (bo, b1) = (agbo, aoby + aibo, azby + biay, asb:)
E(CL() + alX + GQXZ)(bO + le) = aobo + ((Iobl + albo)X + (a1b2 + Clgbo)XQ + agleg

ao: konstanter Koeffizient.
d = maxn: a, # 0 heifit fihrender Koeffizient, d = deg(f). Fur Polynomringe in d
Variablen, betrachte
F={f: N— R||support(f)| < oo}

liefert f(Xl, c. ,Xd) = Z(zl iq) Qi ..., idXil """ led

7777

Setze: deg(0) = —oo.

Satz 3.1.2:

Sei R Integritatsbereich, dann gilt fur deg: R[X;,..., X4 = NU{—o0},
P +— deg(P):

1. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
2. deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)}, P,Q # 0.

Beweis. (d=1)
Sei P(X) =Y ga:i X", Q(X) = X7 b; X (an # 0 # byy).

1. PQ(x) hat fithrenden Koeflizienten a,b,, # 0 (Da R IB).

= deg(PQ) =n+m.
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2. Falls m < n oder m < n, so ist der fithrende Koeffizient von P + () gerade b,, oder
a,. Falls n = m: fithrender Koeffizient von P + @ hat Index < n(=m). O

Korollar 3.1.3:
R ist Integritatsbereich = R[X] ist Integritatsbereich, (R[X])* = R*

Beweis. Seien f,g # 0in R[X]. Dann ist deg(f) > —oo und deg(g) > —o0, also deg(fg) =

deg(f) +deg(g) > —o0 = fg #0
Sei 0# f € R[X]|und g € R[X]| mit f-g=1.

deg(fg) = 0 = deg(f) +deg(g) = deg(f) = 0= deg(g).

>—00 >—00

Also kénnen wir f, g mit konstanten Koeffizienten identifizieren, fiir diese gilt fogo =1 —
——

€R*
f, g sind Einheiten, also in (R[X])*. O

Satz 3.1.4:
Seien R, S kommutative Ringe mit Einselement, R < S. Dann definiert die Abbildung

evy: R[X] — S, P~ P(a)

einen Ringhomomorphismus fiir alle a € S.
ev, heifit Evaluationsabbildung an der Stelle a.

Beweis. Die Homomorphie ist direkte Konsequenz der Definitionen von +,x in R[X] fiir
kommutative Ringe mit 1. Durch Auswertung an allen a € S erhalten wir eine Funktion

fp: S — S,a— ev,(P)= Pla),
die P zugeordnete Polynomfunktion. O

Wir sagen: P hat in a eine Nullstelle <= P € ker(ev,). Fir P,Q € R[X], fp, fo die
zugehorigen Polynomfunktionen gilt

fp=/fg <= P—Qe [)ker(ev,) < () ker(ev,) = {0}.

a€esS a€sS

Beispiel 3.1.5:
R=Z4y, P(X) = X°,Q(X) = X.
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RO
0] o0
1| 1
2 |32=2
3| 3
4| 4

— fr=foAP#Q = X°— X €z, ker(ev,)

acZisy

3.2 Wann ist R[X] faktoriell?

Sei zunéchst R unitarer Ring.

Satz 3.2.1:

Seien f,g € R[X], der fithrende Koeffizient von [ sei eine Einheit in R — 3
eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € R[X] mit deg(r) < deg(f) Vr = 0 mit

g=qf +r.

Beweis. Ist g = 0 oder deg(g), so wiahle g =0,r =g v

Induktion nach deg(g) =: n Induktionsanfang: n = 0 v'(in R kann jedes Element (g)
durch Einheit (f) geteilt werden)
Angenommen die Aussage ist fiir Polynome g von Grad < n bereits gezeigt. Sei f(z) =
eXm+aX™ 1+ g(x) =bX"+ X"+ ... e € R a,b,c € R, m < n. Betrachte
Gr=g—be X" f = (DX + X"+ ) = b IXTT (e X™ +aX ™) = 00X + (X —
be ta) X" 1. g1 = 0 oder deg(g;) < n, sodass nach Induktionsvoraussetzung: 3q;,r € R[X]
mit g1 = ¢q; - f + 7 und deg(r) < deg(f) Es folgt:

g=aqg + be_lX”_mf =(q + be_lX"_m)f + 7.

=q

Eindeutigkeit: ¢ = qf +r = q1.f + r1 mit den entsprechenden Bedingungen an
deg(r),deg(ry). Daraus folgt: r —r = (¢ — q)f. Falls ¢ # ¢, so ist deg(r — ry) =

da der fithrende Koeffizient von f kein Nullteiler ist!
deg((¢1 — q)f) 1 deg(q1 — q) + deg(f) = deg(r —r1) > deg(f), ein Widerspruch zu
deg(r), deg(r1) < deg(f). 0

Korollar 3.2.2:
Sei R ein KRE, f € R[X].
(das bedeutet: ker(ev,)

sist f(a) =0 <= f(X) = (X —a)q(X) mit ¢ € R[X].
(X —a))
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Beweis. Teile f durch X — a mit Rest. Nach dem vorigen Theorem 3.2.1 gilt: f(X) =
(X —a)q(X) +r(X) mit deg(r) < 1. Falls 7(X) # 0, so muss r(X) = r € R gelten. Wende
nun ev, an: f(a) =r = r = 0. Die Umkehrung ist klar. O

Es ist essenziell dass R kommutativ ist:

Beispiel 3.2.3:
R sei nicht kommutativ, a,b € R mit ab # ba. f(X) = X? + (a — b)X — ab.
Dann ist f(b) = b* + ab — b* — ab = 0. Angenommen Jg(X) € R[X] mit f(X) =
(X — b)q(X). Dann gilt deg(q) = 1, der fiihrende Koeffizient von ¢ ist 1. Es muss
sogar ¢(X) = X + a gelten. (X —b)(X +a) = g(x)

g(a) = (a — b)2a = 2a® — 2ba # f(a) = a®> + a® — ba — ab = 2a® — (ab + ba).

Satz 3.2.4:
Sei K ein Korper. Dann ist K[X] faktoriell.

Beweis. K Korper = jedes a € K, a # 0, ist eine Einheit. Daher ist deg: K[X]| — N
eine euklidische Normfunktion auf K[X]. Daher ist K[X] euklidisch = K[X] ist HIB
— K[X] faktoriell. O

Sei R ein faktorieller Ring. Wir wissen bereits: zu aq,...,a, € R existiert stets ein

ggT.

Definition 3.2.5:
Sei f(X) € R[X] mit f(X) = anX™ + -+ + a1 X + ag. Dann heifit jeder ggT von
(ag, ..., an) ein Inhalt (I(f)) von f.
I(f) ist daher bis auf Einheiten von R eindeutig festgelegt. f heifit primitiv, falls
1 ein Inhalt von f ist. Schreibe I(f) = 1.

Jedes f € R[X]| kann als I(f) - f* geschrieben werden, mit f* primitiv.

Lemma 3.2.6 (Lemma von Gauf):
Fir f,g € R[X] gilt I(fg) =1(f)I(g) - € mit € € R*.
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Beweis. Schreibe f=1(f)-f*, g=1(g)-g*.
() 1(9)g™) = IUT(f)[)I(9)g") = LfTLgVI(f*g") = LfI(f") LgTI(g").

Es geniigt also zu zeigen: f, g primitiv = fg primitiv.
Angenommen 7 sei ein irreduzibles Element von R, das jeden Koeffizienten von fg =: h
teilt. Die Koeffizienten von h haben die Gestalt

(f(X) - ifiXi,goc) - ingj) = g,

7=0 i+j=k
Es gilt also 7|hg, Vk. Seien f,., gs die ersten nicht durch 7 teilbaren Koeffizienten von f
fr Z0 (mod 7),i <r = f; =0 (mod ) ,
. . Dann ist
gs Z0 (mod 7),j <s = ¢; =0 (mod 7)
hr + s = Z figj = frgs (mOd 7T)‘

i+j=r+s

beziehungsweise g. (

Nach Voraussetzung ist h,,s = 0 (mod 7), also f.gs = 0 (mod 7). Weil R faktoriell ist,
folgt aus 7 irreduzibel auch 7 ist prim. Daher gilt f, =0 (mod 7) oder gs =0 (mod 7),
ein Widerspruch zur Wahl von r beziehungsweise s. 0

Satz 3.2.7:
Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch R[X] faktoriell.

Beweis. Sei f € R[X]. Wir werden zeigen: f lasst sich als Produkt von Primelementen
in R[X] darstellen. Wir schreiben: f = I(f) - f*. Sei K der Quotientenkérper von R.
f € R[X] = f e K[X], K[X] ist faktoriell und daher gilt f* = fi--- f, mit fi,.... f,
irreduzible Polynome in K[X]. Durch Multiplikation mit dem kgV der Koeffizienten
erhalten wir f* =&y - f1--- fs, wobel fi,..., fs € R[X] irreduzibel und primitiv, ¢, eine
Einheit in K. 7
fi,..., fs primitiv 329 fi++- fs primitiv = ¢ ist Einheit in R. R faktoriell = e-I(f)
ist Produkt von irreduziblen Elementen in R, ¢ - I(f) = e-m -7 (e € R, m € R
irreduzibel). 7y, ..., 7, sind prim in R = (m),...,(n,) Primideale in R, das heifit
By pistB = (f0 p) (x]ist 1B. Bs gite: 7 pix) = BIXL. B und st daber 18
= m;R[X] ist Primideal in R[X| = m; Primelement in R[X].

Es bleibt also noch zu zeigen: fi,..., fs sind prim in R[X]. Klarerweise gilt: f; R[X] C
[iK[X] N R[X]. Fur die umgekehrte Inklusion: sei ¢ = f; - r mit r € K[X],g € R[X].
Schreibe r = $rg mit ro € R[X] primitiv, a,b € R, ggT(a,b) = 1.

g = fir = bg =bfir = afirg
11
—~ N
Es folgt: bI(g) ~ I(bg) = I(afiro) ~ aI(f;)I(ro). Folglich gilt:

b|a:>%eR:>reR[X]:>g€fiR[X]. -
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Bemerkung 3.2.8:
o K Korper = K|[X] faktoriell, sogar euklidisch & HIB.

R faktorieller Ring = R[X] faktoriell, im Allgemeinen weder euklidisch
noch HIB (sieche R = Z).

Korollar 3.2.9:
R[Xy,...,X,] ist faktoriell wenn R faktoriell ist.

Beweis. Beweis per Induktion nach n. IA: n = 1: Theorem 3.2.7
Sei gezeigt, dass R[Xq,..., X, 1] faktoriell ist. R[Xq,...,X,] = (R[X1,..., X 1])[X.]
und dies ist faktoriell nach IV und der Aussage fiir n = 1. U

Achtung: K[X, Y] ist faktoriell, aber kein HIB! Bsp: in R[X, Y] ist (X,Y") kein HI. (Ubung)

3.3 Irreduzibilitit von Polynomen

Bemerkung 3.3.1:
Ist R faktoriell, K = QK(R), so gilt: f irreduzibel in R[X] = [ irreduzibel in
K[X].

Beweis. f irreduzibel = f ist primitiv. Angenommen f reduzibel in K[X], das heif3t
f = gh mit g, h € K[X]. Schreibe dann § = \g, h = ph, wobei A\, € R, §,h € R[X]. Es
ist dann: A\uf = gh und gh ist primitiv nach Lemma von GauB 3.2.6, und somit muss
A € R* gelten, sodass f reduzibel in R[X]. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung
= [ irreduzibel in K[X]. O

Wir schreiben: f(X) = a, X"+ ... a1 X + ag,a; € R.

Satz 3.3.2 (Kriterium von Eisenstein):

Sei R ein faktorieller Ring, f € R[X] wie angegeben. Es existiere ein Primelement P

mit
a; =0 (modP) firi=0,...,n—1,

ap#Z 0 (mod P?),
a, Z0 (mod P).
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dann ist f irreduzibel (in R[X]).

Beweis. oBdA sei f primitiv. Angenommen f = (b +...0,X")(co+ -+ ¢, X?®) mit
b(X) o(X)
bi,c; € R. deg(b),deg(c) > 0. Es gilt: byco = ag. Es ist a9 = 0 (mod P) = by = 0
(mod P) V ¢y = 0 (mod P), aber nicht beides (wegen ag Z 0 (mod P?))! Sei oBdA ¢y #
(mod P).
Wegen a,, 0 (mod P) existiert zumindest ein by mit by # 0 (mod P). Ist k£ minimal
mit b Z 0 (mod P), so folgt ar = (bock + bicg—1 + -+ + bg_1¢1) + bpco = 0 (mod P), da
=0 (mod P)

k < n(deg(b),deg(c) > 1), ein Widerspruch zu by, Z 0 (mod P) A ¢y # 0 (mod P).

Somit ist f irreduzibel. 0

Beispiel 3.3.3 (Anwendungen):
R=7Z,peP.

o X" —p X"+ psind irreduzibel iiber Z[X].
— /p ¢ Q. (da X™ — p auch irreduzibel iiber Q[X] und {/p Nullstelle
von X" — p ist)

o f(X)=XP 14 XP 24 ... 4 X +1 ist irreduzibel iiber Z[X]. (X —1)f(X) =
XP —1. Setze X =Y + 1.

p P
X-1DfX)=YfY+1) =Y +1)P-1=) (P)Yi =YY (P)Y“.
i=1 \"? i=1 \"?
Es gilt (f) =0 (mod p) fir 1 <i <p-—1,sodass f(Y + 1) die Bedingungen
fiir die Anwendung von Theorem 3.3.2 erfiillt (f(Y +1) = Y?~ 1+ (;ﬁl) YP 24
R (g)Y + (11”)) = f(Y 4+ 1) ist irreduzibel.
=f(X)

Allgemeiner gilt: Sei @ € R*,b € R. Dann gilt: f(X) € R[X] ist irreduzibel
< f(aX +b) € R[X] ist irreduzibel.

Ubung: Hinweis: Betrachte o: R[X] — R[X], f(X) — f(aX + b) und zeige
o ist Homomorphismus, sogar Isomorphismus.

Reduktionskriterium. Sei R faktoriell, P Primelement von R. Die Reduktion mod P
RIX] = ppX], f = [ (mod P) = f

ist ein Ringhomomorphismus.
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Beispiel 3.3.4:

3X3 —7X% 42X 45 € Z[X]
mod 2: X3+ X? +1

Proposition 3.3.5:
Sei f=3",a;X" € R[X],?P ein Primelement von R mit a, # 0 (mod P). (das heifit

deg(f) = deg(f)). ~
Ist f irreduzibel in R/(p RIX], so ist f irreduzibel in R[X] oder f = rf mit
r € R, f irreduzibel in R[X].

Beispiel 3.3.6:
f(X) = (3X +1)(X + 2) ist reduzibel in Z[X], aber f mod 3 ist irreduzibel iiber

Z/391X].
f(X) = 4X? + 4 ist reduzibel in Z[X], aber f mod 3 = X? + 1 ist irreduzibel
iiber Z/5,7X].

Beweis (von Theorem 3.53.5). Sei f reduzibel in R[X] als f = gh mit degg,degh > 1.
Dann gilt f = gh = gh mit deg g, deg h > 1. Daher sind g, h keine Einheiten in R/?R[X]
(denn R/g) R ist IB, Einheiten in R/g; RIX] sind die Einheiten von R/jp R)- Also ist f
reduzibel in R/:])R[X]. O

Beispiel 3.3.7:
Zeige, dass f(X) = X* +3X3+ X? 4+ 6X + 2 irreduzibel in Z[X] ist. f mod 3 =
X4+ X242, Zeige: X*+ X?+2 ist irreduzibel tiber Z/BZ[X]. X4+ X?+2 hat keine

Nullstelle in Z/3Z —> einzige mogliche Zerlegung f = gh mit deg g = degh = 2.
Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten.

(X2 +aX +1) (X2+bX +2) (3.1)
(2X2 +aX + 1) (2X2 1 bX + 2)
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3.1 liefert uns folgende Kongruenzen:

a+b=0 (mod 3),
20+ b=0 (mod 3),
3+ab=1 (mod 3).

Die ersten beiden implizieren ¢ = 0 (mod 3), ein Widerspruch zur dritten.

Irreduzible Polynome in C[X]. Fundamentalsatz der Algebra: jedes nicht-konstante
Polynom aus C[X] besitz) mindestens eine Nullstelle. Sei also deg(f) > 1, Dann Ja €
C: f(a) =0 und daher f(X)= (X —a)-q(X) mit q(X) € C[X],deg(q) < deg(f).

Irreduzible Polynome in R[X]. Sei R[X] > f = (X —a;)--- (X — o) mit o; € C,
das heit f(o;) = 0,0 =1,...,n. f(ay) =0 = f(oy) =0 < f(o) = 0. Schreibe
fX)= (X —a)(X —a1) (X—a)(X =) (X =) (X —a) (X —ag1) - (X —an)

X2—(a1+a1) X +a1a1€R[X]
mit o1, - .., an € R. Die irreduziblen Polynome /R[X] haben Grad 1 oder Grad 2, in
letzterem Fall muss die Diskriminante negativ sein.

Beispiel 3.3.8:
X? 41 ist reduzibel in C[X] und in R[X].

X4+1:(X2+\/§X+1) (XZ—\/§X+1)

75



Kapitel 4

Anwendungen in der elementaren
Zahlentheorie

4.1 Die Ringe Z und Z/nZ

Z ist ein HIB, {mZ: m € N} enthélt alle Ideale von Z.

Korollar 4.1.1:
Seien ay,...,a, € Z \ {0} mit ggT(a,...,a,) = d. Dann Jxy,...,z, € Z mit
ary + -+ apx, = d.
a1y + - -+ + a,x, = s hat eine Losung <= d | s.

Beweis. I = {ayz1 + -+ + apvp: x1,...,2, € Z} ist Ideal in Z. — [ = mZ und

a1y + - -+ + apx, = m hat Losung. z.Z.: d =m. a1,...,a, € I, sodass m | a;,i =1,...,n
und daher m | d.
d|la,i=1,....,n = d|ax;+ -+ apx, = m.

Ist (z1,...,2,) Losung von airy + -+ + anz, = d, so ist (215,...,2,3) eine von
a1z + -+ apr, = s. d | s, da d stets ajxy + - - - + a,x, teilt. O

n=2: a,beZ\{0},geT(a,b) =d,c € Z.(xg,yo) eine Losung von ax + by = ¢. Dann sind
alle Losungen von az + by = ¢ von der Gestalt (zg + 3¢,y — %t) fiir ein t € Z.

Beweis. Das sind Losungen (einsetzen!).

axr +by=-c
} = a(z — ) +b(y — o) =0 (4.1)
axg+ by, =c
= a(z —x0) = —b(y — o)
a —b
AR g(x — T) = j(y = %)
Es folgt: 2 | (z — xo), das heiBt 3¢ € Z: (z — z¢) = 3t. Durch Einsetzen in 4.1 ergibt sich
Y — Yo = —'t. Daraus folgt die Behauptung. O
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Sei R ein kommutativer Ring. Ist = eine Kongruenzrelation, so ist {a € R: a = 0}
ein Ideal von R. Ist I ein Ideal von R, so ist durch a =b (mod I) <= a—b € [ eine
Kongruenzrelation definiert. Die Zuordnungen sind invers zueinander.

Z/mZ ist Korper <= m € P.

Beweis. Ist m ¢ P, so hat Z/mZ Nullteiler, diese sind nicht invertierbar. Umgekehrt, bei
a+ mZ # 0 + mZ betrachten wir au + mv = 1. Das hat eine Losung (u,v) € Z x Z, da
ggT(a,m)=1. = (a+mZ)(u+mZ) =1+ mZ. O

4.2 Die Struktur von (Z/mZ>*

(Z/mZ)* heiflt prime Restklassengruppe mod m.

‘ (Z/ mZ) *

¢ ist multiplikativ <= p(mn) = @(m)p(n) falls (m,n) = 1. Es gilt: R, S seien KREs.
Dann ist (R x S)* = R* x S*.

=: p(m) ,Eulersche p-Funktion

Lemma 4.2.1:

Ist f: R — S ein Ringisomorphismus, so gilt:

f(R) =57

Beweis. Sei x € R*. Dann existiert y € R mit zy = 1.

ls = f(1r) = f(zy) = f(2)f(y) = f(z)€S”
Die Umkehrung folgt durch Anwendung dieser Uberlegung auf f~': S — R. U

Korollar 4.2.2:
Sei ggT(m,n) = 1. Dann gilt:

fr (Z/ng)* — (Z/mZ>* X (Z/nZ)*’ x+mnZ — (x +mZ,x + nZ)

ist ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere ¢(mn) = p(m)e(n).

Beweis. Z/ng = Z/mZ X Z/nZ nach Chinesischem Restsatz 2.5.22 ((m,n) = 1) Es folgt:
(Z/ ng)* = (Z/ mZ)* X (Z/nZ)* nach dem Theorem 4.2.1.
_(Z * Z *
_(/mZ)X</nZ) O
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Korollar 4.2.3:
Fir m e N gilt:

plm

Beweis. Firm=1: v
Sonst sei m = pit - .- - pe" = w(m) =o(") - o(p").
Behauptung: ¢(p®) = p® — p®~ (p*~! = #Vielfache von p zwischen 1 und p*.)

— p(m) = (pf" —pi ) —p ) =p (L= L) (1= L) =
m (1 — p%) e (1 — i) —> Behauptung.
Es ist |Z*,| = ¢(m). Fiir a € Z*, gilt daher a®™ = aZml = 1.
a?™ =1 (mod m) ,kleiner Satz von Fermat*
m=p€P.a’! =1 (mod m) fiir (a,m) =1 oder a? = a (mod m) fiir beliebige m. O

Definition 4.2.4:

Sei m € N eine Zahl fiir die (Z/mZ)* zyklisch ist und ¢ ein Erzeuger von (Z/mZ)*.
Dann heifit g Primitivwurzel mod m.

Behauptung: Falls es eine Primitivwurzel (PW) mod m gibt, so gibt es ¢(¢(m)) viele.

Beweis.
’(Z/mZ>* = p(m).
Ist (g) = (Znz) s soist (o) = (L) <= eeT |s|(Zhnz) || =1 O
©(m)

Behauptung: (Z/pZ)* ist fiir p € P zyklisch. (Denn Z/pZ ist Korper und

(Z/ pZ)* < (Z/ pZ)*>
Es gilt sogar: (Z/me)* ist zyklisch.
Sei g eine PW  mod p.

Lemma 4.2.5:
Es gilt: g?"' £ 1 (mod p?) oder (g +p)P~! £ 1 (mod p?)
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Beweis. Angenommen ¢! =1 = (g + p)’~! (mod p?).
(g+p)P~t = g" ' 4p(p—1)gP >+ o (mod p?). (g+p)P' =1 (mod p*)AgP~t =1

=0 (mod p?)
(mod p?) = p(p — 1)g?"2 = 0 (mod p?). Das hiee (p — 1)g*"2 = 0 (mod p) =
g 2 =0 (mod p). g ist aber PW. 4
Satz 4.2.6:

Sei p > 2 prim, g Primitivwurzel mod p fiir die g*"' # 1 (mod p?). Dann ist g
Primitivwurzel mod p?® fiir alle s > 1.

Beweis. Wir zeigen zunéchst durch Induktion, dass ¢~ ;é 1 (mod p°) Vs > 2.
Induktionsanfang: s = 2 nach Voraussetzung erfiillt. Sei bereits gezeigt, dass ¢g®~D?" " £ 1
(mod p*) = 1+ ap*! mit pta.

s— 1
g(pfl)-p L (1+aps1)p_1+paps1+7“<p2 ) a2 25 2 4 Z() at (s 1)i

=0 (mod pst1)s>2,i>3

—1
=1+ap’+ pT a®p* ' =1+ap® (mod pP™)#1 (mod p*tt) O
[ S —
=0 (mod pst1)s>2

ordy,s(g) = e e | p(p°) = (p— )p*~t. Zudem gilt: ¢ PW modp = g¢r !t =1

(mod p) = p—l | e. Insgesamt —<5p*~ o5 < s—2
so folgte g??~V7""" =1 (mod p*), ! zu Theorem 4.2.6
Also gilt k= s —1 und damit e = (p — 1)p*~! = ¢(p*) = ¢ Primitivwurzel.
Korollar 4.2.7: i
Sei p > 2 prim. Dann ist <Z/pkz) zyklisch Vk > 1.
Korollar 4.2.8:
Sei p > 2. Ist g ungerade PW mod p*, so ist g auch PW mod 2p*.
Beweis.
ordy,(g) = kgV(ords(g), ordye(9)) = ordye(9) = w(p*) = ¢ (2p") O
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Weiters gilt: Falls g eine gerade PW  mod p* ist, so ist g + p* eine ungerade! —
(Z/kaz> ist zyklisch.

Beispiel 4.2.9:
Sei nun p = 2, es gilt:
o ordg(5) =22 = %216)

o Fir k > 2ist Z == {(=1)'5:4 € {0,1},0 < j < 2¥72} ist eine primes
Restsystem mod 2.

Satz 4.2.10: additive Gruppen
Sei k > 2, dann ist f: Z/QZ X Z/2k72Z — (Z/ka) ,
(i,7) = (—1)'57 + 2¥Z ein Isomorphismus.

Satz 4.2.11 (Satz von Gauf}):
Sei m € N. (Z/mZ)* ist zyklisch <= m = p* Vv m = 2p* fiir ungerade Primzahl
p,k>1oderm=1,2,4

Beweis. Angenommen (Z/mZ)* sei zyklisch, m # p*,p # 2p*, m # 2¥. = I ungerade
Primzahl ¢ mit m = ¢" - m/ mit ggT(q,m') = 1,m’ > 1. Sei also a mit ggT(a,m) = 1, das

heist a € (2/,7) .
ordy,(a) = kgV(ordgn(a), ord,,(a)) < kgV(p(q"), p(m)) > (") - p(m'),
da ¢(¢") =0 (mod 2), p(m’) =0 (mod 2), da 4 | m’ falls m gerade.
ordm(a) > ¢(q") - o(m') = @(q" - m') = p(m) 0
Sei m = 2*p3? .- - p*. Dann gilt
w2 (Ga) = Gaa) < Gopa) < ()
ar>2 (Yg) =2 Lagx Lypogx (Yign) < x (Yypa)

und alle auftretenden Faktoren sind zyklische Gruppen.

80



4.3 Algebraische Kongruenzen

Kongruenzen vom Typ f(z) =0 (mod m), wobei f(z) = S, a;2x',a; € Z.

Satz 4.3.1 (Satz von Lagrange):

Seip € P, f(z) =0 (mod p) eine algebraische Kongruenz vom Grad n. Dann hat f
hochstens n Nullstellen  mod p.

Beweis. p e P = Z/pZ ist Korper — Z/pZ[X] ist I B = fe Z/pZ[X] vom Grad
n hat hochstens n Nullstellen. O

Proposition 4.3.2:

Sei f € Z[X], f # 0, Lg(m) die Anzahl der mod m inkongruenten Lésungen von
f(x) =0 (mod m). Dann ist L; multiplikativ, das heiBt L;(mn) = Lg(m) - L¢(n)
falls (m,n) = 1.

Beweis. Fur k € N sei Ay die Menge der Restklassen £ mod k, fir die f(z) =0 (mod k)
(sodass L¢(k) = |Ag]). Wir wissen: g: Z/ng — Z/mZ X Z/nZv
x +mnZ v (x +mZ,x + nZ) ist ein Isomorphismus.

9(Amn) Z A, x A,
Ist f(z) = 0 (mod mn), so folgt f(z) = 0 (mod m) und f(z) = 0 (mod n) =
g(Amn) C A, X A,
Umgekehrt: Sei f(x) =0 (mod m), f(y) =0 (mod n) (also (z,y) € A,, X A,,). Nach dem
Chinesischen Restsatz 2.5.22 gibt es mit (m,n) = 1 eine Restklasse z mod m-n mit z = x
(mod m), z =y (mod n). Damit ist f(z) =0 (mod mn) = g(Amn) 2 A X A,.

Ly(mn) = [Ann| = |g(Amn)| = [Am X An| = [An| - [An] = Ly(m) x Lg(n) ]
Anwendung auf Kongruenzen f(z) =0 (mod m),m = p{*---pp*.

f(x)=0 (modm) <= f(z)=0 (modpi")i=1,...,k

Beispiel 4.3.3:
Sei f(x) =23+ 1922 —x+2=0 (mod 21).
f(x)=0 (mod 3) hat Losungen 1,2
f(z)=0 (mod7) 1,2,6
=aqa; (mod 3) a; € {1,2}
z=b; (mod7) b; €{1,2,6}

— Bestimme alle z mod 21 mit Losungen

mod 21 sind: 1,2, 8,13, 16, 20.
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f(z) =0 (mod p*),a > 1

1. Schritt: Lose f(z) =0 (mod p) durch Einsetzen. Seien die Lésungen von f(x) =0
(mod p€) bekannt fir ein 1 < e < a. Bezeichne die Menge der mod p¢ inkongruenten
Losungen mit A.. Angenommen zy € A, <= f(z9) = 0 (mod p?) = f(z9) =0
(mod p*™!) = zp=a (mod p°1), also zg = a + yp* .

n k) (g
0= St = 100 = 3 20 -0y
n (g
— (o)~ 1t = (2 TP -0 - )

a(X)

Dann ist g(a) = f(a). Setze xq fiir X und betrachte die resultierende Kongruenz mod p®:

CF@) = (- alwe) (mod pf) —> ;f(?)zy-qm) (mod p)

P =y-qa)=y- f'(a) (mod p)

Insgesamt:

1 =y/f'(a) (mod p). (4.2)
Kongruenz vom Typ:

b=ay (mod m) losbar <= ay —b=Im
<= ay — Am = b losbar
< ggT(a,m) | b

3 Falle:

1. f'(a) #0 (mod p). Dann ist ggT(f'(a),p) = 1 und daher die Kongruenz eindeutig
16sbar. Dann hat a genau eine Fortsetzung a + yp® ! in A., wobei y die eindeutige
Losung von 77 ist.

2. f'(a) =0 (mod p) A f(a) = o (mod p). Dann ist jedes y € Z/pZ Lésung von 77 und
a hat p Fortsetzungen zu Losungen a + yp°~! in A..

3. f'(a) =0 (mod p) A f(a) # 0 (mod p). Dann hat a keine Fortsetzung in A..

Beispiel 4.3.4:

f(X)=X3+3X2+4X +8, f(X)=0 (mod 16)
fi(X)=3X?+6X+4=X*=X (mod 2)
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mod 2: 0, 1 sind Losungen.

mod 4:

o Fortsetzungen von 0: _];(0) =0=y-0 (mod 2) = Fortsetzungen

von 0 sind y=0+0-2und 0+ 1-2, also 0, 2.

» Fortsetzungen von 1: %(1) =0=1 (mod 2) = Fortsetzung von 1
ist14+0-2=1.

—> Losungen mod 4: 0,1, 2.
mod 8:

« Fortsetzung von 0: =0=y-0 (mod 2) = Fortsetzungen von
0sind0+0-4=0und 0+1-4=4.

o Fortsetzung von 1: %(1) =0=y-1 (mod 2) = Fortsetzung von 1
ist1+0-4=1.

—f(0) —
4

—f(2)

i 1

y-0 (mod 2) = 7 Fortsetzung von

o Fortsetzung von 2:
2.

mod 16: Ubung, nur 1 hat die Fortsetzung 1 +0-8 = 1.

mod 2: 0 1
I |

mod 4: 0 2 1
I |

mod &: 0 4 1
!

mod 16: 1
!

mod 32: 17

4.4 Potenzreste & quadratische Reste

Sei nun f(X) = X" — a. Wir kénnen X" = a (mod m) reduzieren zu X" = a (mod p®)
fir Primzahlpotenzen. Wir beschréanken uns auf den Fall ggT(a,p) =1 = a € (Z/paz)*
und wir wissen (Z/paz)* ist zyklisch. 3 PW  mod p®!

Sei m € N mit (Z/mZ)* zyklisch. Sei g eine PW mod m.
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Definition 4.4.1:

Fir a € (Z/mZ)* sei I,(a) € {0,1,...,¢p(m) — 1} so gewihlt, dass a = g+
(mod m). Dann heifit die Abbildung

Iy (Lpz) = L pmyz @ 1)

zahlentheoretischer Logarithmus (zur Basis g).

Beispiel 4.4.2:
m="7,9=3.

ae(Bhz): 1 2 3 45 6

Lia)elpgy: 0 2 1 4 5 3

Es gilt: ¢ = ¢ (mod m) <= i=j (mod ¢(m)). (Ubung, Satz von Fermat)

Proposition 4.4.3:
Fir a,b € (Z/mZ)* ,g PW mod m gilt:

Iy(ab) = Iy(a) + Iy(b)  (mod p(m))

Bewess.

I4(ab) =

g g ab = glg(a) . glg(b) = glg(a)+lg(b)

(mod m)

Iy(ab) = Iy(a) + 1y(b) ~ (mod ¢ (m))

Durch Induktion: I,(a") = nl,(a). O

Beispiel 4.4.4 (Anwendungen):
1. az = b (mod m) mit ggT(ab,m) =1,3 PW g (mod m).

< I (ax) = 1,(b) (mod p(m))
= Iy(a) + Iy(z) = I,(b) (mod p(m))
= Iy(x) = Ly(b) = Ig(a) (mod p(m))



Beispiel: 2z =5 (mod 7),g = 3

<— I3(z) = I3(5) — I3(2) (mod 6)
< [3(x)=3 (mod6) <= x=6 (mod7)

2. az™ =b (mod m) mit selben Voraussetzungen wie bei 1.

<~ I (az"™) =1,(b) (mod ¢(m))
= nly(x) = Iy(b) = Iy(a) (mod p(m))

und diese ist genau dann losbar, wenn

ggT(p(m),n) | (1y(b) — Iy(a)).

Beispiel:

20° =6 (mod 7) <= 5I3(x) = I3(6) — I3(2) (mod 6)
< 53(x) =1 (mod 6)
<= [3(z)=5 (mod 6)
< =5 (mod?7)
3. ab® = ¢ (mod m), ggT (abc,m) =1
< [,(ab®) = 1,(c) (mod p(m))
= 2ly(b) = Iy(c) — Iy(a) (mod ¢(m))
und diese Kongruenz ist 16sbar, genau dann wenn
88T (1y(b), p(m)) | (Ig(c) — Iy(a)).
Beispiel:

2:3"=5 (mod7) <= XI3(3) = I3(5) — I3(2) (mod 6)
< X =3 (mod 6)

Definition 4.4.5:
Seien m € Nja € (Z/mZ) . a heiflt n-ter Potenzrest mod m, wenn X" = a

(mod m) losbar ist, das heifit a ist n-te Potenz in (Z/mZ)*' Fir n = 2 heifit a
quadratischer Rest.
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Satz 4.4.6:
Seien m,n,d € N mit d = ggT(n,¢(m)),a € Z mit ggT(a,m) = 1. Ist (Z/mZ>

zyklisch, so ist a genau dann n-ter Potenzrest mod m, wenn a =1 (mod m).
Die Kongruenz X" = a (mod m) hat genau d inkongruente Losungen mod m.

Bewess.

X"=a (modm) <= nly(X)=I,(a) (mod ¢(m)) losbar (g eine PW mod m)
——
y

<= d| I,(a)(und die Kongruenz hat genau d Losungen)

I
<~ p(m) | W(beide Seiten mit go(dm) multipliziert)
= glg(allw(m) =—1 (mod m)
Lp(;n)
= (gjg(“)) =1 (mod m) O
———

Satz 4.4.7:
Seien m,n € N, d = ggT(m,n). Dann bilden die n-ten Potenzreste a € (Z/mZ>

eine Untergruppe von (Z/mZ)* (= PR,). Ist (Z/mZ)* zyklisch, so ist |P,| = “D(n

Beweis. Seien a, b n-te Potenzreste, das heifit 3z, y: 2" = a (mod m),y" = b (mod m).
Dann ist (zy)" = ab (mod n) also ab n-ter Potenzrest. Dariiber hinaus gilt: 2" = a

(mod m) = ggT(xz,m) =1, das heiBit = ist invertierbar in Z/mZ’ also in (Z/mZ>*'
(:v_l)n =a' (mod m).

Ist (Z/mZ> zyklisch, so existiert eine Primitivwurzel g (mod m).

sa »(n)

a = 1 (mod m) <:> (m)I s(a) = 0 (mod ¢(m)), diese Kongruenz hat genau
ggT(M w(m)) = (’D( Losungen O

Korollar 4.4.8:
Wiéhle m = p,p € P ungerade, n = 2. (Z/pZ)* enthélt genau 7’2;1 quadratische Reste
(QR) und 2% quadratische Nichtreste (QNR)
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Definition 4.4.9:
Sei p # 2 prim, a € Z mit (a,p) = 1.

heifit Legendre-Symbol

p —1 fallsa QNR mod p

<a> o {1 falls a QR mod p
p)

Bemerkung 4.4.10:
Falls ¢ = d’ (mod p) = (9) = (“—)

Satz 4.4.11 (Eulersches Kriterium):
Sei p # 2 prim, (a,p) = 1. Dann gilt: (%) =q"7 (mod p)

Beweis. Wir wissen bereits (%) =1 <= a QR modp <= o' =1 (mod p). Ist a
QNR, so ist a” B # (mod p), aber a?! =1 (mod p) (kleiner Fermat).

o1 =(a"T —1)-(a" +1) (modp) = a’T +1=0 (mod p).
)

—_———
=0 (mod p) #0 (mod p OJ
Korollar 4.4.12:
Seien ay,...,ax € Z, (a1, ...,a;) = 1. Dann gilt
p p p
Beweis. Einsetzen ins Fulersche Kriterium. O

Korollar 4.4.13 (erster Erginzungssatz):



Daher gilt (_71) =1 <= p=1 (mod 4).

Satz 4.4.14 (Lemma von Gauf}):
Sei p # 2 prim, (a,p) = 1). Seien r; die Reste bei Division mit absolut kleinstem
Rest a -i durch p,1 <i < %. Dann gilt: (%) = sgn(ry) - sgn(ry) - - - sgn (r%>

Beweis. Wir behaupten zunéchst: {|r1| e

o)
lri] <8, 7i #0,7; # & weil (a,p) = 1 bezichungsweise p # 2. Angenommen |r;| = |r;| =
rp=%4r; = a-i==a-j (modp) = i>1I; (modp) = i=j (mod p) wegen

.. 1
1§®7]§p7

p—1
(P ) sentr)-+sem (res) = I

Tp-1
2

-sgn(ry) - -+ sgn <7’pr1)

Tp*l
2

=71 T
2

E(a.l)...<a.p;1> (mod p)

2

= sgn(ry) - -sgn (rp;1> =a'T = (CL) (mod p) O

Korollar 4.4.15 (zweiter Erginzungssatz):

2\ (_1)%71 1 fallsp=1V7 (mod 8)
B " 1-1 fallsp=3V5 (mod )

p=8k+ 1: Tokals- - -5 Tak sind negativ, das sind 2k Stiick.
p=8k+3: Topi1,.-.,Tak,Tapr1 sind negativ, das sind 2k + 1 Stiick.
p =8k + 5: Toka2y - -+ > T4kt sind negativ, das sind 2k + 1 Stiick.
p=8k+T: Tok+2y « -« > T4k+3 sind negativ, das sind 2k + 2 Stick.

Beweis.
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Satz 4.4.16 (quadratisches Reziprozititsgesetz):

Seien p, ¢ ungerade Primzahlen. Dann gilt:

() -

Beispiel 4.4.17:
. (®)-()-(3)-1

25| = (2 - (28 -y (B8
997 - \223/)  \223) 223)
~—
=1 (mod 4)
=3 (mod 4)
~~
() () - | 2| - (B - (Y-
To\223/\223) 223 - 59 /) \59 /)
~—~
=3 (mod 4)

()~ - () () (%)

—> 223 ist quadratischer Rest mod 997.
Wenig rechnen verglichen mit Eulerschem Kriterium 223%% (mod p).

Beispiel 4.4.18:
Es existieren unendlich viele Primzahlen p =1 (mod 4).

Beweis. Angenommen py, . .., ps seien alle Primzahlen = 1 (mod 4). N :== p; - - - ps.
Betrachte (2N)? + 1. Sei ¢ ein Primteiler von (2N)? + 1, dann kann ¢ nicht aus
{p1,...,ps} sein, also ¢ =3 (mod 4). (2N)>+1=0 (mod q) < (2N)? = —

(mod q), das heifit —1 ist QR mod ¢, also (%) = 1. Nach erstem Ergénzungssatz
— ¢=1 (mod 4) ’
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Warnung:
Auch wenn ich mir in der Vorlesung griindlich Miihe gebe ordentlich
mitzuschreiben, sind mit Sicherheit zahlreiche Tippfehler in meiner Mitschrift.
Wenn dir einer auffallt, gib mir unbedingt Bescheid. Schreib dazu einfach per
WhatsApp oder E-Mail (anton@mosich.at) wo der Fehler ist, und was richtig

ware.
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\chapter{Gruppen}
\section{Grundlagen}
$M_1, M_2, M_1 \times M_2, \dots$ Mengen \\
Relationen auf $M$ ($a \mathfrak{R} b$ für $a,b\in M$) \\
$f\colon \fun{M_1}{M_2} a b$

Operationen:
\begin{itemize}
	\item $f\colon M\times \cdots \times M \to M$ innere Operation
	\item $g\colon \fun {\Omega \times M \times \cdots \times M}M{(\omega_1, a_2, \dots, a_k)}{g(\omega_1, a_2, \dots, a_k)}$ äußere Operation
	\item 0-äre Operation: zeichnet ein Element aus $M$ aus
	\item unäre Operation: $f\colon M\to M$ (Bsp.: $M=\Z\colon x\mapsto -x$)
	\item binäre Operation: $f\colon M\times M \to M$ (Bsp.: $M=V$, mit $V$
	      Vektorraum über \K$: (v_1, v_2) \mapsto v_1 + v_2$)
\end{itemize}

Algebra: Untersuchung von Mengen auf denen eine oder mehrere
Operationen erklärt sind.
\begin{defin}
	Sei $G \neq \emptyset$ zusammen mit einer inneren, binären Operation $\circ$ heißt Gruppe $(G, \circ)$, falls:
	\begin{enumerate}[label=$G_\arabic*$:]
		\item $\forall a, b, c \in G\colon (a \circ b) \circ c = a \circ (b \circ c)$ Assoziativität
		\item $\exists e \in G\colon \forall a \in G\colon a \circ e= e \circ a = a$ neutrales Element
		\item $\forall a \in G\colon \exists \inv a \in G\colon a \circ \inv a = \inv a \circ a = e$ inverses Element
	\end{enumerate}
	Gilt zusätzlich
	\begin{itemize}
		\item[$G_4$:] $\forall a, b \in G\colon a \circ b = b \circ a$,
	\end{itemize}
	so heißt $(G, \circ)$ abelsch oder kommutativ.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	\begin{itemize}
		\item In einer Gruppe ist das neutrale Element stets eindeutig
		      bestimmt. Angenommen $e, e'$ seien neutral: $e = e \circ e' = e'
			      \circ e = e'$
		\item In einer Gruppe ist das inverse Element zu einem Element $a$
		      stets eindeutig bestimmt. Sei $
			      \begin{cases}
				      a \circ b = b \circ a = e \\
				      a \circ c = c \circ a = e
			      \end{cases}
			      .
			      c = c\circ e = c \circ (a \circ b) = (c \circ a) \circ b = e \circ b = b$
		\item In $G_2, G_3$ könnte man auf $
			      \begin{cases}
				      e \circ a = a \\
				      b \circ a = e
			      \end{cases}
		      $ reduzieren und
		      $a \circ e = a, a \circ b = e$ folgern $(b = \inv a)$ \\
		      Sei $b \circ a = e, c\circ b = e$
		      \begin{align*}
			       & a = e \circ a = (c \circ b) \circ a = c \circ (b \circ a) = c \circ e                              \\
			       & a\circ e = (c \circ e) \circ e = c \circ e = c \circ (b \circ a) = (c \circ b) \circ a = e \circ a \\
			       & a \circ b = e \circ a \circ b = (c \circ b) \circ (a \circ b) = c \circ ((b\circ a) \circ b) =
			      c \circ (e \circ b) = c \circ b = e
		      \end{align*}
		\item $(G, \circ)$ mit nur $G_1$ heißt Halbgruppe.
		\item $(G, \circ)$ mit nur $G_1, G_2$ heißt Monoid (Bsp.: $(\N, +)$ ist ein kommutativer Monoid).
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\subsubsection{Rechenregeln}
Kürzungsregel:
\begin{itemize}
	\item $a \circ b = a \circ c \implies b = c, b \circ a = c \circ a \implies b = c$
	\item $\inv{(\inv a)} = a$
	\item $(a \circ b)^{-1} = \inv b \circ \inv a$
\end{itemize}
Gruppentafel: alle möglichen Verknüpfungen von je 2 Elementen aus $G$ bestimmt die Gruppe eindeutig \\
Für $g \in G$ schreiben wir $g^2 \coloneq g \circ g, g^n \coloneq \underbrace{g \circ \cdots \circ g}_{n\text{ mal}}$
und es gilt $g^m \circ g^n = g^{m+n}$ für $m, n \in \Z$ \\
Falls die Verknüpfung in einer abelschen Gruppe als $+$ geschrieben wird, so schreibt man
$e = 0, g^n = n \cdot g, \inv g = -g$

\begin{defin}
	Sei $(G, \circ)$ eine Gruppe, $g \in G$.
	\begin{itemize}
		\item $\abs G \eqcolon \ord(G), \ord_G(g) \coloneq \min\{ n>0\colon g^n = e\}$ (kann auch $\infty$ sein)
		\item $\exp(G) \coloneq \min\{n>0\colon \forall g \in G\colon g^n = e\}$
		\item $Z(G) \coloneq \{h \in G\colon g \circ h = h \circ g \forall g \in G\}$ Zentrum von $G$
		\item $Z_G(g) \coloneq \{h \in G\colon g \circ h = h \circ g\}$ Zentralisator von $g$ in $G$
	\end{itemize}
\end{defin}

\begin{bsp}
	\begin{itemize}
		\item $(\Z, +), (\Q, +), (\R, +), (\C, +)$
		\item $(\Q \setminus \{0\}, \cdot), (\R \setminus \{0\}, \cdot), (\C\setminus \{0\}, \cdot)$
		\item $(\Z_n, +)$
		\item Sei $\mc S_M \coloneq \{f\colon M \to M\colon f \text{ bijektiv}\}$
		      (Symmetrische Gruppe der Menge $M$) bildet eine Gruppe bezüglich
		      der Verknüpfung von Abbildungen $\circ$. Ist $M=\{1, \dots, n\}$
		      so schreiben wir $\mc S_n$. Es gilt $\abs{\mc S_n} =
			      n!$
		\item Sei $M$ eine Menge, $G$ eine Gruppe. $\operatorfont{Abb}(M, G) \coloneq
			      \{f\colon M \to G\}$ \\ $(f_1\cdot f_2)(m) \coloneq f_1(m)\cdot f_2(m)$
		\item Sei \K\ Körper, $M_n(\K)\colon n \times n$ Matrizen über \K.\\
		      $\GL_n(\K)\coloneq \{A \in M_n(\K)\colon \det(A) \neq 0\}$ allgemeine lineare
		      Gruppe.
	\end{itemize}
\end{bsp}

\section{Untergruppen, Erzeuger und zyklische Gruppen}
\begin{defin}
	$\emptyset \neq H \subseteq G$ heißt Untergruppe $(H, \circ)$ von $(G, \circ)$ falls $(H, \circ)$
	selbst die Eigenschaften $G_1-G_3$ erfüllt. Wir schreiben dann $(H, \circ) \le (G, \circ)$ beziehungsweise
	$H \le G$. Insbesondere muss $\circ$ eine innere Operation auf $H$ definieren,
	$e \in H$ und mit $a \in H$ auch $\inv a \in H$
\end{defin}

\begin{lemma}
	$H \le G \iff H \neq \emptyset \land \forall a, b \in H\colon a \inv b \in H$
\end{lemma}
\begin{proof}
	$H \neq \emptyset \implies \exists h \in H \implies h \inv h = e \in H$ \\
	Seien $\underbrace{a}_{=e}, b \in H$. Dann gilt: $e \inv b \in H$, das heißt $\inv b \in H$.
	Wegen $\inv b \in H$ folgt $a (\inv b)^{-1} = ab \in H \implies ab \in H$. Die Umkehrung ist klar.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
	\begin{itemize}
		\item Für jede Gruppe $G$ gilt: $\{e\}, G$ sind stets Untergruppen von $G$.
		      Alle anderen Untergruppen von $G$ heißen echte Untergruppen.
		\item Für zwei Untergruppen $H_1, H_2$ von $G$ ist auch $H_1 \cap H_2$
		      eine Untergruppe. Allgemeiner: sind $(H_i)_{i\in I}$ Untergruppen
		      von $G$, so ist $\bigcap_{i\in I} H_i$ eine Untergruppe von $G$.
		\item Für $g \in G$ ist $\hull g \coloneq \{ g^n\colon n\in \Z\}$ die von $g$
		      erzeugte Untergruppe von $G$. $\ord_G(g) = \abs{\hull g}$
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{defin}
	Sei $\emptyset \neq S \subseteq G$. Dann heißt $\bigcap\limits_{\substack{H\le G\\S\subseteq H}}H$ die
	von $S$ erzeugte Untergruppe in $G\colon \hull S$. $\hull S$ ist die kleinste Untergruppe, die $S$ enthält.
\end{defin}

\begin{proposition}
	\[
		\hull S = \{ s_1 \circ \cdots \circ s_n\colon s_i \in S \cup \inv S, n \in \N \} (\eqcolon\bar S)
	\]
\end{proposition}
\begin{proof}
	\begin{itemize}
		\item $S \subseteq \bar S$ \checkmark
		\item $\bar S \subseteq \hull S$ (da $\hull S$ eine Untergruppe von G ist, die $S$ enthält)
		\item Behauptung: $\bar S \le G$: Seien $a, b \in \bar S$. OBdA $a =
			      s_1 \circ \cdots \circ s_n, t_1 \circ \cdots \circ t_m$ (mit
		      $s_i, t_j \in S \cup \inv S$) \\ $a \circ \inv b = s_1 \circ
			      \cdots \circ s_n \circ \inv t_m \circ \cdots \circ \inv t_1 \in
			      \bar S$ \\ $\bar S \subseteq \hull S \implies \hull S \subseteq
			      \bar S$
	\end{itemize}
	Alles in Allem: $\hull S = \bar S$
\end{proof}

\begin{defin}
	\begin{itemize}
		\item $G$ heißt endlich erzeugt, falls $\exists S \subseteq G$ mit $\abs S < \infty$ und $\hull S = G$.
		\item $G$ heißt zyklisch, falls $\exists g \in G\colon \hull g = G$
		\item Jede endliche Gruppe ist endlich erzeugt.
		      \begin{itemize}
			      \item $(\Z, +)$ ist von 1 erzeugt, also zyklisch.
			      \item $(\R, +)$ ist nicht endlich erzeugt, da überabzählbar
		      \end{itemize}
	\end{itemize}
\end{defin}

\begin{satz}
	\label{satz:zyklisch}
	Sei $G$ eine zyklische Gruppe, $H \le G$. Dann ist $H$ zyklisch.
\end{satz}
\begin{proof}
	Sei $G = \hull g$. $H \le G \implies H \neq \emptyset$. Falls $H = \{e\}$, so ist $H$ zyklisch. \checkmark \\
	Falls $H \neq \{e\}$, so enthält $H$ mindestens ein weiteres Element $u$. \\
	$u = g^s$ mit $s \in \Z$ (oBdA sogar $s \in \N$, sonst $u \to \inv u$). Wir wählen nun unter allen
	$u = g^s$ mit $s \in \N \setminus \{0\}$ eines mit $s$ minimal. \\
	Behauptung: $H = \hull u = \hull{g^s}$ \\
	$\hull{g^s} \subseteq H$, weil $H \le G$ die $g^s$ enthält. Sei $h \in H$ beliebig. $h \in G \implies
		\exists m \in \Z\colon h = g^m$. Es ist $m = l \cdot s + r$ mit $0 \le r < s$. $h = g^m = g^{ls+r} \in H$
	$\implies \underbrace{g^{-ls}}_{\in H} \cdot g^{ls+r} = g^r \in H$. Weil $s$ minimal gewählt wurde gilt
	$r = 0$, das heißt $h = g^{ls} \in \hull{g^s}$
\end{proof}

\begin{proposition}
	Sei $G$ eine endliche Gruppe, $g \in G$ mit $\ord_G(g)=k$. Dann gilt:
	\begin{enumerate}
		\item $g^n = e \iff k \mid n$
		\item $\ord_G (g^t) = \frac{k}{\ggT(k, t)}$
	\end{enumerate}
\end{proposition}
\begin{proof}
	In der Übung
\end{proof}

\begin{korollar}
	Ist $\hull g = G$ eine endliche, zyklische Gruppe, so gibt es zu jeden Teiler $d$ von $n \coloneq \ord(G)$ genau
	eine Untergruppe der Ordnung $d\colon H = \hull{g^{\frac nd}}$
\end{korollar}
\begin{proof}
	$G = \hull g \implies \ord_G(g) = n \overset{2.}{\implies}\ord_G(g^{\frac nd}) = \frac n {\ggT(n, \frac nd)} = d$ \\
	Umgekehrt, sei $H' \le G$ mit $\abs{H'} = d$. Nach \cref{satz:zyklisch}: $H'$ ist zyklisch,
	$H' = \hull{g^s}$ mit $s$ minimal, sodass $g^s \in H'$. Es ist $e = g^n \in H' \overset{1.}{\implies} s \mid n$ \\
	$\abs{H'} = \ord(g^s) = \frac{n}{\ggT(n, s)} = \frac ns \implies d = \frac ns \implies s = \frac nd$
\end{proof}

\begin{proposition}
	Sei $G$ eine endliche, abelsche Gruppe, $a, b \in G$ mit $\ord_G(a) = r, \ord_G(b)=s$ mit
	$\underbrace{(r, s)}_{\rlap{\scriptsize{Notation für $\ggT(r,s)$}}} = 1$. Dann gilt $\ord_G(ab)=rs$.
\end{proposition}
\begin{proof}
	$a^r = e, b^s = e \implies a^{rs} = e, b^{rs} = e \overset{\text{abelsch}}{\implies} (ab)^{rs} = e
		\implies \ord_G(ab) \mid rs$ \\
	Angenommen: $\ord_G(ab) < rs$. Dann $\exists p \in \Primes\colon (ab)^{\frac{rs}p} = e$. \\
	Sei oBdA $p\mid r \;(\implies p \nmid s, \text{ weil }(r, s) = 1)$
	\[
		(ab)^{\frac{rs}p} = a^{\frac{rs}p} \cdot b^{\frac{rs}p} = (a^s)^{\frac rp} \cdot
		{\underbrace{(b^s)}_{=e}}^{\frac{r}p} = (a^s)^{\frac{r}p} = e
	\]
	Die Ordnung von $a$ und daher von $a^s$ ist aber $r$ und daher sicher $>
		\frac rp$. \qed
\end{proof}

Für $p \in \Primes$ bezeichnet $\nu_p(n)$ die Vielfachheit
von $p$ in $n$.

\begin{lemma}
	Sei $G$ endliche abelsche Gruppe. Dann gilt:
	\[
		\forall g \in G\colon \ord_G(g) \mid \max_{h\in G} \{\ord_G(h)\}
	\]
\end{lemma}
\begin{proof}
	Sei $a \in G$ mit $\max\limits_{h\in G} \{\ord_G(h)\} \eqcolon m$. \\
	Angenommen: $\exists b \in G$ mit $\eqcolon \ord_G(b) \nmid m \implies
		\exists p \in \Primes$ mit $\underbrace{\nu_p(n)}_{\eqcolon e'} > \underbrace{\nu_p(m)}_{\eqcolon e}$ \\
	Betrachte die Elemente $a^{p^e}$ und $b^{\frac{n}{p^{e'}}}$.
	\[
		\ord_G\left(a^{p^e}\right) = \frac{m}{p^e}, \ord_G\left(b^{\frac{n}{p^{e'}}}\right) = p^{e'}
	\]
	Dann ist $\ggT\left(a^{p^e}, b^{\frac{n}{p^{e'}}}\right) = 1 \implies
		\ord_g\left(a^{p^e} \cdot b^{\frac{n}{p^{e'}}}\right) = \frac{m}{p^e} \cdot
		p^{e'} = m \cdot p^{\overbrace{\scriptstyle{(e'-e)}}^{\ge 1}} > m$ \qed
\end{proof}

\begin{satz}
	Sei \K\ ein Körper.
	Jede endliche Untergruppe $G$ von $(\K \setminus \{0\}, \cdot)$ ist zyklisch.
\end{satz}
\begin{proof}
	$m \coloneq \max_{g\in G} \{ \ord_G(g) \} = \kgV \{\ord_G(g)\colon g \in G \}$ \\
	$\implies$ alle $g \in G$ sind Nullstellen des Polynoms $x^m -1\in \K[x]$.
	Ist $a \in G$ mit $\ord_G(a) = m$, so sind $a^0, a^1, \dots, a^{m-1}$ paarweise verschiedene Nullstellen
	dieses Polynoms. \\
	$\implies a^0, \dots a^{m-1}$ sind alle Nullstellen von $x^m - 1$ (weil Polynom vom Grad $m$ nur $m$ Nullstellen
	haben kann) und es gilt $G = \hull a$
\end{proof}

\begin{bsp}
	\begin{enumerate}
		\item $\K = \C, \mathbb{E}_n \coloneq \{x \in \C\colon x^n = 1\}$
		\item $\K = \Z_p, p \in \Primes, \Z_p^* \coloneq \{\bar a \in \Z_p\colon \bar a \neq \bar 0 \}$
	\end{enumerate}
\end{bsp}

\section{Gruppenhomomorphismen}

\begin{defin}
	Seien $(G, \circ)$ und $(H, \square)$ Gruppen.
	$\phi\colon G \to H$ heißt Gruppenhomomorphismus falls:
	\[
		\forall a, b \in G\colon \phi(a \circ b) = \phi(a) \square \phi(b)
	\]
	$\ker(\phi) \coloneq \{ g \in G\colon \phi(g) = e_H \}$ \\
	$\im(\phi) \coloneq \{ h \in H\colon \exists g \in G\colon \phi(g) = h \}$
\end{defin}

\begin{lemma}
	$\phi\colon G \to H$ sei Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
	\begin{enumerate}
		\item $\phi(e_G) = e_H$
		\item $\phi(\inv a) = \inv{\phi(a)}$
		\item $\ker(\phi) \le G, \im(\phi) \le H$
	\end{enumerate}
\end{lemma}
\begin{proof}
	\leavevmode
	\begin{enumerate}
		\item \[
			      \begin{cases}
				      \phi(e_G) = \phi(e_G \cdot e_G) = \phi(e_G) \cdot \phi(e_G) \\
				      \phi(e_G) = \phi(e_G) \cdot e_H
			      \end{cases}
			      \implies e_H = \phi(e_G)
		      \]
		\item \[
			      \begin{cases}
				      e_H = \phi(e_G) = \phi(a \inv a) = \phi(a) \cdot \phi(\inv a) \\
				      e_H = \phi(a) \cdot \inv{\phi(a)}
			      \end{cases}
			      \implies \phi(\inv a) = \inv{\phi(a)}
		      \]
		\item
		      \begin{enumerate}
			      \item $\phi(g) = \phi(g') = e_H \implies \phi(gg') = \phi(g) \cdot \phi(g') = e_H$ \\
			            $\phi(\inv g) = \inv{\phi(g)} = e_H$
			      \item $h_1, h_2 \in \im(\phi)$. Seien $g_1, g_2 \in G$ mit $\phi(g_1) = h_1, \phi(g_2) = h_2$. \\
			            $\phi(g_1 g_2) = \phi(g_1) \cdot \phi(g_2) = h_1 h_2 \in \im(\phi)$ \\
			            $\phi(\inv g_1) = \inv{\phi(g_1)} = \inv h_1\in \im(\phi)$
		      \end{enumerate}
	\end{enumerate}
\end{proof}

\begin{bemerkung}
	\begin{itemize}
		\item
		      Sei $\phi\colon G \to H$ Gruppenhomomorphismus. Falls
		      \begin{itemize}
			      \item $G = H$: Endomorphismus
			      \item $\phi$ injektiv: Monomorphismus.
			      \item $\phi$ surjektiv: Epimorphismus.
			      \item $\phi$ bijektiv: Isomorphismus (falls $G = H$: Automorphismus)
		      \end{itemize}
		\item $G, H, K$ seien Gruppen, $\phi\colon G \to H, \psi\colon H \to K$ Gruppenhomomorphismen.\\
		      $\psi \circ \phi\colon G \to K$ ist Gruppenhomomorphismus.
		\item $\phi\colon G \to H$ Isomorphismus $\implies \inv \phi\colon H \to G$ auch Isomorphismus. \\
		      Seien $a, b \in H$. z.Z.: $\inv \phi(ab) = \inv \phi(a) \inv\phi(b)$. Seien $g, h \in G$ mit
		      $\phi(g) = a, \phi(h) = b$. $\inv\phi(ab) = \inv\phi(\phi(g)\phi(h)) = \inv\phi(\phi(gh)) = gh =
			      \inv\phi(a) \inv\phi(b)$ $\inv{}$ analog.
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	\begin{itemize}
		\item  $G = (\R, +), H= (\R^*, \cdot), \phi\colon \fun G H x {e^x}$ ist ein
		      Monomorphismus. Wählt man $H = (\R^{+*}, \cdot)$ so erhält man einen Isomorphismus. $\log$ ist die
		      zugehörige Umkehrabbildung.
		\item $G, H$ Gruppen. $\phi\colon \fun G H g {e_H}$ ist stets ein
		      Gruppenhomomorphismus.
		\item $G = \Z, H = \Z_n, \phi\colon \fun{\Z}{\Z_n}a{a + n\Z}$ heißt der
		      kanonische Epimorphismus.
		\item $G = \GL_n(\K), H=\K^*, \det\colon \fun G H A {\det A}$ ist
		      Epimorphismus.
	\end{itemize}
\end{bsp}
\[
	\SL_n(\Z_p) \coloneq \{ A \in \GL_n(\Z_p)\colon \det A = 1 \}
\]

$G, H$ Gruppen. $\Hom(G, H) \coloneq \{ \phi\colon G \to H, \phi \text{ Gruppenhomomorphismus} \}$ \\
$\Aut(G) \coloneq \{ \phi\colon G \to G, \phi \text{ Isomorphismus} \}$ ist Gruppe bezüglich der Komposition von
Abbildungen $\circ$. \\
$\Hom(G, H) \neq \emptyset$

Sei $G = \hull g$ eine zyklische Gruppe. Bestimme $\Aut(G)$.
Für jedes $a \in G$ gilt: $\exists s \in \Z$ mit $a = g^s
	\implies \phi(a) = \phi(g^s) = \phi(g)^s$ \\ 2 Fälle:
\begin{enumerate}
	\item $\abs G = \infty$ ($\implies G$ isomorph zu $(\Z, +)$) \\
	      $\Z = \hull 1 \implies \hull{\phi(1)} = \Z \implies \phi(1) \in \{1, -1\}$
	      \[
		      \Aut(G) = \{ \id, ()^{-1} \}
	      \]
	\item $\abs G = n.\, \underset{\substack{\iff \\\ord_G(g) = \abs G}}{G = \hull g} \implies
		      \hull{\phi(g)} = G$ \\
	      $\ord_G(g^s) = \frac{\abs G}{\ggT(\abs G), s)} = \abs G \implies \phi(g) = g^s$ mit
	      $(\ggT(\underbrace{\abs G}_n, s) = 1)$
	      \[
		      \Aut(G) = \{ f_s\colon g \mapsto g^s \text{ mit } \ggT(s, \abs G) = 1 \}
	      \]
\end{enumerate}

Sei nun $G$ eine beliebige Gruppe, $a \in G$. Dann definiert
\[
	\phi_a\colon \fun G G g {a g \inv a}
\]
einen Automorphismus von G.
\begin{itemize}
	\item injektiv: $a g \inv a = h \iff g = \inv a h a$
	\item surjektiv: \checkmark
\end{itemize}
Solche Automorphismen heißen \underline{innere Automorphismen}.

\begin{bemerkung}
	$\phi$ innerer Automorphismus $\implies \phi|_{Z(G)} = \id$
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	$G = \GL_n(\R)$ \\
	$\phi\colon \fun G G A {(A^t)^{-1}}$ ist Automorphismus von $G$.
	\[
		((AB)^t)^{-1} = (B^t A^t)^{-1} = (A^t)^{-1} (B^t)^{-1}
	\]
	$\phi$ ist \underline{nicht} innerer Automorphismus, denn
	$\left (
		\begin{smallmatrix}
				d \\
				& \ddots \\
				& & d
			\end{smallmatrix}
		\right) \in Z(G)$.
	\[
		\phi\left(\left (
			\begin{smallmatrix}
					d \\ & \ddots \\ & & d
				\end{smallmatrix}
			\right )\right ) =
		\left(
		\begin{smallmatrix}
				\inv d \\ & \ddots \\ & & \inv d
			\end{smallmatrix}
		\right)
	\]
\end{bsp}

\begin{proposition}
	$\phi\colon G \to H$ Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
	\begin{enumerate}
		\item $U \le G \implies \phi(U) \le H$
		\item $U' \le H \implies \phi^{-1}(U') \le G$
		\item $\phi$ ist injektiv $\iff \ker(\phi) = \{e_G\}$
	\end{enumerate}
\end{proposition}
\begin{proof}
	\leavevmode
	\begin{enumerate}
		\item Seien $u_1, u_2 \in U, \phi(u_1) \phi(u_2) = \phi(u_1u_2)\in
			      \phi(U), \phi(\inv u_1) = \phi(u_1)^{-1} \in \phi(U)$
		\item $u_1, u_2 \in \inv\phi(U') \implies \phi(u_1), \phi(u_2) \in U' \implies
			      \phi(u_1) \phi(u_2) = \phi(u_1u_2) \in U'$ \\
		      $\implies u_1u_2 \in \inv\phi(U')$ \\
		      Analog mit $\phi(u_1)^{-1}$.
		\item
		      \begin{align*}
			      \phi \text{ injektiv } & \iff (\phi(g) = \phi(h) \implies g = h)          \\
			                             & \iff (\phi(g) \phi(h)^{-1} = e_H \implies g = h) \\
			                             & \iff (\phi(gh^{-1}) = e_H \implies g = h)        \\
			                             & \iff \ker(\phi) = e_G
		      \end{align*}
	\end{enumerate}
\end{proof}

\section{Nebenklassen, Normalteiler \& Faktorgruppen}

\begin{defin}
	Sei $G$ eine Gruppe, $H \le G, a \in G$.
	\[
		Ha \coloneq \{ha | h\in H\}
	\]
	heißt Rechtsnebenklasse von $G$ nach $H$.
	\[
		aH \coloneq \{ah | h \in H \}
	\]
	heißt Linksnebenklasse von $G$ nach $H$.

	Achtung: im Allgemeinen sind $aH$, $Ha$ keine Untergruppen von $G$.
\end{defin}

\[
	Ha = Hb \iff
	\begin{cases}
		Ha \subseteq Hb \\
		Hb \subseteq Ha
	\end{cases}
	\iff
	\begin{cases}
		a \in Hb \\
		b \in Ha
	\end{cases}
	\iff
	\begin{cases}
		a = hb \\
		b = h'a
	\end{cases}
\]
für passende $h, h' \in H$
\[
	\iff a = hb \iff a \inv b \in H
\]

\begin{lemma}
	Es gilt: $G = \bigcup\limits_{a\in G} Ha, Ha \cap Hb = \emptyset$ oder $Ha = Hb$.
\end{lemma}
\begin{proof}
	\[
		G = \bigcup_{a\in G} a \subseteq \bigcup_{a \in G} Ha
	\]
	Falls $Ha \cap Hb \neq \emptyset$, dann gilt $a \inv b \in H$ und somit $Ha
		= Hb$.

	Achtung: $Ha = aH$ ist im Allgemeinen nicht erfüllt, aber $\abs{Ha} =
		\abs{aH}$ gilt immer.
\end{proof}

\begin{defin}
	$\faktor GH$ bezeichnet die Menge aller Linksnebenklassen von $G$ nach $H$.

	$H \backslash G$ bezeichnet die Menge aller Rechtsnebenklassen von $G$ nach $H$.

	$\abs{\faktor G H} = \abs{H \\ G}$, denn $Ha = Hb \iff a \inv b \in H, aH = bH \iff b \inv a \in H$

	$\abs{\faktor GH}$ heißt der Index von $H$ in $G$ und wird bezeichnet mit $[G:H]$

	$G = \bigcup_{n=1}^{[G:H]} Ha_n$, wobei $Ha_i \neq Ha_j$ für $i \neq j$ falls $[G:H] < \infty$
\end{defin}

\begin{satz}[Satz von Lagrange] \label{satz:lagrange}
	Sei $G$ eine Gruppe, $H \le G$. Sind zwei der Größen $\abs G, [G:H], \abs H$ endlich, so ist es auch die
	Dritte. Es gilt:
	\[
		\abs G = \abs H \cdot [G : H]
	\]
\end{satz}
\begin{proof}
	$\abs G < \infty \implies \abs H, [G:H] < \infty$. Seien also $\abs H, [G:H] < \infty$.
	Sei $f\colon \fun{Ha}{Hb}{ha}{hb}$. Dann ist $f$ bijektiv. $h_1b = h_2b \implies h_1 = h_2 \implies h_1a =h_2a$.
	Es folgt $\abs{Ha} = \abs{Hb} \forall a, b \in G$ und somit $\abs{Ha} = \abs H \forall a \in G$.
	Dann gilt: $\abs G = [G:H] \cdot \abs H$ (da $[G:H] < \infty$ vorausgesetzt, daher
	$G = \bigcup_{n=1}^{[G:H]}Ha_n$). Insbesondere ist $\abs G < \infty$.
\end{proof}

\begin{korollar}
	\begin{enumerate}
		\item $H \le G \implies \abs H \mid \abs G$
		\item $g \in G \implies \ord_G(g) \mid \abs G$
		\item $g^{\abs G} = e \forall g \in G$
	\end{enumerate}
\end{korollar}
\begin{proof}
	\leavevmode
	\begin{enumerate}
		\item ist klar
		\item $\ord_G(g) = \abs{\hull g}$ und teilt daher $\abs G$.
		\item Weil $\abs G$ ein Vielfaches von $\ord_G(g)$ ist.
	\end{enumerate}
\end{proof}

\begin{bsp}
	$G = \mc{S}_4$. Behauptung: $\mc{S}_4$ hat Untergruppen der Ordnung $1,2,3,4,6,8,12,24$
	\begin{itemize}
		\item[1:] $\{e\}$
		\item[2:] $\hull{(12)}$ hat Ordnung 2
		\item[3:] $\hull{(123)}$ hat Ordnung 3
		\item[4:] $V_4 = \{ \id, (12)(34), (13)(24), (14)(23) \}$ (heißt Klein'sche Vierergruppe)
		\item[6:] $\iota(\mc S_3) \hookrightarrow \mc S_4$ hat Ordnung 6
		\item[8:] $D_4 = \hull{(13), (1234)}$ hat Ordnung 8
		\item[12:] $\mc A_4 \coloneq \{ \sigma \in \mc S_4 \text{ mit } \sgn(\sigma) = +1\}$
		\item[24:] $G$
	\end{itemize}
	Nicht immer gibt es zu jedem Teiler der Gruppenordnung eine Untergruppe dieser Ordnung. Beispiel:
	$\mc A_4$ hat keine Untergruppe der Ordnung 6 (Übung)
\end{bsp}

\begin{korollar}
	$\abs G = p \in \Primes \implies G$ ist zyklisch.
\end{korollar}
\begin{proof}
	Sei $g \in G, g \neq e. \abs{\hull g}$ teilt $\abs G = p \implies \abs{\hull g} = p \implies \hull g = G$
\end{proof}

\begin{defin}
	$N \le G$ heißt Normalteiler, falls
	\[
		\forall g \in G\colon gN = Ng
	\]
	das heißt die Rechtsnebenklassen stimmen mit den Linksnebenklassen überein.

	Achtung: $gN = Ng$ bedeutet nicht, dass $gn = ng \forall n \in N$!
\end{defin}

\begin{bsp}
	\begin{itemize}
		\item $V_4, \mc A_4$ sind Normalteiler von $\mc S_4$.
		\item $\{e\}, G$ sind Normalteiler von $G$.
		\item In abelschen Gruppen sind alle Untergruppen normal.
		\item $\SL_n(\K)$ ist Normalteiler von $\GL_n(\K)$.
	\end{itemize}
	Wir schreiben $U \le G$ für Untergruppen, $N \nt G$ für Normalteiler.
\end{bsp}

\begin{lemma}
	Die folgenden Aussagen sind äquivalent:
	\begin{enumerate}
		\item $N \nt G$,
		\item $\forall g \in G\colon gN \subseteq Ng$,
		\item $\forall g \in G\colon gN\inv g \subseteq N$,
		\item $\forall g \in G\colon gN\inv g = N$.
	\end{enumerate}
\end{lemma}
\begin{proof}
	$(1) \implies (2): \checkmark$ \\
	$(2) \implies (3): \checkmark$ \\
	$(3) \implies (4):$ Es gilt $gN\inv g \subseteq N$ und $\inv gNg \subseteq N \forall g \in G$.
	$N = (g \inv g) N (g \inv g) = g(\inv g N g) \inv g \subseteq gN\inv g$ Insgesamt: $N = gN\inv g$ \\
	$(4) \implies (1) \checkmark$
\end{proof}

\begin{proposition}
	\label{homomorphiesatz1}
	Sei $\phi \in \Hom(G,H)$. Dann ist $\ker(\phi) \nt G$.
\end{proposition}
\begin{proof}
	Sei $N \coloneq \ker(\phi)$. Zu Zeigen: $g N \inv g \subseteq N \forall g \in G$. Sei $n \in N\colon \phi(gn\inv g) =
		\phi(g) \overbrace{\phi(n)}^{e_H} \phi(g)^{-1} = \phi(g) \phi(g)^{-1} = e_H$, das heißt $gn\inv g \in N$.
\end{proof}

\begin{bsp}[Anwendung]
	\begin{itemize}
		\item $\det\colon \fun {\GL_n(\K)} {\K^*} A {\det A}$.
		      Dann ist $\ker(\det) = \SL_n(\K)$. Es folgt: $\SL_n(\K) \nt \GL_n(\K)$
		\item $\sgn\colon \fun {\mc S_4} {\{\pm 1\}} \sigma {\sgn{\sigma}}$. $\ker(\sigma) = \mc A_4$.
		      Daher gilt $\mc A_4 \nt \mc S_4$.
	\end{itemize}
\end{bsp}

Existiert zu jedem Normalteiler $N \nt G$ eine
Gruppe $H$, und ein Homomorphismus $\phi\colon G \to H$ mit $N =
	\ker(\phi)$?

\begin{satz}
	Sei $N \nt G$. Dann bilden die Linksnebenklassen $\{ gN\colon g\in G\}$ eine Gruppe bezüglich der
	Verknüpfung $gN \cdot hN \coloneq (g\cdot h)N$. Diese Gruppe wird mit $\faktor GN$ bezeichnet und heißt Faktorgruppe
	oder Quotientengruppe von G nach N.
	Es gilt $\abs{\faktor GN} = \frac{\abs G}{\abs N}$.
\end{satz}
\begin{proof}
	Die Verknüpfung $(gN)(hN) = (gh)N$ ist wohldefiniert. Sei $gN = g'N, hN = h'N$, das heißt $g' = g n_1$ und
	$h' = hn_2$ für passende $n_1, n_2 \in N$. $(g'h')N = (gn_1hn_2)N = g(n_1h)n_2N =
		g(h\overbrace{n_3}^{\mathclap{\substack{\in N, \text{ passend} \\ \text{weil } N \nt G}}})n_2N =
		(gh)N$. Das Assoziativgesetz gilt, da es in $G$ gilt. Das neutrale Element von $\faktor GN$ ist $eN = N$.
	Das inverse Element von $aN = \inv aN$.

	Lagrange(\cref{satz:lagrange}) impliziert $[G:N] = \abs{\faktor GN} =
		\frac{\abs G}{\abs N}$.
\end{proof}

$\phi\colon G \to H$ Homomorphismus $\implies \ker(\phi) \nt G$ \\
$N \nt G \implies \faktor G N$ ist selbst eine Gruppe.

\begin{bsp}
	$G = \Z, N = n\Z.$\\
	$\underbrace{\faktor {\Z}{n\Z}}_{\text{Faktorgruppe}} = \underbrace{\Z_n}_{\text{Gruppe der Restklassen}}$
\end{bsp}

$G$ abelsch $\implies$ Jeder Quotient ist abelsch.

\begin{bsp}
	$\mc{S}_n$ ist nicht ablesch für $n \ge 3$. $\mc A_n \nt \mc S_n$.
	$\faktor{\mc S_n}{\mc A_n}$ ist abelsch.
\end{bsp}

\begin{proposition}
	\label{homomorphiesatz2}
	Sei $N \nt G$. Dann existieren $H$ und $\phi \in \Hom(G, H)$ mit $\ker(\phi) = N$.
\end{proposition}
\begin{proof}
	Wähle $H \coloneq \faktor GN$ und $\phi\colon \fun G  {\faktor GN} g {gN}$ ist surjektiver Homomorphismus.
	\[
		(gN)(hN) = g(Nh)N = g(hN)N = (gh)N
	\]
	$g \in \ker(\phi) \iff gN = N \iff g \in N$, das heißt $N = \ker(\phi)$
\end{proof}

\begin{korollar}
	\label{homomorphiesatz3}
	$\phi\in \Hom(G, H)$ impliziert $\faktor G{\ker(\phi)} \cong \phi(G)$
\end{korollar}
\begin{proof}
	$N \coloneq \ker(\phi)$. Es ist $\faktor GN$ Gruppe. Setze $f\colon \fun{\faktor GN}{\phi(G)}{gN}{\phi(g)}$. $f$ ist wohldefiniert
	und injektiv, denn $gN = hN \iff g \inv h \in N = \ker(\phi) \iff \phi(g) = \phi(h)$. Surjektivität ist klar.
	$f$ ist Homomorphismus:
	\[
		f((gN)(hN)) = f(ghN) = \phi(gh) = \underbrace{\phi(g)}_{f(gN)} \underbrace{\phi(h)}_{f(hN)}
	\]
\end{proof}

Der \underline{Homomorphiesatz} besteht aus 3 Teilen:
\begin{itemize}
	\item \cref{homomorphiesatz1}: $\ker\phi \nt G$
	\item \cref{homomorphiesatz2}: $N \nt G \implies \exists H, \phi \in \Hom(G, H)\colon N = \ker(\phi)$
	\item \cref{homomorphiesatz3}: $\phi \in \Hom(G, H) \implies \faktor G{\ker(\phi)} \cong \phi(G)$
\end{itemize}

\begin{bsp}[Anwendung auf zyklische Gruppen]
	Zu jedem $n \in \N$ existiert eine bis auf Isomorphie eindeutige zyklische Gruppe dieser Ordnung $n$,
	nämlich $\faktor{\Z}{n\Z}$. Alle unendlichen zyklischen Gruppen sind isomorph zu \Z.
\end{bsp}
\begin{proof}
	Sei $G = \hull a = \{a^m\colon m \in \Z\}$. Setze $\phi\colon \fun \Z G m {a^m}$ ist surjektiver Homomorphismus.
	$\ker(\phi) \nt \Z \implies \exists n\colon \ker(\phi) = n\Z$ für ein $n \in \N$.\\
	Falls $n = 0$, so ist $G \cong \faktor{\Z}{\{0\}} \cong \Z$.\\
	Falls $n \neq 0$, so ist $G \cong \faktor{\Z}{n\Z}$
\end{proof}

\begin{satz}[1. Isomorphiesatz] \label{isomorphiesatz1}
	Sei $G$ eine Gruppe, $U \le G$ und $N \nt G$. Dann ist $U \cdot N$ eine Untergruppe von $G$,
	$U \cap N \nt U$ und $\faktor{UN}N \cong \faktor{U}{U\cap N}$
\end{satz}
\begin{proof}
	Seien $u_1n_1, u_2n_2 \in UN$. Dann gilt
	\begin{align*}
		(u_1n_1)(u_2n_2)^{-1} & = (u_1n_1)(\inv n_2 \inv u_2) = {u_1(n_1  n_2) \inv u_2}=            \\
		                      & = u_1 (n_3 \inv u_2) = u_1(\inv u_2 n_4) = (u_1 \inv u_2) n_4 \in UN
	\end{align*}
	mit $n_3, n_4 \in N$ passend gewählt $\implies UN \le G$.

	$N \nt UN$ ist klar, da sogar $N \nt G$. Sei $\phi$ der kanonische
	Epimorphismus $\phi\colon \fun G {\faktor GN} g {gN}$. Sei $\bar \phi \coloneq \phi|_U$. $\bar \phi(u) = uN$ für $u \in U$.
	Für $v \in N$ gilt: $\bar \phi(u) = uN = u(vN) = (uv)N \in \faktor{UN}N$. $\bar\phi\colon U \to \faktor{UN}N$ ist homomorph.
	$\bar\phi$ ist surjektiv.
	\[
		\ker(\bar\phi) = \{u\in U\colon \bar\phi(u) = e_{\faktor{UN}N}\} = \{u \in U\colon \underbrace{\bar\phi(u)}_{=uN} = N\}
		= \{u \in U\colon u \in N\} = U\cap N
	\]
	Homomorphiesatz liefert Behauptung.
\end{proof}

\begin{bsp}[Anwendung]
	\[
		\underset{=\frac{\abs{UN}}{\abs{N}}}{\abs{\faktor{UN}N}} =
		\underset{=\frac{\abs U}{\abs{U\cap N}}}{\abs{\faktor U{U\cap N}}} \implies \frac{\abs U \abs N}{\abs{ U\cap N }} = \abs{UN}
	\]
\end{bsp}

\begin{satz}[2. Isomorphiesatz] \label{isomorphiesatz2}
	Sei $G$ eine Gruppe, $K, H \nt G, K \le H$. Dann ist $K \nt H$ und es gilt:
	\[
		\faktor{\faktor G K}{\faktor H K} \cong \faktor G H
	\]
\end{satz}
\begin{proof}
	$K \nt H$ da normal in $G$. Betrachte $\phi\colon \fun {\faktor GK}{\faktor GH}{gK}{gH}$.
	\begin{itemize}
		\item $\phi$ ist wohldefiniert,
		      denn $gK = g'K \iff g \inv{g'} \in K \implies g \inv{g'} \in H \implies gH = g'H$.
		\item $\phi$ ist Homomorphismus, denn $\phi((gK)(g'K))= \phi(gg'K) = gg'H = gHg'H = \phi(gK)\phi(g'K)$.
		\item $\phi$ ist surjektiv nach Konstruktion.
		\item $\ker(\phi) = \{x \in \faktor GK\colon \phi(x) = e_{\faktor GH}\} =
			      \{ x \in \faktor GK\colon \phi(x) H \} = \{ x \in \faktor GK\colon xH = H \} = \{ xK\colon x\in H \} = \faktor HK$
	\end{itemize}
	Aus dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung.
\end{proof}

\begin{bsp}[Anwendung]
	$G = \Z, K\coloneq n\Z, H = l\Z$ mit $l\mid n$.
	\[
		\faktor{\faktor{\Z}{n\Z}}{\faktor{l\Z}{n\Z}} \cong \faktor{\Z}{l\Z},\,
		\underset{=\frac{\abs{\faktor{\Z}{n\Z}}(=n)}{\abs{\faktor{l\Z}{n\Z}}}}{\abs{\faktor{\faktor{\Z}{n\Z}}{\faktor{l\Z}{n\Z}}}} = \abs{\faktor{\Z}{l\Z}} = l
		\implies \abs{\faktor{l\Z}{n\Z}} = \frac nl
	\]
	$\faktor{l\Z}{n\Z}$ ist Untergruppe von $\faktor{\Z}{n\Z}$ und daher zyklisch mit der Orndung $\frac nl$.
	\[
		\implies \faktor{l\Z}{n\Z} \cong \faktor{\Z}{\frac nl \Z}
	\]
\end{bsp}

\begin{defin}
	Seien $F, G, H$ Gruppen, $\phi \in \Hom(F, G), \psi \in \Hom(G, H)$.
	Dann heißt $F \overset\phi\to G \overset\psi\to H$ exakt bei oder in $G$, falls
	\[
		\ker(\psi) = \im(\phi).
	\]
	Für $F = \{e\}$ muss $\phi(e) = e_G$ gelten und Exaktheit bei $G$ ist
	äquivalent zur Injektivität von $\psi$. Für $H = \{e\}$ muss $\psi(g) = e
		\forall g \in G$ und Exaktheit bei $G$ ist äquivalent zur Surjektivität von
	$\phi$.

	Seien $F, G, H$ multiplikativ geschrieben, so fasst man die Eigenschaften
	$\im(\phi) = \ker(\psi)$, $\phi$ surjektiv, $\psi$ injektiv zusammen in der
	Aussage $1 \to F \overset\phi\to G \overset\psi\to H \to 1$ ist exakt bei
	$F, G, H$. und fasst dies zusammen in $1 \to F \overset\phi\to G
		\overset\psi\to H \to 1$ ist kurze exakte Sequenz.
\end{defin}

\begin{bsp}
	$G$ sei Gruppe, $N\nt G$, $\iota\colon N \to G$ die Inklusionsabbildung,
	$\pi\colon \fun G {\faktor G N} g {gN}$
	der kanonische Epimorphismus. Dann ist
	\[
		1 \to N \overset\iota\to G \overset\pi\to \faktor G N \to 1
	\]
	eine kurze exakte Sequenz.
\end{bsp}

\section{Direkte Produkte}
\begin{itemize}
	\item Zerlegung von Gruppen
	\item Konstruktion von Gruppen aus geg. Gruppen
\end{itemize}
1. Isomorphiesatz: $U, V \nt G, \abs{UV} = \frac{\abs U \abs V}{\abs{U \cap V}}$,
Sei $\abs{U \cap V} = 1 \implies \abs{UV} = \abs{U} \abs{V}$.

Falls $\abs G = \abs U \cdot \abs V$, so gilt: $G = UV$ und
jedes Element aus $G$ kann eindeutig $g = uv$ mit $u \in U,
	v \in V$ geschrieben werden. \\ (denn ang. $g = u_1 v_1 =
	u_2 v_2 \implies \underset{\in U}{\inv u_1 u_2} =
	\underset{\in V}{v_1 \inv v_2} \implies \inv u_1 u_2 = v_1
	\inv v_2 \in U \cap V = \{e \} \implies v_1= v_2 \land u_1 =
	u_2$)

\begin{defin}
	$G$ heißt inneres Produkt ihrer Normalteiler $N_1, \dots, N_k$, falls
	\begin{enumerate}
		\item\label{item:1.5.1.1} $G = N_1 \cdot N_2 \cdots N_k$
		\item\label{item:1.5.1.2} $g = n_1 \cdots n_k$ mit $n_i \in N_i$ für $i=1,\dots,k$ ist eindeutig
	\end{enumerate}
\end{defin}

\begin{lemma}
	\label{produktlemma}
	Die Bedingungen \ref{item:1.5.1.1} und \ref{item:1.5.1.2} implizieren:
	\[
		N_i \cap N_j = \{ e\}\text{ für } i \neq j
	\]
	\[
		ab=ba \forall a \in N_i,\forall b\in N_j
	\]
\end{lemma}
\begin{proof}
	Sei $x \in N_i \cap N_j$. Dann gilt:
	\[
		x = e \cdots e \underset{\mathclap{\substack{|\\i-\text{te Stelle}}}}{x} e \cdots e
		= e \cdots e \underset{\mathclap{\substack{|\\j-\text{te Stelle}}}}{x} e \cdots e
		\overset{\mathclap{\substack{\text{Darstellung eindeutig}\\|}}}{\implies} x = e
	\]
	Sei $a \in N_i, b \in N_j$, wobei $i \neq j$.
	\[
		\begin{rcases}
			b \in N_j \implies a b \inv a \in N_j \implies a b \inv a \inv b \in N_j \\
			\inv a \in N_i \implies b \inv a \inv b \in N_i \implies a b \inv a \inv b \in N_i
		\end{rcases}
		\begin{aligned}
			 & \implies a b \inv a \inv b\in N_i \cap N_j = \{e\} \\
			 & \implies ab = ba \forall a \in N_i, b \in N_j
		\end{aligned}
	\]
\end{proof}

\begin{satz}
	Sei $G$ eine Gruppe, $G_1, \dots, G_k \le G$, dann ist $G$ das innere direkte Produkt von $G_1,\dots,G_k$
	genau dann, wenn:
	\begin{enumerate}
		\item $G = G_1 \cdots G_k$
		\item $ab=ba$ für $a \in G_i, b\in G_j$ für $i \neq j$
		\item $G_i \cap (G_1 \cdots G_{i-1}\cdot G_{i+1} \cdots G_k) = \{ e \}$
	\end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
	\begin{itemize}
		\item[$\implies$:] 1. folgt aus der Definition, 2. aus \cref{produktlemma}.\\
		      3. Sei $x \in G_i \cap (G_1 \cdots G_{i-1} \cdot G_{i+1} \cdots G_k)$.
		      $x = e \cdots e x e \cdots e = a_1 \cdots a_{i-1} \cdot e \cdot a_{i+1} \cdots a_k$\\
		      $\overset{\mathclap{\substack{\text{wegen Eindeutigkeit}\\|}}}{\implies} x = e$
		\item[$\impliedby$:] 1. $\implies a \in G, a = a_1 \cdots a_k$ mit $a_i \in G_i$. \\
		      Behauptung: $G_i \nt G$. Sei $b \in G_i$. Zu Zeigen: $a b \inv a \in G_i$
		      \[
			      a b \inv a = a_1 \cdots a_k b \inv a_k \cdots \inv a_1 \overset{2:}{=}
			      a_1 \cdots (a_i b \inv a_i) \cdots a_1 \overset{2:}{=} a_i b a_i^{-1} \in G_i
			      \implies G_i \nt G
		      \]
		      Behauptung: $e = a_1 \cdots a_k \implies a_i = e, \; (i=1, \dots,
			      k), a_i \in G_i$.
		      \begin{align}
			      \nonumber        & \implies \inv a_i = a_1 \cdots a_{i-1} \inv a_i a_i a_{i+1} \cdots a_k =
			      a_1 \cdots a_{i-1} \cdot a_{i+1} \cdots a_k                                                                     \\
			      \nonumber        & \implies \inv a_i \in G_i \cap (G_1 \cdots G_{i-1} \cdot G_{i+1} \cdots G_k) \overset{3.}{=}
			      \{e\}                                                                                                           \\
			      \label{eq:1.5.3} & \implies e = e \cdots e \text{ ist eindeutig}
		      \end{align}
		      Allgemein: ang. $a_1 \cdots a_k = b_1 \cdots b_k$ mit $a_i, b_i \in G_i$.
		      \begin{align*}
			      \implies & a_1 \inv b_1 a_2 \cdots a_k = \underbrace{b_1 \inv b_1}_e b_2 \cdots b_k          \\
			               & a_1 \inv b_1 a_2 \inv b_2 \cdots a_k = \underbrace{b_2 \inv b_2}_e b_3 \cdots b_k \\
			               & \underbrace{a_1 \inv b_1}_{\in G_1} \cdots \underbrace{a_k \inv b_k}_{G_k} = e
			      \implies a_1 \inv b_i = e \text{ wegen ~\ref{eq:1.5.3}} \implies a_i = b_1 \forall i
		      \end{align*}
	\end{itemize}
\end{proof}

\begin{korollar}
	Für $k = 2$ ist $G$ direktes Produkt von $N_1$ und $N_2$ genau dann, wenn
	\begin{enumerate}
		\item $N_1, N_2 \nt G$
		\item $G=N_1 N_2$ und
		\item $N_1 \cap N_2 = \{e\}$
	\end{enumerate}
\end{korollar}
\begin{proof}
	1., 3. klar. 2. folgt aus \cref{produktlemma}
\end{proof}

\begin{korollar}
	$G$ sei inneres Produkt seiner Normalteiler $N_1, \dots, N_k$. Dann gilt
	\[
		\abs G = \abs{N_1} \cdots \abs{N_k}
	\]
\end{korollar}
\begin{proof}
	Für $k = 2$ ist dies eine Folgerung aus dem 1. Isomorphiesatz~\ref{isomorphiesatz1}. \\
	$k > 2\colon G=(N_1 \cdots N_k)$. $N_{k+1}$ mit $(N_1 \cdots N_k) \cap N_{k+1} = \{ e \}$. Überdies gilt
	$(N_1 \cdots N_k) \nt G$, denn $a \cdot N_1 \cdots N_k = N_1 a N_2 \cdots N_k = \dots
		= N_1 \cdots N_k \cdot a$, da jedes $N_i \nt G$. \\
	Aus $k = 2$ folgt $\abs G = \abs{N_1 \cdots N_k} \abs{N_{k+1}}$. Aus der Induktionsannahme folgt:
	\[
		\abs{N_1 \cdots N_k} = \abs{N_1} \cdots \abs{N_k}\text{, also } \abs G = \abs{N_1} \cdots \abs{N_k}
		\cdot \abs{N_{k+1}}
	\]
\end{proof}

Umgekehrt sind $G_1, \dots, G_k$ Gruppen, so wollen wir auf
$G_1 \times \dots \times G_k$ eine Gruppenstruktur
definieren, die $G_1 \times \dots \times G_k$ zum äußeren
Produkt macht.

\begin{defin}
	$G\coloneq G_1 \times \dots \times G_k = \{(g_1, \dots, g_k)\colon g_i \in G_i\}$ mit der Operation
	$gh \coloneq (g_1h_1, \dots, g_kh_k)$ heißt äußeres direktes Produkt der $G_1, \dots, G_k$
	(falls $(G_i, +)$: äußere direkte Summe).
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	\begin{itemize}
		\item $G_1 \times \cdots \times G_k$ abelsch $\iff \forall A_i\colon G_i$ abelsch
		\item $G_1 \times G_2 \cong G_2 \times G_1$
		\item $G \times H_1 \cong G \times H_2$ falls $H_1 \cong H_2$
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	$(\C, +), \R, i\R \nt \C$ und $\C = \R + i\R, \R \cap i\R = \{0\}$ \\
	\C\ ist innere direkte Summe von \R\ und $i\R$. \\
	$\C \coloneq \{(x,y)\colon x, y\in \R\} = \R \times \R$ ist äußere direkte Summe von \R\ und \R.
	$\C \cong \R + i\R \cong \R \times \R$
\end{bsp}

\begin{satz}
	Ist $G$ das innere direkte Produkt seiner Normalteiler $N_i, i\in [k]$ und $H \coloneq N_1 \times \dots \times N_k$
	das äußere direkte Produkt der Gruppen $N_i$, so ist $G \cong H$.
\end{satz}
\begin{proof}
	$\phi\colon \fun G H g {(g_1, \dots, g_k)}$, wobei $g = g_1 \cdots g_k$ mit $g_i \in N_i$.
	Die Eindeutigkeit der Darstellung von $g$ als $g_1 \cdots g_k$ mit $g_i \in G_i$ garantiert
	Wohldefiniertheit von $\phi$. $\phi$ ist klarerweise surjektiv.

	Sei $(g_1, \dots, g_k) = (a_1, \dots, a_k) \implies g_i = a_i, i \in [k]
		\implies g_1 \cdots g_k = a_1 \cdots a_k$, also $\phi$ injektiv.

	$\phi$ ist Homomorphismus:
	\begin{multline*}
		\phi((a_1 \cdots a_k) \cdot (b_1 \cdots b_k)) =
		\phi(\underbrace{a_1b_1}_{\in N_1} \underbrace{a_2b_2}_{\in N_2} \cdots a_k b_k) = (a_1b_1, \dots,
		a_k, b_k) \\
		= (a_1, \dots, a_k) \cdot (b_1, \dots, b_k) = \phi(a_1, \dots, a_k) \cdot \phi(b_1, \dots b_k)
	\end{multline*}
	Gesamt: $\phi$ ist Isomorphismus.
\end{proof}

\begin{lemma}
	\label{dirprodlemma}
	Seien $G, H$ zyklische Gruppen $\abs G = m, \abs H = n$ mit $\ggT(m,n) = 1$, dann ist $\abs{G\times H}=mn$.
	Jede zyklische Gruppe der Ordnung $mn$ mit $\ggT(m,n)=1$ ist direktes Produkt zweier Untergruppen $U, V$ mit
	$\abs U = m, \abs V = n$.
\end{lemma}
\begin{proof}
	oBdA: $G = \faktor \Z {m\Z}, H = \faktor \Z {n\Z}$. Behauptung: $G \times H$ wird von $(1, 1)$ erzeugt.
	Es ist nämlich für $i \neq j \in \{0, 1, \dots, mn-1\} (i, i) \neq (j, j)$, denn aus $(i, i) = (j, j)$
	folgt $i \equiv j \pmod m \land i \equiv j \pmod n$ und das ist wegen $(m, n) = 1$ zu
	$i \equiv j \pmod{mn}$ äquivalent.

	$\abs G = mn$ mit $(m, n) = 1 \overset{G \text{ zyklisch}}\implies \exists H_1, H_2 \le G$ mit
	$\abs{H_1} = m, \abs{H_2} = n$. $H_1, H_2 \nt G$, da $G$ abelsch. $H_1 \cap H_2 = \{e\}$, denn
	$g \in H_1 \cap H_2 \implies \ord(g) \mid m \land \ord(g) \mid n \implies g = e$. $\implies \abs{H_1H_2} =
		\abs{H_1} \abs{H_2} = mn$
\end{proof}

\begin{korollar}
	Sei $n \coloneq \prod_{i=1}^r p_i^{\alpha_i}$ die Primfaktorzerlegung von $n$. Dann gilt
	\[
		\faktor{\Z}{n\Z} \cong \faktor{\Z}{p_1^{\alpha_1}\Z} \times \cdots \times \faktor{\Z}{p_r^{\alpha_r}\Z}
	\]
\end{korollar}
\begin{proof}
	Direkte Folgerung aus \cref{dirprodlemma}
\end{proof}

\begin{satz}[Hauptsatz für endlich erzeugte abelsche Gruppen]
	Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe $G$ ist direktes Produkt zyklischer Untergruppen.
	\[
		\exists r \in \Z^+, k_1, k_2, \dots, k_s \in \N \text{ mit } k_1 \mid k_2 \mid k_3 \mid \dots \mid k_s,
	\]
	sodass
	\[
		G \cong \Z^r \times \faktor{\Z}{k_1\Z} \times \cdots \times \faktor{\Z}{k_s\Z}
	\]
	($k_1, \dots, k_s$ sind eindeutig bestimmt)
\end{satz}
\begin{proof}
	Hier gibt es einen \glqq einfachen\grqq\ Induktionsbeweis, für eine etwas allgemeinere Form der Aussage folgt in
	Algebra 2 ein Beweis
\end{proof}

\begin{bsp}[Anwendung]
	Sei $\abs G = 200$ mit $G$ abelsch. Wie viele nicht-isomorphe Gruppen gibt es?

	$\to$ Finde alle $(k_1, k_2, \dots, k_s)$ mit $k_1\mid k_2\mid\dots\mid k_s$ und $\prod_{i=1}^{s} k_i = 200$.
	\begin{itemize}
		\item[$s=1$:] $k_1 = 200 = 2^3 \cdot 5^2$
		\item[$s=2$:] $(k_1, k_2) \in \{ (2, 100), (10, 20), (5, 40) \}$
		\item[$s=3$:] $(k_1, k_2, k_3) \in \{ (2, 2, 50), (2, 10, 10) \} $
	\end{itemize}
	Es gibt genau 6 paarweise nicht isomorphe abelsche Gruppen $G$ mit $\abs G = 200$.
\end{bsp}

\begin{satz}
	Sei $G$ eine abelsche Gruppe mit $\abs G = n$, $d\mid n$. Dann existiert $H \le G$ mit $\abs H = d$.
	(das heißt Folgerung aus Lagrange (\cref{satz:lagrange}) hinsichtlich der Ordnung von Untergruppen ist für abelsche Gruppen
	umkehrbar!)
\end{satz}
\begin{proof}
	$G \cong \faktor{\Z}{k_1\Z} \times \cdots \times \faktor{\Z}{k_s\Z}$ mit $k_1\mid\dots\mid k_s$.
	$k_1 \cdots k_s = n. d\mid n \implies d= l_1 \cdots l_s$ mit $l_1 \cdots l_s = d$ und $l_i \mid k_i$ für
	$i = 1, \dots, s$.

	Rest im Proseminar
\end{proof}

\section{Semidirekte Produkte}

Inneres direktes Produkt: $G, N_1, N_2 \nt G$
mit $N_1N_2 = G$ \& $N_1 \cap N_2 = \{e\} \implies G$ ist
inneres direktes Produkt von $N_1, N_2$.

Dies ist der Fall, wenn $\abs G = lm$ mit $(l,m) = 1$ und
Normalteiler $N_1, N_2$ existieren mit $\abs{N_1} = l,
	\abs{N_2} = m$. $\abs{N_1 N_2} = \frac{\abs{N_1}\cdot
		\abs{N_2}}{\abs{N_1 \cap N_2}}$ und $\abs{N_1 \cap N_2} =
	1$, denn $g \in N_1 \cap N_2 \implies \ord(g) \mid l \land
	\ord(g) \mid m$, woraus wegen $(l, m) = 1, \ord(g) = 1$
folgt.

Wir wissen bereits (\cref{isomorphiesatz1}), dass für $H \le G, N \nt G$
gilt:
\[
	NH \le G
\]

\begin{defin}
	$G$ heißt inneres semidirektes Produkt seiner Untergruppen $H$ und $N$, falls
	\begin{enumerate}
		\item $N \nt G$
		\item $G = NH$
		\item $N \cap H = \{e\}$
	\end{enumerate}
	Man schreibt dafür $G = N \rtimes H$.
\end{defin}

Es gilt nach wie vor: jedes $g \in G$ kann eindeutig als $g
	= nh$ mit $n \in N, h \in H$ dargestellt werden, das heißt
$\fun{N\times H} G {(n,h)} {nh}$ ist bijektiv. Angenommen
$n_1h_1 = n_2h_2 \implies \underbrace{\inv n_2 n_1}_{\in N}
	= \underbrace{h_2 \inv h_1}_{\in H} \implies \inv n_2 n_1 =
	e = h_2 \inv h_1 \implies n_2 = n_1, h_2 = h_1$

Es gilt im Allgemeinen nicht mehr: $nh = hn$! Das bedeutet
$(n_1 h_1) (n_2 h_2) \overset{\text{i.A.}}{\neq} (n_1 n_2
	h_1 h_2)$ Für festes $h \in H$ ist $\gamma_h\colon \fun N N n {h
			n \inv h}$. $\gamma_h \in \Aut(N)$ und setze $\gamma\colon \fun H
		{\Aut(N)} h {\gamma_h}$. $\gamma$ ist ein Homomorphismus:
$\gamma_{hh'}(n) = hh'n(hh')^{-1} = h\underbrace{(h'n
		\inv{h'})}_{\gamma_{h'}(n)} \inv h =
	\gamma_h(\gamma_{h'}(n)) = \gamma_h\circ\gamma_{h'} (n)$ $G$
ist durch $N, H$ und $\gamma$ eindeutig definiert, denn
$(n_1h_1)\cdot(n_2h_2) = n_1 \gamma_{h_1}(n_2) \cdot h_1 h_2
	= n_1 h_1 n_2 \inv h_1 h_1 h_2 = n_1 h_1 n_2 h_2$. Dieses
Produkt ist direkt $\iff (n_1h_1)(n_2h_2) = n_1n_2h_1h_2
	\iff \gamma_h(n) = n \forall h \in H \iff \gamma\colon H\to
	\Aut(N)$ ist trivialer Homomorphismus.

\begin{bsp}
	$G = \mc S_4$.
	\begin{itemize}
		\item $V_4 \nt \mc S_4$. Wir betrachten $H = \{\sigma \in \mc S_4\colon
			      \sigma(4) = 4\}$. $\abs{V_4} = 4, \abs H = 6, V_4 \cap H = \{\id\} \implies \mc S_4 = V_4 \rtimes
			      H$.
		\item $\mc A_4 \nt \mc S_4, \hull{(34)}. \abs{\mc A_4} = 12,
			      \abs{\hull{(34)}} = 2, \mc A_4 \cap \hull{(34)} = \{\id\} \implies \mc S_4 =
			      \mc A_4 \rtimes \hull{(34)}$
	\end{itemize}
\end{bsp}

Umgekehrt: Seien $N, H$ Gruppen und $\gamma\colon\fun H {\Aut(N)}
	h {\gamma_h}$ ein Homomorphismus. Dann bildet die Menge
aller Paare $(n, h)$ mit $n \in N, h \in H$ zusammen mit der
Verknüpfung $(n_1, h_1)(n_2, h_2) \coloneq (n_1 \gamma_{h_1}(n_2),
	h_1 h_2)$ eine Gruppe $G = N \rtimes_\gamma H$, das äußere
semidirekte Produkt von $N$ und $H$ vermöge $\gamma$.

\begin{itemize}
	\item Assoziativität:
	      \begin{align*}
		      (n_1 \gamma_{h_1}(n_2), h_1 h_2) (n_3, h_3) & = (n_1 \gamma_{h_1}(n_2) \gamma_{h_1h_2}(n_3),
		      h_1h_2h_3)                                                                                                                 \\
		                                                  & = (n_1 \gamma_{h_1}(n_2) \gamma_{h_1}(\gamma_{h_2}(n_3)), h_1h_2h_3)         \\
		                                                  & = (n_1 \gamma_{h_1}(n_2 \gamma_{h_2}(n_3)), h_1h_2h_3)                       \\
		                                                  & = (n_1, h_1)(n_2\gamma_{h_2}(n_3), h_2h_3) = (n_1,h_1)((n_2, h_2)(n_3, h_3))
	      \end{align*}
	\item Neutrales Element: $(e_N, e_H)$ ist das neutrale Element.
	      \[
		      (e_N, e_H) (n, h) = (e_N \gamma_{e_H}(n), e_H h)
		      =(n, h)
	      \]
	\item Inverses Element: $(n, h)^{-1} \coloneq (\gamma_h^{-1}(\inv n), \inv h)$
	      erfüllt
	      \[
		      (n, h)(n, h)^{-1} = (n,h)^{-1}(n, h) = (e_N, e_H).
	      \]
	      \[
		      (\gamma_h^{-1}(\inv n), \inv h)(n, h) =
		      (\underbrace{\gamma_h^{-1}(\inv n) \gamma_{\inv h}(n)}_{\gamma_{\inv h}(e_N) = e_N}, \inv h h)
		      = (e_N, e_H)
	      \]
\end{itemize}

Sei $N^* \coloneq \{(n, e_H)\colon n\in N \}\subseteq G$, $H^* \coloneq
	\{(e_N, h)\colon h\in H\} \subseteq G$. Dann gilt $N^*, H^* \le
	G$.
\begin{align*}
	(n_1, e_H) (n_2, e_H) & = (n_1 \underbrace{\gamma_{e_H}(n_2)}_{n_2}, e_H) \in N^* \\
	(e_N, h_1)(e_N, h_2)  & = (e_N \gamma_{h_1}(e_N), h_1h_2) = (e_N, h_1h_2) \in H^*
\end{align*}
$N \nt G$ als Kern des surjektiven Homomorphismus
\[
	\pi\colon \fun G H {(n, h)} h.
\]
$N^* \cap H^* = \{(e_N, e_H)\} = \{e_G\}$. $G = N^*H^*$ wegen
$(n, h) = \underbrace{(n, e_H)}_{\in N^*} \underbrace{(e_N, h)}_{\in H^*} \implies G$ ist inneres
semidirektes Produkt von $N^*$ und $H^*$.

\begin{bemerkung}
	$G = N \rtimes_{\gamma}H$ liefert die kurze exakte Sequenz
	\[
		1 \to N \overset\iota{\to} G \overset\pi{\to} H \to 1
	\]
	Es existiert $j\colon H \to G$ mit $\pi \circ j = \id_H (j(h) = (e_N, h))$.
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	\begin{enumerate}
		\item Diedergruppen. Sei $N \coloneq \faktor \Z{k\Z}, H\coloneq\faktor{\Z}{2\Z}.
			      D_k \coloneq \faktor{\Z}{k\Z} \rtimes_\gamma \faktor{\Z}{2\Z}$, wobei
		      $\gamma\colon\fun {\faktor{\Z}{2\Z}}{\Aut(\faktor{\Z}{k\Z})} h
				      {\gamma_h\coloneq
					      \begin{cases}
						      \gamma_0(n) = n
						      \\
						      \gamma_1(n) = -n
					      \end{cases}
				      }$ heißt Diedergruppe ($k\ge 2$).
		      \begin{itemize}
			      \item $k = 2: \faktor{\Z}{2\Z} \times \faktor{\Z}{2\Z} \cong V_4$
			      \item $k = 3: \faktor{\Z}{3\Z} \rtimes_\gamma \faktor{\Z}{2\Z} \cong \mc S_3$
			      \item $k = 4: \faktor{\Z}{4\Z} \rtimes_\gamma \faktor{\Z}{2\Z}$
		      \end{itemize}
		      $D_k$ ist die Gruppe der Symmetrien des regelmäßigen $k$-Ecks. Die Drehungen um den Winkel
		      $\frac{2r\pi}k (0 \le r \le k-1) \leftrightarrow \faktor{\Z}{k\Z}$
		      Die Spiegelungen $\leftrightarrow \faktor{\Z}{2\Z}$
		\item Sei $V$ ein Vektorraum, $\GL(V)$ die Gruppe der
		      Vektorraumautomorphismen. $T(V)$ die Gruppe der Translationen von
		      $V (\cong V)$. $A\GL(V) \coloneq V \rtimes_\theta \GL(V)$, wobei
		      $\theta\colon \fun {\GL(V)} {\Aut(V) (=\GL(V))} f {(v \to f(v))}$
		      heißt die affine Gruppe von $V$. Die Verknüpfung ist dann
		      folgende: $(v, f) (w, g) = (v + f(w), f\circ g)$.
		\item Erinnerung: $\mc S_4 = V_4 \rtimes H$ mit $H\coloneq\{\sigma \in
			      \mc S_4: \sigma(4)=4\}$.

		      $\mc S_4 = (\faktor{\Z}{2\Z}\times \faktor{\Z}{2\Z}) \rtimes_\theta \mc S_3$, wobei
		      $\theta: {\mc S_3}\to {\Aut(\faktor{\Z}{2\Z}\times \faktor{\Z}{2\Z})}$
		      Die Vektorraumautomorphismen von $\K^n$ sind $\GL_n(\K)$, diese sind genau die Gruppenautomorphismen
		      von $K^n$.
		      \[
			      \Aut(\faktor{\Z}{2\Z}\times \faktor{\Z}{2\Z}) = \GL_2(\faktor{\Z}{2\Z})
		      \]
		      \[
			      \GL_2(\faktor{\Z}{2\Z}) = \left\{
			      \begin{pmatrix}
				      1 & 0 \\
				      0 & 1
			      \end{pmatrix}
			      ,
			      \begin{pmatrix}
				      0 & 1 \\
				      1 & 0
			      \end{pmatrix}
			      ,
			      \underbrace{
				      \begin{pmatrix}
					      1 & 1 \\
					      0 & 1
				      \end{pmatrix}
			      }_{\mathclap{\text{hat Ordnung }2}},
			      \begin{pmatrix}
				      1 & 0 \\
				      1 & 1
			      \end{pmatrix}
			      ,
			      \underbrace{
				      \begin{pmatrix}
					      1 & 1 \\
					      1 & 0
				      \end{pmatrix}
			      }_{\mathclap{\text{hat Ordnung }3}},
			      \begin{pmatrix}
				      0 & 1 \\
				      1 & 1
			      \end{pmatrix}
			      \right\}
		      \]
		      Definiere $\theta$ durch $
			      \begin{cases}
				      \theta((123)) =
				      \begin{pmatrix}
					      1 & 1 \\
					      1 & 0
				      \end{pmatrix}
				      \\
				      \theta((12)) =
				      \begin{pmatrix}
					      1 & 1 \\
					      0 & 1
				      \end{pmatrix}
			      \end{cases}
		      $
	\end{enumerate}
\end{bsp}

\section{Gruppenaktionen}
\begin{defin}
	Sei $G$ eine Gruppe, $S$ eine Menge. $G$ operiert auf $S$ (von links), falls eine Abbildung
	\[
		\alpha\colon \fun{G\times S} S {(g, s)} {gs}
	\]
	existiert mit
	\begin{enumerate}
		\item $e_G s = s \forall s \in S$
		\item $(hg)s = h(gs) \forall g, h \in G, \forall s \in S$
	\end{enumerate}
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	Für festes $g \in G$ ist $\tau_g\colon \fun S S s {gs}$ bijektiv, denn sie besitzt ein als Inverse die
	Abbildung $\tau_{\inv g}$. $(\tau_{\inv g} \circ \tau_g)(s) = \inv g (gs) = (\inv g g)s = e_G s = s$.
	Es ist $\tau_{gh} = \tau_g \circ \tau_h$, also ist $\tau\colon \fun G {\mc S(S)} g {\tau_g}$ ein
	Gruppenhomomorphismus. Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus $\tau: G \to \mc S(S)$ eine
	Aktion von $G$ auf $S$.
\end{bemerkung}

\begin{defin}
	Sei $\alpha\colon {G\times S} \to S$ eine Aktion von $G$ auf $S$, $X \subseteq S, s \in S, g \in G$
	\begin{itemize}
		\item $G\cdot s = Gs = \{ gs\colon g \in G\}$ heißt der Orbit (die Bahn) von $s$ unter der Aktion von $G$.
		\item $\faktor S G \coloneq \{Gs\colon s \in S\}$ ist die Menge aller Orbits der Aktion von $G$.
		\item $G_X \coloneq \{g \in G\colon gX = X\}$ heißt der Stabilisator von $X$. (es muss nicht $gx = x \forall
			      x \in X$ gelten!)
		\item $G_{\{s\}} \eqcolon G_s = \{ g \in G\colon gs = s\}$ heißt Stabilisator von $s \in S$.
		\item $s \in S$ heißt Fixpunkt der Aktion $\alpha$, falls $gs = s \forall g \in G$ (das heißt
		      $G_s = G$).
		\item Die Menge aller Fixpunkte der Aktion $\alpha$ wird mit $S^G$
		      bezeichnet.
		\item Die Aktion $\alpha$ heißt transitiv, falls $\forall s_1, s_2 \in
			      S \exists g \in G\colon gs_1=s_2$.
	\end{itemize}
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	$\alpha$ ist transitiv genau dann, wenn $\forall s \in S\colon S= Gs$.
	\begin{itemize}
		\item $\impliedby$: Sei nämlich $s_1 = g_1s, s_2 = g_2 s$. Wähle $g\coloneq (g_2g_1^{-1})$. Dann gilt:
		      $(g_2 g_1^{-1}) s_1 = (g_2g_1^{-1})g_1s = g_2s=s_2$
		\item $\implies$: Angenommen für ein $s_1 \in S$ gelte $Gs_1 \neq S$, das heißt $\exists s_2 \in S$ mit
		      $gs_1 \neq s_2 \forall g \in G$, sodass $\alpha$ nicht transitiv ist.
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	\begin{enumerate}
		\item $G = \mc S_n, S = \{1, \dots, n\}, \alpha\colon \fun {\mc S_n \times \{1, \dots, n\}}
			      {\{1, \dots, n\}} {(\sigma, i)} {\sigma(i)}$. \\
		      Der Stabilisator $(\mc S_n)_i$ besteht genau aus den Permutationen, die $i$ als Fixpunkt
		      haben.

		      Sei $\hull \sigma$ die von $\sigma \in \mc S_n$ erzeugte
		      Untergruppe von $\mc S_n$ und wir betrachten die
		      Einschränkung von $\alpha$ auf $\hull \sigma$. $(\sigma^k, i)
			      \mapsto \sigma^k(i)$. Die Orbits dieser Aktion haben die Gestalt
		      $(i, \sigma(i), \sigma^2(i), \dots, \sigma^r(i))$ und entsprechen
		      daher genau den Zyklen der Permutation $\sigma$.
		\item Sei $H \le G, \alpha\colon \fun {H \times G} G {(h, g)} {g\inv
					      h=\alpha(h, g)}$. $\alpha(e, g) \mapsto g \checkmark$
		      $\alpha(h_1 h_2,g) = g(h_1h_2)^{-1} = (gh_2^{-1}) h_1^{-1} =
			      \alpha(h_2, g)h_1^{-1} = \alpha(h_1, \alpha(h_2, g))$. Der
		      Orbit $H_g = \{\alpha(h, g): h\in H\} = \{g \inv h: h \in H\} =
			      gH$ entspricht der Linksnebenklasse $gH$.

		      $\faktor G H = $ Menge der Orbits = Menge der Linksnebenklassen. ($\nexists$ Fixpunkt, falls
		      $H \neq \{e\}$)
		\item $G$ Gruppe, $H \le G. \faktor GH$: Linksnebenklassen von $G$ nach $H$.
		      \[
			      \alpha\colon \fun {G \times \faktor GH} {\faktor GH} {(g, g'H)} {gg'H}
		      \]
		      Behauptung: $\alpha$ ist transitiv. Seien $g_1H, g_2H$ beliebige
		      Linksnebenklassen. Dann ist $(g_2 \inv g_1)g_1 H = g_2 (\inv g_1
			      g_1) H = g_2 H$.
		\item $\alpha\colon \fun {G\times G} G {(g, h)} {gh}$. Dann ist $\alpha$ Aktion wegen $\exists e \in G$ und
		      $G$ erfüllt das Assoziativgesetz.
		\item $\alpha\colon \fun {\GL(V) \times V} V {(f, v)} {f(v)}$. $V = 0$ ist ein einpunktiger Orbit.
		      $V \neq 0$ hat als Orbit $V \setminus \{0\}$.

		      $\End(V): $Vektorraumendomorphismen von $V$.
		      \[
			      \beta\colon \fun {\GL(V) \times \End(V)} {\End(V)} {(f, g)} {f g \inv f}
		      \]
		      $V = \K^n\colon \fun {\GL_n(\K) \times M_{n\times n}(\K)} {M_{n\times n}(\K)} {(S, A)} {SA\inv S}$.
		      Orbit von A besteht aus allen zu $A$ ähnlichen Matrizen.
	\end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{proposition}
	\label{linksaktion}
	$\alpha\colon G\times S \to S$ sei eine Aktion.
	\begin{enumerate}
		\item Für $X \subseteq S$ ist $G_X$ eine Untergruppe von $G$ (die
		      Stabilisatoruntergruppe von $X$).
		\item Definiert man $s_1 \sim s_2 \coloniff \exists g \in G$ mit $s_1 = g
			      s_2$, so ist $\sim$ eine Äquivalenzrelation auf $S$.
		\item Für $s \in S$ ist $f\colon \fun {\faktor G {G_s}} {Gs} {gG_s} {gs}$
		      eine Bijektion von der Menge der Linksnebenklassen von $G_s$ auf
		      den Orbit $Gs$
	\end{enumerate}
\end{proposition}
\begin{proof}
	\begin{enumerate}
		\item $X \subseteq S, e \in G_X \implies G_X \neq \emptyset$. Seien $g, h \in G_X$, das heißt $gX = X$ und
		      $hX = X$. Es folgt $(gh) X \underset{\text{Aktion}}{=} g(hX) = gX = X$, also $gh \in G_X$.
		      Weiters: $\inv g X = \inv g (gX) = (\inv g g) X = eX = X$, also $\inv g \in G_X$. Also $G_X \le G$.
		\item Sei $s \in S$. Dann ist $e\cdot s = s$, also $s \sim s$. Für
		      $s_1, s_2 \in S$ mit $s_1 = gs_2$ folgt $\inv g(s_1) = \inv g (g
			      s_2) \underset{\text{Aktion}}{=} (\inv g g) (s_2) = e s_2 = s_2$.
		      Für $s_1, s_2, s_3 \in S$ mit $s_1 = g s_2, s_2 = h s_3$ gilt
		      $s_1 = g s_2 = g(h s_3) = (gh) s_3$. Also ist $\sim$ eine
		      Äquivalenzrelation.

		      Folgerung: $\faktor S \sim = \faktor S G$, daher $S =
			      \bigcup_{s\in S} Gs$ und $Gs\cap Gt = \emptyset$ oder $Gs = Gt$.
		\item Seien $g_1, g_2 \in G$ und $g_1 s = g_2 s \iff (\inv g_1 g_2)s =
			      s \iff \inv g_1 g_2 \in G_s$. Diese Äquivalenz liefert
		      Wohldefiniertheit und Injektivität von $f$. Die Surjektivität ist
		      klar.
	\end{enumerate}
\end{proof}

\begin{korollar}
	Die Länge des Orbits von $s$ unter $G$ ist der Index der Stabilisatoruntergruppe von $s$ in $G$.
	\[
		\abs{Gs} = [G : G_s]
	\]
\end{korollar}
\begin{proof}
	Direkte Folgerung aus \cref{linksaktion}.
\end{proof}

\begin{korollar}[Bahngleichung/Orbitzerlegungsformel]
	Sei $\alpha: G\times S \to S$ die Aktion von $G$ auf einer \underline{endlichen} Menge $S$. Dann gilt:
	\[
		\abs S = \sum_{i \in I} \abs{\faktor G {G_{s_i}}} = \sum_{i\in I} [G:G_{s_i}],
	\]
	wobei $G_{s_i}, i \in I$ ein Repräsentantensystem für die disjunkten Orbits
	der Aktion $\alpha$ durchläuft.
\end{korollar}
\begin{proof}
	Direkte Folgerung aus \cref{linksaktion}
\end{proof}
Alternativ:
\[
	\abs S = \abs{S^G} + \sum_{i \in \tilde I} [G:G_{s_i}],
\]
wobei $G_{s_i}$ die disjunkten Orbits der Länge $> 1$ durchläuft.

\begin{bsp}
	$\alpha\colon \fun {G\times G} G {(g, h)} {g h \inv g}$ \glqq Konjugation\grqq. \\
	$H, H' \le G$ heißen konjugiert, falls sie im selben Orbit bezüglich $\alpha$ liegen, das heißt
	$\exists g \in G: g H \inv g = H'$. Für $h \in G:$ der Orbit $Gh = \{ gh \inv g: g \in G\}$ heißt
	Konjugationsklasse von $h$. Der Stabilisator $G_h$ von $h \in G$ bezüglich $\alpha$ ist genau der Zentralisator $Z_G(h)$.
	Der Stabilisator $G_H$ von $H \le G$ bezüglich $\alpha$ ist der Normalisator $N_G(H)$ (das ist die
	größte Untergruppe von $G$, in der $H$ normal ist).
\end{bsp}

\begin{lemma}[Lemma von Burnside]
	Sei $\alpha: G \times S \to S$ eine Aktion einer endlichen Gruppe $G$ auf der endlichen Menge $S$. Dann
	gilt: $\abs{\faktor S G} = \frac 1 {\abs{G}} \cdot \sum_{g \in G} \abs{S^g}$, wobei
	$S^g \coloneq \{s \in S: gs = s\}$
\end{lemma}
\begin{proof}
	Setze $T \coloneq \{(g, s) \in G \times S: gs = s\}$. $\abs T$ kann auf 2 verschiedene Arten ermittelt werden.
	\begin{enumerate}
		\item für jedes feste $g \in G$: zähle $s \in S$ mit $gs = s$ und
		      summiere über alle $g \in G$.
		\item für jedes feste $s \in S$: zähle $g \in G$ mit $gs = s$ und
		      summiere über alle $s \in S$.
	\end{enumerate}
	\begin{enumerate}
		\item $\sum_{g \in G} \abs{S^g}$
		\item $\sum_{s \in S} \abs{G_{s}}$
	\end{enumerate}
	$\sum_{s \in S} \abs{G_{s}} = \sum_{i=1}^{\abs{\faktor S G}} \sum_{y \in Gs_i} \abs{G_y}$, wobei
	$G_{S_1}, \dots, G_{S_{\abs{\faktor S G}}}$ ein Repräsentantensystem für die disjunkten Orbits bildet.
	Für $y, y' \in Gs_i$ gilt $\abs{G_y} = \abs{G_{y'}} = \abs{G_{s_i}}$, daher ist \\
	$\sum_{y \in G_{s_i}} \abs{G_y} = \abs{G_{s_i}} \cdot \underbrace{\abs{Gs_i}}_{[G:G_{s_i}]} = \abs G$.
	Schlussendlich $\sum_{s \in S} \abs{G_s} = \sum_{i=1}^{\abs{\faktor S G}} \abs{G} = \abs{\faktor S G} \abs G$
\end{proof}
\section{Die Sylow-Sätze}

\begin{defin}
	Eine endliche Gruppe $G$ mit $\abs G = p^r$ für ein $r \ge 1, p \in \Primes$ heißt $p$-Gruppe.
\end{defin}

\begin{proposition}
	\label{sylowprop}
	Sei $\alpha\colon G \times S \to S$ die Aktion einer $p$-Gruppe $G$ auf einer endlichen Menge $S$.
	Dann gilt $\abs S \equiv \abs{S^G} \mod p$.
\end{proposition}
\begin{proof}
	$\abs S = \abs{S^G} + \sum \abs{\faktor G {G_{x_i}}}$. Aus
	$\abs G = p^r = \abs{\faktor G {G_{x_i}}} \cdot \abs{Gx_i}$ folgt, dass \\
	$p \mid \sum \abs{\faktor G {G_{x_i}}}$. Daraus folgt die Behauptung.
\end{proof}

\begin{korollar}
	\label{sylowkorollar1}
	Sei $G$ eine $p$-Gruppe, dann ist $\abs G \equiv \abs{Z(G)} \mod p$ und $\abs{Z(G)} > 1$.
\end{korollar}
\begin{proof}
	Sei $\alpha\colon G \times G \to G$ die Konjugation, nach \cref{sylowprop} gilt
	$\abs G \equiv \abs{Z(G)} \mod p$. Wegen $\abs G = p^r$ gilt $\abs{Z(G)} \equiv 0 \mod p$, daher folgt
	$\abs{Z(G)} > 1$.
\end{proof}

\begin{korollar}
	Jede Gruppe $G$ der Ordnung $p^2$ ist abelsch.
\end{korollar}
\begin{proof}
	Es gilt nach \cref{sylowkorollar1}: $\abs{Z(G)} \in \{p, p^2\}$. Angenommen es gelte $\abs{Z(G)} = p$.
	Wegen $Z(G) \nt G$, können wir die Gruppe $\faktor G {Z(G)}$ bilden. $\abs{\faktor G {Z(G)}}
		= p \implies \faktor G {Z(G)}$ ist zyklisch, das heißt $\exists x \in G$ mit $\faktor G {Z(G)} =
		\hull{xZ(G)}$. Jedes $gZ(G)$ lässt sich als $(xZ(G))^r = x^rZ(G)$ schreiben (für geeignetes $r$).
	$g = x^r a$ mit $a \in Z(G)$
	Daher gilt für $g, h \in G$:
	\begin{align*}
		gh & = x^r \cdot a \cdot x^s \cdot b \;
		(h = x^s \cdot \underbrace{b}_{\in Z(G)})          \\
		   & = x^r x^s a b = x^{r+s} ab = x^s b x^r a = hg
	\end{align*}
\end{proof}

\begin{defin}
	Sei $p \in \Primes, G$ eine endliche Gruppe der Ordnung $p^r \cdot m$ mit $r \ge 1, \ggT(m, p) = 1$.
	Eine Untergruppe $H \le G$ mit $\abs H = p^r$ heißt $p$-Sylow Untergruppe von $G$.
	$\syl_p(G)$ bezeichnet die Menge aller $p$-Sylow Untergruppen von $G$.
\end{defin}

\begin{bsp}
	$G = \mc S_4, \abs{\mc S_4} = 24 = 2^3 \cdot 3$. Wir betrachten die Untergruppen
	\begin{align*}
		H   & \coloneq \hull{(1234), (24)} \text{ hat Ordnung } 8. \\
		H'  & \coloneq \hull{(1243), (23)} \text{ hat Ordnung } 8. \\
		H'' & \coloneq \hull{(1324), (34)} \text{ hat Ordnung } 8.
	\end{align*}

	Dann gilt $H, H', H'' \in \syl_2(\mc S_4)$. Es gilt sogar
	$\syl_2(\mc S_4) = \{H, H', H''\}$. Wir betrachten die Untergruppen
	\begin{align*}
		J    & \coloneq \hull{(123)} \text{ hat Ordnung } 3. \\
		J'   & \coloneq \hull{(124)} \text{ hat Ordnung } 3. \\
		J''  & \coloneq \hull{(134)} \text{ hat Ordnung } 3. \\
		J''' & \coloneq \hull{(234)} \text{ hat Ordnung } 3.
	\end{align*}
	$\syl_3(\mc S_4) = \{J, J', J'', J'''\}$
\end{bsp}

\begin{satz}[1. Sylowsatz]
	$\abs G = p^r \cdot m$ mit $r \ge 1, (m, p) = 1$. Dann enthält $G$ mindestens eine $p$-Sylow Untergruppe.
\end{satz}
\begin{proof}
	Sei $S\coloneq \{X \subseteq G: \abs X = p^r\}, \alpha\colon \fun {G \times S} S {(g, X)} {gX}$ liefert eine Aktion.
	Es gilt: $\abs S = \binom{p^r m}{p^r} = \frac{p^r m (p^r m -1)\cdots(p^r m - p^r + 1)}
		{p^r (p^r-1) \cdots 1}$ und $p \nmid \abs S$. Bezeichnet $\nu_p(n)$ die Vielfachheit von $p$ in $n$,
	so gilt: $\nu_p(p^r \cdot m - i) = \nu_p(p^r - i)$. Wir wissen $S = \bigcup_{X \in S} GX$. Wegen
	$p \nmid \abs S$ gilt $p \nmid \abs{\bigcup_{X \in S} GX} \implies \exists X \in S: p \nmid \abs{GX}$.

	Wegen $\underbrace{\abs G}_{=p^r m} = \underbrace{\abs{GX}}_{p^r \nmid}
		\cdot \abs{G_X}$ folgt $p^r \mid \abs{G_X}$. Behauptung: Es gilt sogar
	$\abs{G_X} = p^r$. $G_X$ operiert auf $X$ durch Multiplikation, die Orbits
	$G_X x$ entsprechen den Rechtsnebenklassen von $G_X$. Jeder Orbit hat genau
	$\abs{G_X}$ Elemente, daher gilt $\abs{G_X} \mid
		\underbrace{\abs{X}}_{=p^r}$ und daher folgt $\abs{G_X} = p^r$. Somit ist
	$G_X$ eine $p$-Sylow Untergruppe von $G$.
\end{proof}

\begin{satz}[2. Sylowsatz] \label{sylowsatz2}
	Seien $P, Q$ zwei $p$-Sylow Untergruppen von $G$. Dann sind $P$ und $Q$ konjugiert, das heißt
	$\exists g \in G$ mit $gP\inv g = Q$. Die Gruppe $G$ agiert auf $\syl_p(G)$ durch Konjugation und diese
	Aktion ist transitiv.
\end{satz}
\begin{proof}
	$G$ operiert auf der Menge der Linksnebenklassen von $G$ nach $Q$, also auf $\faktor G Q$. $P \le G$, die
	Einschränkung der Aktion auf $P$ liefert eine Aktion von $P$ auf $\faktor G Q$. Laut Voraussetzung gilt:
	$p \nmid \abs{\faktor G Q}$. Es folgt: diese Aktion hat mindestens einen Fixpunkt. Sei $h \in Q$ dieser
	Fixpunkt, das heißt
	$g(hQ) = hQ$
	für alle $g \in P$.
	\[
		ghQ = hQ \iff gh \in hQ \iff g \in h Q \inv h \forall g \in P\iff
		P \subseteq h Q \inv h
	\]
	Wegen $\abs P = \abs Q$ folgt $P = h Q \inv h$
\end{proof}

\begin{korollar}
	Jede $p$-Untergruppe von $G$ ist in einer $p$-Sylow Untergruppe von $G$ enthalten.
\end{korollar}
\begin{proof}
	Wähle im 2. Sylowsatz~\ref{sylowsatz2} für $P$ die $p$-Untergruppe von $G$, für $Q$ eine $p$-Sylow
	Untergruppe von $G$. Bis auf den letzten Schritt folgt das gleiche, insbesondere $P \subseteq h Q \inv h$.
	Da $Q$ schon $p$-Sylow Untergruppe ist, ist $h Q \inv h$ auch eine.
\end{proof}

\begin{korollar}
	$\abs{\syl_p(G)} = 1 \iff$ die $p$-Sylow Untergruppe von $G$ ist Normalteiler.
\end{korollar}
\begin{proof}
	Folgt unmittelbar aus dem 2. Sylowsatz~\ref{sylowsatz2}.
\end{proof}

\begin{satz}[3. Sylowsatz] \label{sylowsatz3}
	\begin{enumerate}
		\item $\abs{\syl_p(G)} \mid m$
		\item $\abs{\syl_p(G)} \equiv 1 \mod p$
	\end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
	\leavevmode
	\begin{enumerate}
		\item Sei $P \in \syl_p(G)$. $G$ operiert auf $\syl_p(G)$ durch
		      Konjugation, diese Aktion hat nur einen Orbit nach dem 2.
		      Sylowsatz~\ref{sylowsatz2}. Es folgt: $\syl_p(G) = GP$,
		      insbesondere $\abs{\syl_p(G)} = \abs{GP}$.
		      \begin{equation}
			      \label{eq:1.8.11.1}
			      \abs{GP} = \abs{\faktor G {G_P}} = \abs{\faktor G {N_G(P)}} = [G: N_G(P)]
		      \end{equation}
		      Es ist $P \le N_G(P)$ und
		      \begin{equation}[G : P] = [G : N_G(P)] \cdot [N_G(P) : P]
			      \label{eq:1.8.11.2}
		      \end{equation}
		      Kombiniert man die beiden
		      Aussagen (\ref{eq:1.8.11.1}, \ref{eq:1.8.11.2}), folgt
		      $\abs{\syl_p(P)} \mid \underbrace{\abs{\faktor GP}}_m$
		\item Durch Einschränkung dieser Aktion auf $P$ erhalten wir eine
		      Aktion von $P$ auf $\syl_p(G)$. Behauptung: $P$ ist der einzige
		      Fixpunkt dieser Aktion. Sei $Q$ ein Fixpunkt der Aktion, das
		      heißt $g Q \inv g = Q \forall g \in P$. Das bedeutet: $P
			      \subseteq N_G(Q)$. Wir wenden nun den 2. Sylowsatz
		      ~\ref{sylowsatz2} in $N_G(Q)$ an auf die $p$-Sylow Untergruppen
		      $P$ und $Q$ von $N_G(Q): \exists g \in N_G(Q): Q = g Q \inv g =
			      P$.

		      Daher gilt: $\abs{\syl_p(G)} \equiv \underset{\substack{| \\
					      \mathrlap{=\abs{\syl_p(G)^G}}}}{1} \mod p$
	\end{enumerate}
\end{proof}

\begin{bsp}
	Jede Gruppe $G$ der Ordnung $143$ ist zyklisch.

	$143 = 11 \cdot 13$, daher besitzt $G$ 13 beziehungsweise 11-Sylow Untergruppen.
	$\underbrace{\abs{\syl_{11}(G)} \mid 13}_{\implies \in \{1, 13\}},
		\underbrace{\abs{\syl_{11}} \equiv 1 \mod {11}}_{\in \{1, 12, 23, \dots\}}$
	Es folgt: $\abs{\syl_{11}(G)} = 1 \implies S_{11} \nt G$. $S_{11}$ ist die einzige 11-Sylow
	Untergruppe von $G$.

	Analog: $\abs{\syl_{13}(G)}$ teilt 11 und ist $\equiv 1 \mod 13$, also
	$\exists! S_{13} \nt G$. $G$ enthält die Normalteiler $S_{11}$
	und $S_{13}$. $S_{11} \cap S_{13} = \{e\}$. Es folgt wegen $\abs{S_{11}}
		\cdot \abs{S_{13}} = 11 \cdot 13 = 143$ und $\abs{S_{11} \cap S_{13}} = 1$,
	dass $G = S_{11} S_{13}$. Daher gilt auch $G \cong S_{11} \times S_{13}
		\cong \faktor{\Z}{11\Z} \times \faktor{\Z}{13\Z} \cong \faktor{\Z}{143\Z}$
\end{bsp}

\begin{bsp}
	$p, q$ seien verschiedene Primzahlen. Jede Gruppe $G$ mit $\abs G = p \cdot q$ hat einen nicht-trivialen
	Normalteiler.

	\emph{Beweis.} oBdA: $p < q$.
	\[
		\abs{\syl_q(G)} \equiv 1 \mod q \implies \in \{1, q+1, 2q+1, \dots\}
	\]
	$\abs{\syl_q(G)} \mid p$. Wegen $p < q$ kommt nur $\abs{\syl_q(G)} = 1$ in Frage. Darum ist die $p$-Sylow
	Untergruppe Normalteiler. Könnten wir zeigen, dass auch $\abs{\syl_p(G)} = 1$, so wäre $G$ zyklisch.

	$\abs{\syl_p(G)} \equiv 1 \mod p$ und teilt $q$, daher $\abs{\syl_p(G)} \in \{1, q\}$. Wäre
	$\abs{\syl_p(G)} = q$, so folgte $q \equiv 1 \mod p$.
	Jede Gruppe $G$ mit $\abs G = pq, p< q$ verschiedene Primzahlen mit $q \not\equiv 1 \mod p$ ist zyklisch.
\end{bsp}

\begin{bsp}
	Wie viele Elemente der Ordnung 5 gibt es in einer Gruppe $G$ mit $\abs{G} = 20$?

	$20 = 4 \cdot 5 \implies \exists 5-$Sylow Untergruppen. $\abs{\syl_5(G)} \equiv 1 \mod 5$ und teilt 4
	$\implies \abs{\syl_5(G)} = 1$. $\exists! H \le G$ mit $\abs H = 5$, also 4 Elemente der Ordnung 5.
\end{bsp}

\begin{bsp}
	Bestimmung einer $p$-Sylow Untergruppe von $\GL_n\left(\faktor \Z {p\Z}\right)$. \\
	Zunächst: $\abs{\GL_n\left(\faktor{\Z}{p\Z}\right)}$?
	\[
		\begin{pmatrix}
			* & *      & \cdots & * \\
			\vdots                  \\
			* & \cdots & \cdots & *
		\end{pmatrix}
		, *\in \faktor{\Z}{p\Z}
	\]
	\begin{itemize}
		\item[1. Zeile:] $p^n -1$ Möglichkeiten
		\item[2. Zeile:] $p^n - p$ Möglichkeiten
		\item[3. Zeile:] $p^n - p^2$ Möglichkeiten
		\item[\vdots]
		\item[n. Zeile:] $p^n - p^{n-1}$ Möglichkeiten
	\end{itemize}
	Es folgt $\abs{\GL_n\left(\faktor{\Z}{p\Z}\right)} =
		\overbrace{(p^n - 1)}^{\nu_p = 0}\overbrace{(p^n - p)}^{\nu_p = 1} \cdots
		\overbrace{(p^n - p^{n-1})}^{\nu_p = n-1}$. $\nu_p(()\cdots()) = 0 + 1 + \cdots + (n-1) = \frac {n(n-1)}2$
	Für jede $p$-Sylow Untergruppe $H$ von $G$ muss $\abs H = p^{\frac{n(n-1)}2}$ und umgekehrt. Die Matrizen
	der Gestalt
	\[
		\begin{pmatrix}
			1      & *      & \cdots & *      \\
			0      & \ddots & \ddots & \vdots \\
			\vdots & \ddots & \ddots & *      \\
			0      & \cdots & 0      & 1
		\end{pmatrix}
	\]
	bilden eine Untergruppe von $\GL_n(\Z_p)$ mit Ordnung $p^{\frac{n(n-1)}2}$.
\end{bsp}

\section{Einfache Gruppen}

\begin{defin}
	$G$ heißt einfach, falls $N \nt G \implies N \in \{ \{e\}, G\}$
\end{defin}

\begin{proposition}
	Alle Gruppen $G$ mit $\abs G < 60, \abs G \notin \Primes$ sind nicht einfach.
\end{proposition}
\begin{proof}
	$\abs G = p^k \cdot q (p, q$ verschiedene Primzahlen) mit $q \not\equiv 1 \mod p \implies G$ nicht
	einfach.

	$\abs G = 36 = 2^2 \cdot 3^2$. Angenommen: $\abs{\syl_3(G)} > 1$ (falls $=1$, so ist die $3$-Sylow normal)
	dann gilt: $\abs{\syl_3(G)} = 4$. $G$ operiert auf $\syl_3(G)$ durch Konjugation. Diese Aktion induziert
	einen Gruppenhomomorphismus $\fun {G} {\mc S_{\syl_3(G)}} {g} {\tau_g: S \mapsto g S \inv g}$.
	Wegen $\abs G = 36$ und $\abs{\mc S_{\syl_3(G)}} = 24$ ist $\tau$ nicht injektiv. Folglich gilt
	$\ker(\tau) \neq \{e \}$. Weiters gilt $\ker(\tau) \neq G$. Wäre $\ker(\tau) = G$, so folgte
	$g S \inv g = S \forall g \in G$ was einen Widerspruch zum 2. Sylowsatz ~\ref{sylowsatz2} ergäbe.
	Somit ist $\ker(\tau)$ ein echter Normalteiler von $G$.
\end{proof}

\begin{satz}
	$\mc A_5$ ist einfach.
\end{satz}
\begin{proof}
	Angenommen $\mc A_5$ habe einen Normalteiler $U$.
	\begin{description}
		\item[1. Fall:] $5 \mid \abs U$. Dann enthält $U$ eine Untergruppe der Ordnung 5, also eine 5-Sylow Untergruppe von
		      $\mc A_5$, zum Beispiel $\hull \sigma$, wobei $\sigma$ ein 5-Zyklus ist. Nach dem 2. Sylowsatz
		      ~\ref{sylowsatz2} ist jede andere 5-Sylow Untergruppe zu $\sigma$ konjugiert. Daher wegen
		      $U \nt \mc A_5$ in $U$ enthalten, sodass $U$ alle 5-Zyklen enthält. Davon gibt es 24.
		      Es folgt: $\abs U = 30$.

		      Ein analoges Vorgehen zeigt, dass auch alle 3-Zykel in $U$
		      enthalten sind. Davon gibt es 20, also $U \mc A_5$

		\item[2. Fall:] $3 \mid \abs U$ Wir zeigen wieder, dass $U$ alle 3-Zykel enthält. Es folgt $\abs U \ge 21$,
		      damit muss schon $\abs U = 30$ gelten.
		      Da U auch alle 5-Zykel enthält, folgt wie vorher ein Widerspruch.
	\end{description}
	Die einzigen verbleibenden Möglichkeiten für $\abs U$ sind $\abs U = 2$ und $\abs U = 4$. Dann enthält $U$
	ein Element der Ordnung 2, also der Gestalt $(ab)(cd)$. oBdA $(12)(34) \in U$.
	\begin{itemize}
		\item $(125)(12)(34)(152) = (52)(34) \in U$ wegen $U \nt \mc A_5$.
		\item $(215)(12)(34)(251) = (15)(34) \in U$ wegen $U \nt \mc A_5$.
		\item $(345)(12)(34)(354) = (12)(54) \in U$ wegen $U \nt \mc A_5$.
	\end{itemize}
\end{proof}

\begin{bemerkung}
	\begin{itemize}
		\item $\abs G = p \implies G$ einfach.
		\item $\mc A_n, n \ge 5$ ist einfach.
		\item $\faktor {\SL_2(\Z_7)} {\{\pm I\}} \eqcolon \operatorfont{PSL}_2(\Z_7)$ hat Ordnung 168 und ist einfach.
	\end{itemize}
	+ insgesamt 16 Familien von Matrixgruppen, die alle einfach sind.

	$\exists$ 26 weitere Gruppen (\glqq sporadische Gruppen\grqq) (kleinste hat Ordnung 7920, die größte
	$~8\cdot 10^{54}$ und wird Monstergruppe genannt.)
\end{bemerkung}

\chapter{Ringe}
\section{Grundlagen}
\begin{defin}
	$(R, +, \cdot)$ heißt Ring, falls
	\begin{description}
		\item[$R_1$:] $(R, +)$ ist eine abelsche Gruppe.
		\item[$R_2$:] $(R, \cdot)$ erfüllt: $\forall a, b, c \in R: a(bc) = (ab)c$.
		\item[$R_3$:] $\forall a, b, c \in R:
			      \begin{cases}
				      a(b+c) = ab + ac \\
				      (a+b)c = ac + bc
			      \end{cases}
		      $.
	\end{description}
	Falls $(R, +, \cdot)$ zusätzlich
	\begin{description}
		\item[$R_4$:] $\exists 1 \in R: 1 \cdot a = a \cdot 1 = a \forall a \in R$ gilt, so heißt $(R, +, \cdot)$
		      unitär (Ring mit 1)
		\item[$R_5$:] $\forall a, b \in R: ab = ba$ gilt, so heißt $(R, +, \cdot)$ kommutativ.
	\end{description}
\end{defin}

\begin{folgerung}
	\begin{itemize}
		\item $0 \cdot a = a \cdot 0 = 0 \forall a \in R$
		\item $(-a) \cdot b = a(-b) = -(ab) \forall a, b \in R$
		\item $(-a)(-b) = ab \forall a, b \in R$
		\item $a(b-c) = ab - ac \forall a, b, c \in R$
		\item $(\sum_{i=1}^n a_i)(\sum_{j=1}^m b_j) = \sum_{i=1}^n \sum_{j=1}^m a_i b_j$
	\end{itemize}
\end{folgerung}

\begin{bemerkung}
	$R = (\Z, +, \cdot)$ ist unitärer Ring. \\
	$R' = (2\Z, +, \cdot)$ ist ein Ring, aber nicht unitär.

	$\{0\}$ ist ein Ring, sogar ein unitärer Ring!
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	\begin{itemize}
		\item \Z, \Q, \R, \C
		\item $\left(\faktor \Z {n\Z}, +, \cdot\right)$ ist Ring wenn man $(a + n\Z)(b+n\Z) \coloneq ab + n\Z$
		\item $M_{n\times n}(\K)$ ist nicht kommutativer, unitärer Ring (bezüglich Matrizenmultiplikation).
		\item Ist $G$ abelsche Gruppe, so ist
		      \[
			      \End(G) = \{\varphi: (G, +) \to (G, +), \varphi \text{ Gruppenhomomorphismus} \}
		      \]
		      ein Ring bezüglich
		      \begin{align*}
			      (\varphi + \psi)(g)     & \coloneq \varphi(g) + \psi(g) \\
			      (\varphi \cdot \psi)(g) & \coloneq \varphi(\psi(g))
		      \end{align*}
		      und heißt Endomorphismenring von $G$. $\End((\Z, +)) \cong (\Z, +, \cdot)$.
	\end{itemize}
\end{bsp}

Weitere Begriffe: (in unitären Ringen)

\begin{defin}
	Sei $a \in R$. Falls $\exists b \in R$ mit $ab = 1$, so heißt $b$ Rechtsinverses von $a$. Falls $ba = 1$, so
	heißt $b$ Linksinverses von $a$.

	Falls $a$ ein Rechtsinverses $b_1$ und ein Linksinverses $b_2$ besitzt und
	diese über-einstimmen, so heißt $b \coloneq b_1 = b_2$ Inverses von $a$.

	Man sagt $a$ ist eine Einheit in $R$. $R^*$ bezeichnet die Menge aller
	Einheiten von $R$.
\end{defin}
Also ist $\R^* = \R \setminus \{0\}$

\begin{defin}
	Gilt in einem Ring $R$:
	$R^* = R \setminus \{\overset{\substack{\mathclap{\text{neutrales Element bezüglich }+}\\|}}{0}\}$,
	so heißt $R$ Schiefkörper.

	Analog zu Rechts- und Linksinversen definieren wir Rechts- und
	Linksnullteiler durch: falls $\exists b \in R\setminus\{0\}$ mit $ab = 0$
	(bzw. $ba = 0$), so heißt $a$ Rechts-/Linksnullteiler. Falls beides
	zutrifft, so heißt $a$ Nullteiler.
\end{defin}

Für $a, x, y \in R, a$ \underline{kein} Nullteiler gilt:
\begin{align*}
	ax     & = ay \implies x = y \land xa = ya \implies x = y \\
	       & \rotatebox{90}{$\iff$}                           \\
	ax -ay & = 0 \iff a(x-y) = 0
\end{align*}
da $a$ kein Nullteiler folgt $x-y = 0$.

\begin{defin}
	Ein kommutativer Ring mit Eins, in dem $1 \neq 0$ und der keine Nullteiler besitzt, heißt
	Integritätsbereich.
\end{defin}

\begin{bsp}
	\begin{itemize}
		\item $\left(\faktor \Z {6\Z}\right)^* = \{1+6\Z, 5+6\Z\}$. \\
		      $\left(\faktor \Z {p\Z}\right)^* = \{1 + p\Z, \dots, p-1 + p\Z\} =
			      \faktor{\Z}{p\Z} \setminus\{0+p\Z\}$ \\
		      $(R^*, \cdot)$ bilden eine Gruppe für jeden kommutativen Ring $R$ mit 1.\\
		      Weil $\faktor \Z{p\Z}$ Körper, folgt: $\left(\faktor \Z{p\Z}\right)^*$ ist zyklisch,
		      daher $\cong \faktor \Z{(p-1)\Z}$
		\item $\left(\faktor \Z{15\Z}\right)^* =
			      \{ \overline 1, \overline 2, \overline 4, \overline 7, \overline 8, \overline {11}, \overline {13}, \overline {14} \}$
		      ist nicht zyklisch (nachrechnen).
		\item ${M_{n\times n}(R)}^* = \{A \in M_{n\times n}(R): \det(A)\in R^*\}$
	\end{itemize}
\end{bsp}

\section{Teilringe \& Homomorphismen}
\begin{defin}
	Sei $(U, +)$ eine additive Untergruppe von $(R, +)$. Falls $U$ bezüglich $\cdot$ abgeschlossen ist, das
	heißt $\forall a, b \in U$ gilt $ab\in U$, so heißt $(U, +, \cdot)$ Teilring von $(R, +, \cdot)$.
	Falls $(R, +, \cdot)$ ein Ring mit 1 ist, so muss zusätzlich $1 \in U$ gelten. Wir schreiben dann
	$(U, +, \cdot) \le (R, +, \cdot)$.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	$R$ unitär und $(U, +)$ bezüglich $\cdot$ abgeschlossen impliziert nicht notwendig $U$ unitär
	(siehe $R = \Z, U=n\Z$).
	\[
		Z(R) \coloneq \{a \in R: ab = ba \forall b \in R\}
	\]
	ist Teilring von $R$.
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	$M_{n\times n}(U) \le M_{n\times n}(R)$ falls $U \le R$.
\end{bsp}

\begin{defin}
	$\varphi: (R, +, \cdot) \to (S, \oplus, \odot)$ heißt Ringhomomorphismus, falls $\forall r, s \in R$
	\begin{enumerate}
		\item $\varphi(r + s) = \varphi(r) \oplus \varphi(s)$
		\item $\varphi(r \cdot s) = \varphi(r) \odot \varphi(s)$
		\item $\varphi(1_R) = 1_S$ falls $R, S$ Ringe mit 1 sind.
	\end{enumerate}
\end{defin}
Achtung: $\varphi(r) = 0 \forall r \in R$ definiert einen Ringhomomorphismus, aber keinen Ringhomomorphismus von
Ringen mit 1.

Analog zu Gruppenhomomorphismen definiert man: Mono-, Epi-
und Isomorphismus. Ist $\varphi: R \to S$ ein
Ringisomorphismus, so ist $\varphi^{-1}: S \to R$ auch
einer. (Übungsaufgabe 42)

Man zeigt analog: $\varphi: R \to S$ Ringhomomorphismus
$\implies$
\begin{enumerate}
	\item $\varphi^{-1}(\{0_S\}) \coloneq \ker(\varphi) \le R$
	\item $\varphi(R) \coloneq \im(\varphi) \le S$
	\item $\varphi(0_R) = (0_S)$
\end{enumerate}
Beweise sind jeweils Einzeiler.

Sei $R$ ein Ring mit 1. $\chi\colon \fun \Z R n {\underbrace{1_R
		+ \cdots + 1_R}_{n\text{ mal}} \eqcolon n \cdot 1_R}$ ist der
einzige Ringhomomorphismus. Es ist $\ker(\chi) = \{0\}$ oder
$d\Z$ für ein $d \in \N\setminus\{1\}$. Dieses $d$ heißt die
Charakteristik ($\Char(R)$) von $R$. $\Char(R) = 0 \iff
	\chi$ injektiv. Falls $\Char(R) \neq 0$ so ist $\Char(R)=d$
die kleinste natürliche Zahl für die $d\cdot 1_r = 0$. Wegen
$\im(\chi) \le R$ folgt, dass jeder Ring einen Teilring
$\Primes(R)$, den Primring von $R$ enthält, der isomorph zu
\Z\ bzw. $\faktor \Z{d\Z}$ ist.

Für Integritätsbereiche $R$ gilt sogar: $\Char(R) = 0$ oder
$\Char(R) = p$, prim (Übung 46). Falls $R$ ein
Integritätsbereich mit $\Char(R) = p$, dann gilt:
\[
	\begin{aligned}
		x^p + y^p & = {(x+y)}^p \\
		x^p y^p   & = (xy)^p
	\end{aligned}
	\forall x, y \in R
\]
sodass: $\operatorfont{Frob}_p\colon \fun R R x {x^p}$ ein Ringhomomorphismus ist,
der sogenannte Frobeniushomomorphismus.

\section{Ideale \& Quotientenringe}
\begin{defin}
	Sei $0 \neq I \le R$ sei eine additive Untergruppe. Dann heißt $I$
	\begin{description}
		\item[Linksideal], falls $RI \subseteq I$
		\item[Rechtsideal], falls $IR \subseteq I$
	\end{description}
	Schreibe $I \ideal R$, falls $I$ Rechts- und Linksideal ist.
\end{defin}

\begin{folgerung}
	\begin{itemize}
		\item $I \ideal R \implies I$ ist bezüglich $\cdot$ abgeschlossen.
		\item $\{0\}$ und $R$ sind Ideale von $R$.
		\item Falls $1_R \in I$, so folgt $I=R$.
	\end{itemize}
\end{folgerung}

\begin{bsp}
	\begin{itemize}
		\item $R = \Z, I = n\Z$ für ein beliebiges $n \in \N$
		\item in $M_{n\times n}(R)$ ist $M_{n\times n}^{(i)}(R) \coloneq \left\{
			      \begin{psmallmatrix}
				      0 & \cdots & 0 & * & 0 \cdots 0 \\
				      \vdots & & \vdots & \vdots & \vdots \\
				      0 & \cdots & 0 & * & 0 \cdots 0
			      \end{psmallmatrix}
			      , * \in R \right\}$ ein Linksideal, aber kein Rechtsideal.
	\end{itemize}
\end{bsp}
In Übungsaufgabe 50: $R = \R. M_{n\times n}(\R)$ besitzt keine echten Ideale.

Sei $T \subseteq R$ eine beliebige Teilmenge, $R$ ein Ring
mit 1. Dann ist $(T) \coloneq \bigcap_{\substack{I \ideal
			R\\ T \subseteq I}} I$ das kleinste Ideal von $R$, das $T$
enthält, das von $T$ erzeugte Ideal. In Übungsaufgabe 48
wird gezeigt, dass der Durchschnitt beliebig vieler Ideale
stets wieder ein Ideal ist. Im Fall $T = \{ a_1, \dots, a_s
	\}$ schreiben wir $(a_1, \dots, a_s)$, im Fall $T = \{a\}$
so heißt $(a)$ das von $a$ erzeugte Hauptideal.

Für jedes $a \in R$ ist $Ra = \{ra: r \in R\}$ ein Linksideal und $aR$ ein
Rechtsideal von $R$. $(a) = \{x_1 + \cdots + x_n: n \in N, x_i \in RaR
	\text{ für } i = 1, \dots, n\}$. Falls $R$ kommutativ ist, so gilt $(a) =
	aR = Ra$ und allgemeiner $(T) = \{\sum_{\text{endlich}} r_i a_i: r_i \in R,
	a_i \in T\}$.

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur mehr Ringe mit 1
\begin{lemma}
	Sei $\phi\colon R \to S$ ein Ringhomomorphismus. Dann ist $\ker(\phi) \ideal R$.
\end{lemma}
\begin{proof}
	Wir wissen bereits $\ker(\phi) \le (R, +)$. Für $r \in R, s \in \ker(\phi)$ gilt:
	\begin{align*}
		\phi(rs) = \phi(r) \underbrace{\phi(s)}_{=0} = 0, \text{ das heißt } rs \in \ker(\phi), \\
		\phi(sr) = \underbrace{\phi(s)}_{=0} \phi(r) = 0, \text{ das heißt } sr \in \ker(\phi).
	\end{align*}
\end{proof}

\begin{lemma}
	Sei $\phi\colon R \to S$ ein Ringhomomorphismus, $I \ideal R, J \ideal S$. Dann ist $\inv\phi(J)\ideal R$.
	Falls zusätzlich $\phi$ surjektiv ist, gilt auch $\phi(I) \ideal S$.
\end{lemma}
\begin{proof}
	Übungsaufgabe 48
\end{proof}

\begin{bsp}
	$\phi\colon \fun \Z \Q z z$. $m\Z \ideal \Z, \phi(m\Z)$ ist aber kein Ideal in \Q.
\end{bsp}

Für $I \ideal R$ ist $I$ insbesondere Normalteiler von $(R, +)$, da $R$
bezüglich $+$ kommutativ ist. $\faktor{(R,+)}{(I,+)}$ ist also eine
abelsche Gruppe. Wir definieren nun eine Ringstruktur auf $\faktor R I$.

\begin{satz}
	Sei $I \ideal R$. Dann ist $\faktor R I$ mit den Verknüpfungen
	$
		\begin{aligned}
			(a+I) + (b+I)    & \coloneq a+b+I  \\
			(a+I)\cdot (b+I) & \coloneq ab + I
		\end{aligned}
	$
	ein Ring und $\phi\colon \fun R {\faktor R I} r {r+ I}$ ein Ringepimorphismus.
\end{satz}
\begin{proof}
	Bezüglich $+$ ist die Aussage bereits in der Gruppentheorie gezeigt. $R_1 \checkmark$

	$\cdot$ ist wohldefiniert: seien $a', b' \in R$ mit $a' = a +x, b' = b + y$ mit $x, y \in I$.
	\[
		(a' + I)(b'+I) = (a + x + I)(b + y + I) =
		ab + \underbrace{ay}_{\in I} + \underbrace{xb}_{\in I} + \underbrace{xy}_{\in I} + I = ab + I
	\]
	$R_2, R_3$ gelten in $\faktor R I$, da sie in $R$ gelten.

	$\phi$ ist Homomorphismus, da $+, \cdot$ so definiert sind, dass Homomorphie gilt. Einselement von
	$\faktor R I$ ist $1 + I$.
\end{proof}

\begin{satz}[Homomorphiesatz für Ringe]
	\label{Ringhomomorphiesatz}
	Sei $I \ideal R$. Dann ist $\faktor R I$ homomorphes Bild von $R$. Der Kern eines Ringhomomorphismus
	$\phi\colon R \to S$ ist ein Ideal in $R$ und es gilt:
	\[
		\faktor R {\ker(\phi)} \cong \phi(R).
	\]
\end{satz}
\begin{proof}
	Die Abbildung $\fun {\faktor R {\ker(\phi)}} {\phi(R)} r {r+ \ker(\phi)}$ ist wohldefiniert und wegen
	$r + \ker(\phi) = s + \ker(\phi) \iff r - s \in \ker(\phi) \iff \phi(r) = \phi(s)$ auch injektiv,
	surjektiv nach Konstruktion.
\end{proof}

\begin{defin}
	Seien $I, J$ Ideale von $R$.
	\begin{align*}
		I \cap J & \coloneq \{x \in R | x \in I \land x \in J\} \ideal R                           \\
		I + J    & \coloneq \{ x + y | x \in I, y \in J \} \ideal R                                \\
		IJ       & \coloneq \left\{ \sum_{i=1}^n x_i y_i | x_i \in I, y_i \in J, n \in \N \right\}
	\end{align*}
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	$I \cap J, I + J$ und $IJ$ sind Ideale in $R$.
	\[
		R(I + J) = \underbrace{RI}_{\subseteq I} + \underbrace{RJ}_{\subseteq J} \subseteq I + J
	\]
	und analog $(I + J) R$. Für $r \in R$ gilt
	\begin{align*}
		r \sum_{i=1}^n x_i y_i = \sum_{i=1}^n \underbrace{(rx_i)}_{\in I} y_i & = \sum_{i=1}^n x_i' y_i                                               \\
		\left(\sum_{i=1}^n x_i y_i\right) r                                   & = \sum_{i=1}^n x_i \underbrace{y_i r}_{\in J} = \sum_{i=1}^n x_i y_i'
	\end{align*}

	Weiters:
	\begin{itemize}
		\item $I+ J = (I \cup J)$
		\item $IJ \subseteq I \cap J$.
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{satz}[1. Isomorphiesatz] \label{ringisomorphiesatz1}
	Sei $R$ ein Ring, $I \ideal R, T \le R$. Dann ist $T + I$ ein Teilring von $R$, $T \cap I$ ein Ideal
	von $T$ und es gilt:
	\[
		\faktor {T+I} I \cong \faktor T {T \cap I}.
	\]
\end{satz}
\begin{proof}
	in dem Proseminar
\end{proof}

\begin{satz}[2. Isomorphiesatz] \label{ringisomorphiesatz2}
	Sei $R$ ein Ring, $I, J \ideal R$ mit $I \subseteq J$.
	Dann ist $\faktor J I$ ein Ideal von $\faktor R I$ und es gilt
	\[
		\faktor {\faktor R I} {\faktor J I} \cong \faktor R J.
	\]
\end{satz}
\begin{proof}
	Sei $\phi\colon \fun {\faktor RI} {\faktor RJ} {r + I} {r + J}$. $\phi$ ist wohldefiniert: $r + I = r' + I
		\iff r - r' \in I \implies r- r' \in J \implies r + J = r' + J$

	$\phi$ ist Homomorphismus:
	\begin{description}
		\item[$+$] wurde schon in \cref{isomorphiesatz2} gezeigt
		\item[$\cdot$] $\phi((r + I) (s + I)) = \phi(rs + I) = rs + J = (r + J)(s + J) =
			      \phi(r + I)\phi(s + I)$
	\end{description}
	und surjektiv. $\ker(\phi) = \{r + I \in \faktor R I: \phi(r + I) = J \} =
		\{ r+ I \in \faktor R I: r \in J\} = \faktor J I$.
	Mithilfe des Homomorphiesatzes~\ref{Ringhomomorphiesatz} folgt die Behauptung.
\end{proof}

\begin{bsp}
	Für $d \mid n$ gilt $n\Z \le d\Z$, beides Ideale in $\Z$. Aus dem
	2. Isomorphiesatz~\ref{ringisomorphiesatz2} folgt somit:
	$\faktor {\faktor \Z {n\Z}} {\faktor {d\Z} {n\Z}}
		\underset{\substack{| \\ \text{als Ringe!}}}{\cong} \faktor \Z {d\Z}$. \\
	ACHTUNG: Gruppentheorie: es gilt sogar
	$\faktor {d\Z} {n\Z} \underset{\substack{|\\\text{als Gruppe}}}{\cong} \faktor \Z {\frac nd \Z}$,
	aber \underline{nicht} als Ringisomorphismus.
	\begin{align*}
		\underset{\rotatebox{270}{$\mapsto$}}{(dk + n\Z)}
		\underset{\rotatebox{270}{$\mapsto$}}{(dk' + n\Z)} & =
		\underset{\rotatebox{270}{$\mapsto$}}{d(dkk') + n\Z}                         \\
		(k + \frac nd \Z) (k' + \frac nd \Z)               & \neq dkk' + \frac nd \Z
	\end{align*}
\end{bsp}

\section{Produkte \& Algebren}
\begin{defin}
	Seien $(R, \boxplus, \boxdot)$ und $(S, \oplus, \odot)$ Ringe. Dann ist $R\times S$ mit den Verknüpfungen
	\begin{align*}
		+:     & (r, s) + (r', s') = (r \boxplus r', s\oplus s')    \\
		\cdot: & (r, s) \cdot (r', s') = (r \boxdot r', s \odot s')
	\end{align*}
	ein Ring, das sogenannte direkte Produkt $R \times S$ von $R$ und $S$.
	\begin{itemize}
		\item Sind $R, S$ Ringe mit 1, so ist auch $R \times S$ einer,
		      $1_{R\times S} = (1_R, 1_S)$.
		\item $R \times S$ ist kommutativ $\iff R$ \& $S$ kommutativ.
		\item $(R \times S)^* = R^* \times S^*$
		\item $R, S$ Integritätsbereich $\overset{\text{i.A.}}{\cancel{\implies}} R \times S$
		      Integritätsbereich.
		      \[
			      (r, 0_S) (0_R, s) = (0_R, 0_S) = 0_{R\times S}
		      \]
		\item Für beliebige Indexmenge $I$ bezeichnet $\prod_{i \in I} R_i = \{
			      (r_i)_{i\in I}\colon r_i \in R_i\}$ das direkte Produkt der $R_i$.
	\end{itemize}
	\[
		\bigoplus_{i\in I} R_i \coloneq \{(r_i)_{i \in I}\colon r_i \in R_i, r_i = 0 \text{ für alle bis auf
			endlich viele }i\}
	\]
	heißt direkte Summe der $R_i$.
\end{defin}

\begin{proposition}
	\[
		I \ideal R \times S \iff I = I_R \times I_S \text{ mit }I_R \ideal R, I_S \ideal S
	\]
\end{proposition}
\begin{proof}
	im Proseminar
\end{proof}

\begin{defin}
	Ein Ring $(A, +, \cdot)$ heißt Algebra über dem Körper \K, falls eine Skalarmultiplikation
	$\bigcdot\colon \K \times A \to A$ existiert, sodass $(A, +, \bigcdot)$ ein \K-Vektorraum ist und
	\[
		\forall x, y \in A, \lambda \in \K\colon \lambda \bigcdot (x y) = (\lambda \bigcdot x) y =
		x (\lambda \bigcdot y).
	\]
\end{defin}

\begin{bsp}
	\begin{enumerate}
		\item $M_{n\times n}(\K)$ und allgemeiner $\End(V)$, wobei $V$ ein \K-Vektorraum.
		\item $\K[x]$
		\item $\operatorfont{Abb}(M \to \K)$
	\end{enumerate}
\end{bsp}

Analog zu Ringen: kommutative/unitäre Algebren. $\phi$
Algebrahomomorphismus $\iff \phi$ Ringhomomorphismus und $\phi(\lambda x) =
	\lambda \phi(x) \forall \lambda \in \K, x \in A$.

\begin{defin}
	Ein Ring/Algebra heißt einfach, wenn er/sie keine nicht-trivialen Ideale besitzt und nicht degeneriert
	ist (das heißt es gilt nicht $x \cdot y = 0 \forall x, y, \in R/A$).
\end{defin}

\begin{bsp}
	Sei $R$ ein kommutativer Ring.
	\[
		R \text{ einfach} \iff R \text{ ist Körper}.
	\]
	\begin{description}
		\item[$\impliedby$:] Sei $R$ Körper, $I \ideal R$ mit $I \neq (0). \exists a \neq 0$ in $I$. $R$
		      Körper $\implies \exists \inv a \in R \underbrace{\inv a}_{\in R} \underbrace{a}_{\in I} \in I$,
		      das heißt $1 \in I \implies I = R$.
		\item[$\implies$:] Sei $a \in R. (a) = 0 \lor (a) = R \implies \exists r \in R$ mit $ra = 1$, also
		      $r = \inv a$, das heißt $a \in R^* \implies R$ ist Körper.
	\end{description}
\end{bsp}

\begin{bsp}
	$M_{n\times n}(\K)$ ist keine einfache Algebra, \R, \C\ sind einfache Algebren.
\end{bsp}

\begin{defin}
	Eine endlichdimensionale, einfache Algebra $A$ über \K, für die $Z(A) = \K\cdot 1_A$, heißt zentral-einfach.
\end{defin}

\R\ ist eine zentral-einfache Algebra über \R, \C\ ebenso, aber \C\ ist nicht zentral-einfach über \R.

\section{Kommutative Ringe und Integritätsbereiche}
In diesem Abschnitt bezeichnet $R$ stets einen kommutativen Ring mit Eins.

\begin{defin}
	$\mc P \ideal R$ heißt Primideal, falls $\mc P \neq R$ und
	\[
		\forall r,s \in R\colon rs \in \mc P \implies r \in \mc P \lor s \in \mc P
	\]
\end{defin}

\begin{bsp}
	$R = \Z\colon (m)$ ist prim $\iff m \in \Primes \lor m = 0$.
\end{bsp}

\begin{satz}
	$I \ideal R$ ist Primideal $\iff \faktor RI$ ist Integritätsbereich.
\end{satz}
\begin{proof}
	\begin{align*}
		\faktor RI \text{ ist Integritätsbereich } & \iff
		\begin{multlined}[t]
			\faktor RI \neq \{0\} \land \bigg( (r+I)(s+I) = 0+I  \\
			\implies r+I = 0+I \lor s+I = 0+I \bigg)
		\end{multlined}
		\\
		                                           & \iff R\neq I \land (rs \in I \implies r \in I \lor s \in I) \\
		                                           & \iff I \text{ ist Primideal.}
	\end{align*}
\end{proof}

\begin{proposition}
	Ist $\phi\colon R \to S$ ein Ringhomomorphismus, $J \ideal S$ ein Primideal, dann ist
	$\inv \phi(J) \ideal R$ auch ein Primideal.
\end{proposition}
\begin{proof}
	Sei $I \coloneq \inv\phi(J)$.
	\[
		rs \in I \implies \phi(rs) = \phi(r)\phi(s) \in J
	\]
	Weil $J \ideal S$ Primideal ist, gilt $\phi(r) \in J \lor \phi(s) \in
		J$ und somit $r \in I \lor s \in I$.
\end{proof}

\begin{defin}
	$m \ideal R$ heißt maximales Ideal, falls $m \neq R$ und $m \subseteq I \ideal R \implies
		m = I \lor I = R$.
\end{defin}

\begin{bsp}
	$R = \Z. (m)$ ist maximal $\iff m \in \Primes$. $\{0\}$ ist in \Z\ kein maximales Ideal und
	$\{0\}$ ist maximal genau dann, wenn $R$ einfach ist, das heißt wenn $R$ ein Körper ist.
\end{bsp}

\begin{satz}
	$I \ideal R$ ist maximal $\iff \faktor RI$ ist ein Körper.
\end{satz}
\begin{proof}
	\begin{description}
		\item[$\implies$:] Sei $I \ideal R$ maximal. Dann gilt $I \neq R$ und somit
		      $\faktor RI \neq \{0\}$. Für $a + I \neq I$ betrachten wir das von $I$ und $a$ erzeugte
		      Ideal  $J\coloneq \{x + ay | x \in I, y \in R\}$. Dann gilt $J \supsetneqq I$ und wegen $I$
		      maximal folgt $J = R$. $\implies \exists \alpha \in I\colon \alpha + ay = 1$. Das heißt
		      $\alpha + ay + I = 1+I$ in $\faktor RI$ und wegen $\alpha \in I\colon (a+I)(y+I)=ay+I=1+I$,
		      sodass $a+ I \in \left(\faktor RI\right)^*$
		\item[$\impliedby$:] Sei $\faktor RI$ ein Körper. Sei $I \subsetneqq J \subseteq R$.
		      Sei $a \in J \setminus I$, dann ist $a + I \neq 0 + I$ und $\exists b \in R$ mit
		      $\underbrace{(a + I) (b + I)}_{ab + I} = 1 + I$. $1 - ab \in I \subset J$.
		      Wegen $a \in J$ ist auch $ab \in J$ und somit $(1 - ab) + ab = 1 \in J \implies J = R$.
	\end{description}
\end{proof}

\begin{proposition}
	$\phi\colon R \to S$ Ringhomomorphismus, $J \ideal S$ maximal. Falls $\phi$ surjektiv ist, so
	folgt $\inv\phi(J) \ideal R$ maximal.
\end{proposition}
\begin{proof}
	Sei $I \ideal R$ mit $\inv\phi(J) \subseteq I$. Dann gilt $\ker(\phi) \subseteq I$. Da $\phi$
	surjektiv ist, ist $\phi(I) \ideal S$ das $J$ enthält. Wegen $J$ maximal folgt $\phi(I) = J
		\lor \phi(I) = S$. Es folgt: $\inv\phi(\phi(I)) = I$ wegen $\ker(\phi) \subseteq I$.
	Es folgt also $I = \inv\phi(J) \lor I = \inv\phi(S) = R$, das heißt $\inv\phi(J)$ ist maximal.
\end{proof}

\begin{bsp}
	Die Surjektivität von $\phi$ ist wesentlich! $R = \Z, S = \Q, \phi\colon \Z \hookrightarrow \Q$.
	$\{0\}$ ist maximal in $\Q$, aber $\inv\phi(\{0\}) = \{0\}$ ist nicht maximal in \Z.
\end{bsp}

\subsubsection{Wiederholung:}
\begin{lemma}[Zorn] \label{zorn}
	Sei $(M, \le)$ eine nichtleere, partiell geordnete Menge. Besitzt \underline{jede}
	totalgeordnete Teilmenge von $M$ eine obere Schranke in $M$, so besitzt $M$ ein maximales
	Element. ($m \in M$ heißt maximal, falls $\forall x \in M\colon m \le x \implies m = x$)
\end{lemma}

\begin{satz}
	\label{maxideal}
	Sei $R$ ein kommutativer Ring mit Eins, $R \neq \{0\}$. Dann enthält $R$ ein maximales Ideal.
\end{satz}
\begin{proof}
	Sei $\Sigma$ die Menge aller Ideale $\neq R$ von $R$. $\Sigma$ ist bezüglich $\subseteq$
	partiell geordnet und $\Sigma \neq \emptyset$ wegen $\{0\} \in \Sigma$. Ist
	$T \subseteq \Sigma$ eine totalgeordnete Teilmenge, so ist $\bigcup_{I \in T} I$ eine obere
	Schranke, die in $\Sigma$ liegt.
	Es gilt nämlich $\forall x, y \in \bigcup_{I \in T} I\colon x \in I_1, y \in I_2$, oBdA:
	$I_1 \subseteq I_2 \implies x + y \in I_2 \to x + y \in \bigcup_{I\in T} I$. Analog bezüglich
	$\cdot$ und die Absorptionseigenschaft $rx \in \bigcup_{I\in T}I$ für $r \in R$ folgt ebenso.

	Überdies gilt: $\bigcup_{I\in T}I \neq R$, da $\forall I \in T\colon 1 \notin I$ und daher auch
	$1 \notin \bigcup_{I\in T} I$. Nach dem Lemma von Zorn~\ref{zorn} enthält $\Sigma$ ein
	bezüglich $\subseteq$ maximales Element, dieses ist ein maximales Ideal von $R$.
\end{proof}

\begin{lemma}
	Sei $I \ideal R, \faktor RI$ der Quotientenring. Dann entsprechen die Ideale $\bar J$ von
	$\faktor RI$ bijektiv den Idealen $J$ von $R$, welche $I$ enthalten.
\end{lemma}
\begin{proof}
	Sei $\Pi\colon R \to \faktor RI$ der kanonische Epimorphismus. Sei $\bar J \ideal \faktor RI$. Dann
	ist $\inv\Pi\left(\bar J\right) \eqcolon J \ideal R$ und $\inv\Pi\left(\bar J\right) \supseteq
		\inv\Pi\left(0_{\faktor R I}\right) = \ker(\Pi) = I$.

	Umgekehrt, sei $J \ideal R$ mit $J \supseteq I.\, \bar J \coloneq \Pi(J)
		\ideal \faktor RI$, da $\Pi$ surjektiv ist. Es gilt:
	\begin{align*}
		 & \inv\Pi(\Pi(J)) = J \text{ wegen } \ker(\Pi) = I \subseteq J.       \\
		 & \Pi(\inv\Pi(\bar J)) = \bar J \text{ wegen } \Pi \text{ surjektiv.}
	\end{align*}
\end{proof}

\begin{korollar}
	Sei $I \ideal R$ ein echtes Ideal. Dann existiert ein maximales Ideal $m$ von $R$, das
	$I$ enthält.
\end{korollar}
\begin{proof}
	Anwendung von \cref{maxideal} auf $\faktor RI$ liefert ein maximales Ideal $\bar m$ in
	$\faktor RI$. Dieses Ideal entspricht eindeutig einem Ideal $m$ von $R$, das $I$ enthält.
	Da die Bijektion von $\phi\colon \fun R {\faktor RI} r {r+I}$ induziert wird, ist sie
	inklusionserhaltend. $\implies m \ideal R$ ist maximal.
\end{proof}

\begin{korollar}
	Sei $R$ ein kommutativer Ring mit Eins, $I \ideal R$ maximal $\implies I \ideal R$ prim.
\end{korollar}
\begin{proof}
	$I$ maximal $\iff \faktor RI$ ist Körper $\implies \faktor RI$ ist Integritätsbereich $\iff I$
	ist prim.
\end{proof}

\begin{proposition}
	Sei $R$ ein endlicher Integritätsbereich. Dann ist $R$ ein Körper.
\end{proposition}
\begin{proof}
	Sei $f_a\colon \fun R R r {ar}$. $f_a$ für ein $a \in R$. $f_a$ ist injektiv, denn
	$ar_1 = ar_2 \iff ar_1 - ar_2 = a(r_1 - r_2) = 0 \implies r_1 = r_2
		\underset{\abs R < \infty}{\implies} f_a$ ist
	surjektiv $\implies \exists r \in R$ mit $\underbrace{f_a(r)}_{ar} = 1$
\end{proof}

\begin{korollar}
	Ist $\abs{\faktor RI} < \infty$, so ist $I$ genau dann maximal, wenn es prim ist.
\end{korollar}
$R = \Z$. $(m)$ ist prim $\iff m = p \in \Primes \lor m = 0$. \\
$\abs{\faktor \Z{m\Z}} < \infty \implies (m)$ ist genau dann maximal, wenn $m \in \Primes$. \\
$(0)$ ist nicht maximal.

\begin{defin}
	Für zwei Ideale $I, J \ideal R$ schreiben wir $I \mid J\coloniff J \subseteq I$.
\end{defin}
Achtung, $I$ und $J$ sind hier \glqq umgedreht\grqq. Für $6\Z \subseteq 2\Z \land 2 \mid 6$ erscheint
diese Definition natürlich.

\begin{defin}
	$I, J$ heißen teilerfremd, falls $I + J = R$
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	Falls $I + J = R$, so folgt $IJ = I \cap J$ ($IJ \subseteq I \cap J$ gilt immer!).

	Sei nämlich $x \in I \cap J$ und $r, s \in R, r\in I, s \in J$ mit $r+s =
		1$.
	\[
		x = x\cdot 1 = x(r+s) =
		\underbrace{x}_{\in J}\underbrace{r}_{\in I} + \underbrace{x}_{\in I}\underbrace{s}_{\in J}
		\in IJ
	\]
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	$R = \Z, (m), (n) \ideal \Z. \, m\Z + n\Z = d\Z$ mit $d \mid m \land d \mid n$ und $h \mid m \land
		h \mid n \implies h \mid d$, das heißt $d = \ggT(m, n)$.
\end{bsp}

\begin{defin}
	Für $I \ideal R$ schreiben wir
	\[
		r \equiv s \pmod I \coloniff r - s \in I (r, s \in R).
	\]
\end{defin}
$\equiv_I$ definiert eine Äquivalenzrelation auf $R$, die mit $+, \cdot$
verträglich ist, also
\[
	\begin{cases}
		r \equiv s \pmod I \\
		r' \equiv s' \pmod
		I
	\end{cases}
	\implies
	\begin{cases}
		r+r' \equiv s+s' \pmod I \\
		r\cdot r'
		\equiv s \cdot s' \pmod I
	\end{cases}
\]
, also eine Kongruenzrelation.

\begin{satz}[Chinesischer Restsatz] \label{chinrest}
	Sei $R$ ein kommutativer Ring mit Eins, $x_1, \dots, x_n \in R, I_1, \dots, I_n \ideal R$ mit
	$\forall i \neq j\colon I_i + I_j = R$.
	Dann existiert ein $x \in R$ mit $x \equiv x_i \pmod {I_i}$ für $i=1, \dots, n$.
\end{satz}
\begin{proof}
	Halte zunächst $i \in \{1, \dots, n\}$ fest. Dann ist laut Voraussetzung:
	$I_i + I_j = R (j\neq i)$
	\begin{align*}
		 & \implies \exists a_{i_j} \in I_i, b_j \in I_j\text{ mit }a_{i_j} + b_j = 1 \\
		 & \implies 1 = \prod_{j \neq i}(a_{i_j} + b_j) \in I_i + \prod_{j\neq i} I_j
	\end{align*}
	Dies liefert eine Darstellung $1 = y_i + z_i (1 \le i \le n)$ mit $y_i \in I_i$ und
	$z_i \in \prod_{i \neq j} I_j$. Dies bedeutet:
	\begin{align*}
		z_i & \equiv 1 \pmod {I_i}                       \\
		z_i & \equiv 0 \pmod {I_j} \text{ für } i \neq j
		\,\left(\text{denn } \prod_{j\neq i} I_j \subseteq I_j\right)
	\end{align*}

	$x \coloneq x_1 \underbrace{z_1}_{\equiv 0 \pmod {I_i}} + \cdots +
		\underbrace{x_i \underbrace{z_i}_{\equiv 1 \pmod {I_i}}}_{\equiv x_i \pmod {I_i}}
		+ \cdots x_n \underbrace{z_n}_{\equiv 0 \pmod {I_i}}$ erfüllt $x \equiv x_i \pmod {I_i}$
\end{proof}

\begin{korollar}
	Seien $I_1, \dots, I_n$ paarweise teilerfremde Ideale von $R$. Dann gilt:
	\[
		\faktor R {I_1 \cap \dots \cap I_n} \cong \faktor R {I_1} \times \cdots \times \faktor R {I_n}
	\]
\end{korollar}
\begin{proof}
	Sei
	\[
		\phi\colon \fun R {\faktor R {I_1} \times \cdots \times \faktor R {I_n}} x {(x \pmod {I_1}, \dots, x \pmod {I_n})}.
	\]
	$\phi$ ist Ringhomomorphismus, da $\equiv_{I_i}$ eine Kongruenzrelation ist. Nach dem
	Chinesischen Restsatz~\ref{chinrest} ist $\phi$ surjektiv.
	\[
		\ker(\phi) = \{x\in R | x \equiv 0 \pmod {I_i}, i = 1, \dots, n\} = I_1 \cap \dots \cap I_n
	\]
	Homomorphiesatz liefert die Behauptung.
\end{proof}

\begin{bsp}[Anwendung in $\Z$.]
	\begin{itemize}
		\item $N = p_1^{\alpha_1} \cdots p_k^{\alpha_k} \implies \faktor \Z {n\Z} \cong
			      \faktor \Z {p_1^{\alpha_1} \Z} \times \cdots \times \faktor \Z {p_k^{\alpha_k}\Z}$ als Ringe!
		\item Sind $m, n \in \Z$ mit $\ggT(m, n) = 1$, so gilt:
		      \[
			      \left(\faktor \Z {mn\Z}\right)^* \cong
			      \left(\faktor \Z {m\Z} \times \faktor \Z {n\Z}\right)^*
			      = \left(\faktor \Z {m\Z}\right)^* \times \left(\faktor \Z {n\Z}\right)^*
		      \]
		      \begin{align*}
			       & \abs{\left(\faktor \Z {mn\Z}\right)}
			      = \abs{\{r \in \{1, \dots, mn-1\}\colon (r, mn) = 1\}}        \\
			       & = \abs{\{r \in \{1, \dots, m-1\}\colon (r, m) = 1\}} \cdot
			      \abs{r \in \{1, \dots, n-1\}\colon (r, n) = 1\}}
		      \end{align*}
	\end{itemize}
\end{bsp}

Für Integritätsbereiche $R$ kann man stets eine Einbettung
in einen Körper (Quotientenkörper von $R$) vornehmen, analog
zur Einbettung von \Z\ in \Q. Auf $(R \times R^*)$ wird eine
Äquivalenzrelation definiert durch
\[
	(r, s) \sim (r', s') \coloniff rs' - r's = 0
\]
Auf $\faktor {R\times R^*} \sim$ ist eine Körperstruktur durch
\begin{align*}
	(a, b) + (c, d)     & \coloneq (ad +bc, bd) \\
	(a, b) \cdot (c, d) & \coloneq (ac, bd)
\end{align*}
$(0, r)$ ist neutrales Element bezüglich $+$, $(r, r)$ ist Einselement.
$(a, b)^{-1} = (b, a)$ für $a, b \in R^*$.

Ist $R$ ein kommutativer Ring mit Eins, $S \subseteq R$ eine
multiplikativ abgeschlossene Teilmenge (das heißt $1 \in S
	\land (a, b \in S \implies ab \in S)$), so ist auf $R \times
	S$ eine Äquivalenzrelation definiert durch:
\[
	(r, s) \sim (r', s') \coloniff \exists u \in S \text{ mit } (rs' - sr') \cdot u = 0
\]
Reflexivität und Symmetrie sind klar, Transitivität: $(r', s') \sim (r'',
	s'')$ d.h. $\exists u' \in S: (r's''-s'r'')u' = 0$ Es ist dann $(r s'' - s
	r'')s' u u' = 0 $, denn
\begin{align*}
	\underbrace{r s' u(u's'')}_{} & - \underbrace{r''s' u'(us)}_{} \\
	=-r'su(u's'')                 & +r's''u'(us) = 0
\end{align*}
$(r, s) \to \frac rs$. Die Menge aller Äquivalenzklassen $\frac rs$ bezeichnet man mit
$\inv SR$. Auf $\inv SR$ definiere $ \frac as + \frac bt \coloneq \frac{at+bs}{st},\,
	\frac as \cdot \frac bt \coloneq \frac{ab}{st}$. Wohldefiniertheit überprüfen!

$(\inv SR, +, \cdot)$ wird zu einem kommutativen Ring mit Eins und heißt Lokalisierung von $R$
nach $S$. Neutrales Element: $\frac 01$, Eins: $\frac 11$
\[
	\varphi_S\colon \fun R {\inv SR} r {\frac r1}
\]
Für $s \in S$ ist $\varphi_S(s) = \frac s1 \in (\inv SR)^*$ wegen $\frac s1
	\cdot \frac 1s = \frac ss$. \\ $\varphi$ ist im Allgemeinen nicht injektiv.
\begin{align*}
	\ker(\varphi) & = \left\{r\in R: \frac r1 = \frac 01 \right\} \\
	              & = \{r \in R: \exists u \in S: ru = 0\}
\end{align*}

\begin{bemerkung}
	\begin{itemize}
		\item $\varphi$ ist trivial, falls $0 \in S$.
		\item $\varphi$ ist injektiv, falls $0 \notin S \land R$ ist Integritätsbereich.
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{bsp}
	\begin{itemize}
		\item $R$ Integritätsbereich, $S = R\setminus \{0\}$ liefert für $\inv SR$ den
		      Quotientenkörper von $R$.
		\item $R$ kommutativer Ring mit Eins, $\mc P$ sei Primideal von $R$. Setze
		      \[
			      S\coloneq R \setminus \mc P
		      \]
		      $S$ ist multiplikativ abgeschlossen, da $\mc P$ prim.
		      $\inv{(R\setminus \mc P)}R \eqcolon R_{\mc P}$ heißt Lokalisierung von $R$ bei
		      $\mc P$.
		      $R_{\mc P}$ ist kommutativer Ring mit Eins mit genau einem maximalen Ideal
		      $m \coloneq \left\{\frac rs\colon r \in \mc P, s\in R \setminus \mc P\right\}$.
		      $m$ ist maximal, da jedes $\frac{r'}s \notin m$ erfüllt $r' \in R \setminus \mc P$, das
		      heißt $\frac{r'} s \cdot \frac s {r'} = \frac 11$ und ist invertierbar, sodass jedes Ideal,
		      das $r'$ enthält schon ganz $R_{\mc P}$ ist.

		      Ein kommutativer Ring mit Eins, der genau ein maximales Ideal
		      besitzt, heißt lokaler Ring.
		\item $R = \Z, \mc P = (2), \Z_{(2)} = \left\{ x = \frac pq\colon q \equiv 1 \pmod 2\right\}$
		\item $R = \Z, S = 2\Z \setminus \{0\}$
		      \begin{align*}
			      \inv S\Z & = \left\{x = \frac pq\colon q \equiv 0 \pmod 2\right\} \\
			               & = \Q
		      \end{align*}
		\item $R = \Z, S = \{1, 2, 2^2, \dots \},
			      \inv S\Z = \left\{ x = \frac pq\colon \exists k \in \N\colon q = 2^k\right\}$
	\end{itemize}
\end{bsp}

\section{Teilbarkeit, faktorielle Ringe}

$R$ sei ab jetzt stets Integritätsbereich.
\begin{defin}
	$a$ heißt Teiler von $b$ (schreibe $a \mid b$)$ \coloniff \exists c \in R\colon b = ac$.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	\begin{itemize}
		\item $a \mid a, 1 \mid a, a \mid 1 \iff a \in R^*$
		\item $a \mid b \iff b \in (a) \iff (b) \subseteq (a) \iff (a) \mid (b)$
		\item $a \sim b\colon a$ heißt zu $b$ assoziiert, falls $a \mid b \land b \mid a$. Dies ist äquivalent
		      mit $(a) = (b)$. Es ist $a \sim b \iff b = ua$ mit $u \in R^*$ (denn $a \sim b \iff
			      \begin{cases}
				      b = ac \\
				      a = bd
			      \end{cases}
		      $ Es folgt $b = bdc$ und $R$ ist IB $\implies 1 = cd$,
		      woraus $c,d \in R^*$ folgt.)
		\item in $R = \Z\colon a \sim b \iff a = \pm b$.
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{defin}
	\label{ggTdef}
	Ein Element $d \in R$ heißt ein größter gemeinsamer Teiler, $\ggT$, von $a, b$, falls:
	\begin{itemize}
		\item $d \mid a \land d \mid b$
		\item $\forall d' \in R\colon d' \mid a \land d' \mid b \implies d' \mid d$
	\end{itemize}
\end{defin}
ACHTUNG: In Integritätsbereichen muss nicht immer ein $\ggT$ zu je zwei Elementen existieren!
Auch wenn einer existiert, so ist er nicht eindeutig, da er mit beliebigen Einheiten
multipliziert werden kann.

\begin{bsp}
	\label{bsp:2.6.4}
	$R = \Z + \Z\sqrt{-5} = \left\{x + y\sqrt{-5}\colon x, y \in \Z\right\}$.
	\begin{align*}
		a & \coloneq 2 + 2\sqrt{-5} = 2(1 + \sqrt{-5})              & 2 \mid a \land 2 \mid b \\
		b & \coloneq 6 = 2 \cdot 3 = (1 + \sqrt{-5})(1 - \sqrt{-5})
		  & 1+\sqrt{-5} \mid a \land 1 + \sqrt{-5} \mid b
	\end{align*}
	Angenommen $\exists d\coloneq \alpha + \beta\sqrt{-5}$ ein $\ggT$ von $a, b$, so muss gelten:
	\[
		2 \mid d \land 1 + \sqrt{-5} \mid d
	\]
	$2 \mid \alpha + \beta \sqrt{-5} \implies \alpha, \beta \equiv 0 \pmod 2$ \\
	$\alpha + \beta\sqrt{-5} \mid 2 + 2 \sqrt{-5} \iff
		\left(\frac \alpha 2 + \frac \beta 2 \sqrt{-5} \mid \left(1 + \sqrt{-5}\right)\right)$ \\
	$\implies d = \pm 2 \lor d = \pm(2 + 2\sqrt{-5})$ \\
	Angenommen $d = \pm(2 + 2\sqrt{-5})$. $(x + y\sqrt{-5})(2+2\sqrt{-5}) = 6 \iff
		(x+y\sqrt{-5})(1 + \sqrt{-5}) = 3 \iff
		\begin{cases}
			x - 5y = 3 \\
			x + y = 0
		\end{cases}
		\iff
		\begin{cases}
			6x = 3 \\
			x + y = 0
		\end{cases}
	$ \\
	$x = \frac 12 \notin \Z$ \\
	Angenommen $d = \pm 2 \implies 1 + \sqrt{-5} \mid 2$\\
	$(x + y\sqrt{-5})(1+\sqrt{-5}) = 2 \iff
		\begin{cases}
			x-5y = 2 \\
			x+ y = 0
		\end{cases}
		\iff
		\begin{cases}
			6x = 2 \\
			x = y
		\end{cases}
	$ \Lightning

	Fazit: in $\Z + \Z\sqrt{-5}$ haben $a, b$ keinen $\ggT$!

	\emph{Zwischenrechnung für oben:}\\
	Behauptung: $(x + y \sqrt{-5})(u + v\sqrt{-5}) = 1 + \sqrt{-5} \implies x + y\sqrt{-5} =
		\pm(1 + \sqrt{-5}) \lor u + v\sqrt{-5} = \pm(1 + \sqrt{-5})$
	Dann gilt auch: $(x - y\sqrt{-5})(u - v\sqrt{-5}) = 1 - \sqrt{-5}$ \\
	$\implies (x^2 + 5y^2)(u^2 + 5v^2) = 6$, was nur 2 Möglichkeiten zulässt:
	$1 \cdot 6 = 6, 2\cdot 3 = 6$. Wegen $x^2 + 5y^2 = 2/3$ hat keine Lösung in $\Z\times \Z$,
	bleibt nur $(x^2 + 5y^2) = 1 \land (u^2 + 5v^2) = 6$ übrig, woraus
	$x = \pm 1, u = \pm 1, v = \pm 1$ folgt.
\end{bsp}

\begin{defin}
	Sei $p \in R \setminus R^*, p \neq 0$.
	\[
		p \text{ heißt prim}\coloniff \forall a, b \in R\colon p \mid ab \implies p\mid a \lor p \mid b
	\]
	\[
		p \text{ heißt irreduzibel}\coloniff \forall a, b \in R\colon p = ab \implies a \in R^* \lor b \in R^*
	\]
\end{defin}

\begin{proposition}
	\begin{enumerate}
		\item $a$ ist irreduzibel $\iff (a) \neq (0)$ ist maximal in der Menge aller Hauptideale von $R$.
		\item $a$ ist prim $\iff (a)$ ist Primideal $\neq (0)$.
		\item $a$ ist prim $\implies a$ ist irreduzibel.
	\end{enumerate}
\end{proposition}
\begin{proof}
	\leavevmode
	\begin{enumerate}
		\item
		      \begin{align*}
			      a\text{ sei irreduzibel }\iff & (a \neq 0, a \notin R^*, a = bc \land b
			      \notin R^* \implies c \in R^*)                                                                             \\
			      \iff                          & ( (a) \neq (0), (a) \neq R, (a) = (bc) \land (b) \neq R \implies (c) = R ) \\
			      \iff                          & ( (a) \neq (0), (a) \neq R, (a) \subsetneqq (c) = R )                      \\
			      \iff                          & (a) \text{ maximal in der Menge der Hauptideale von } R
		      \end{align*}
		\item Sei $p$ prim
		      \begin{align*}
			      \iff & p \notin R^*, p \neq 0 \land p \mid ab \implies p \mid a \lor p \mid b      \\
			      \iff & (p) \neq R, (p)\neq (0) \land (ab)\ssq(p)\implies(a)\ssq(p)\lor(b)\ssq(p)   \\
			      \iff & (p) \neq R, (p) \neq (0) \land ab \in (p) \implies a \in (p) \lor b \in (p)
		      \end{align*}
		\item Sei $p$ prim und $p = ab$. Es folgt $p \mid ab \implies p\mid
			      a\lor p\mid b$. oBdA sei $p\mid a$, das heißt $\exists c \in R$
		      mit $pc = a$. Dann gilt: $p = ab = pcb$ und da $R$
		      Integritätsbereich ist, folgt $cb = 1$ das heißt $b \in R^*$ und
		      $p$ ist daher irreduzibel.
	\end{enumerate}
\end{proof}

\begin{defin}
	Ein Integritätsbereich $R$ heißt Hauptidealbereich, wenn jedes Ideal von $R$ ein
	Hauptideal ist (das heißt, von einem Element erzeugt wird).
\end{defin}

\begin{lemma}
	In einem Hauptidealbereich existiert zu je zwei Elementen stets ein $\ggT$. Er ist
	bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.
\end{lemma}
\begin{proof}
	Sei $R$ ein Hauptidealbereich (HIB, englisch: Principal Ideal Domain, PID). \\
	$a, b \in R.\, \ggT(a, b) = d \iff (a) + (b) = (d)$. Ist $I \coloneq aR + bR$, so gilt
	$(a) \in I \land (b) \in I$ und $I = (\tilde d)$. Es folgt:
	\begin{align*}
		\tilde d\mid a \land \tilde d\mid b                       & \implies \tilde d \mid d
		                                                          & \text{(Definition des ggT~\ref{ggTdef})} \\
		d \mid a \land d \mid b \implies d \mid c \forall c \in I & \implies d \mid \tilde d
	\end{align*}
	$(d) = (\tilde d)$ impliziert $d = u\tilde d$ mit $u \in R^*$.
\end{proof}

\begin{bemerkung}
	Im \cref{bsp:2.6.4}: in $\Z + \Z[\sqrt{-5}]$ existiert der $\ggT$ von $2+2\sqrt{-5}$
	und $6$ nicht, denn das von 2 und $1+\sqrt{-5}$ erzeugte Ideal ist kein Hauptideal.
\end{bemerkung}

\begin{defin}
	Ein Integritätsbereich $R$ heißt faktoriell (UFD = unique factorisation domain) falls jedes
	$r \in R, r \neq 0, r \notin R^*$ eine Zerlegung $r = p_1 \cdots p_s$ in Primelemente
	$p_1, \dots, p_s$ besitzt.
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	Diese Zerlegung ist bis auf Einheiten eindeutig.

	Angenommen $r = p_1 \cdots p_n = q_1 \cdots q_m$ mit $p_i, q_j$ prim, oBdA
	$n \le m$. $p_1 \mid q_1 \cdots q_m$ und $p_1$ ist prim $\implies \exists
		i\colon p_1 \mid q_i$, oBdA $i = 1$. Also: $p_1 \mid q_1$, das heißt $\exists
		u_1 \in R$ mit $q_1 = u_1 p_1$. $q_1$ ist prim $\implies q_1$ ist
	irreduzibel und wegen $p_1 \notin R^*$ folgt $u_1 \in R^*$.

	Durch Iteration dieses Verfahrens folgt $n = m$ und
	\[
		\{q_1, \dots, q_n\} = \{u_1p_1, \dots u_n p_n\}.
	\]
\end{bemerkung}

Wir zeigen nun, dass jeder Hauptidealbereich faktoriell ist.

\begin{lemma}
	Sei $R$ ein HIB und $I_1 \ssq I_2 \ssq I_3 \ssq \cdots$ eine aufsteigende Folge von Idealen
	von $R$. Dann existiert ein $N\colon I_N = I_{N+1} = \cdots$. Man sagt die aufsteigende Folge von
	Idealen wird stationär.
\end{lemma}
\begin{proof}
	Sei $I_1 \ssq I_2 \ssq \cdots$ eine aufsteigende Folge von Idealen von $R$.
	\[
		I \coloneq \bigcup_{n=1}^\infty I_n
	\]
	ist ein Ideal von $R$. Dann existiert ein $a \in R$ mit $I = (a)$. Wegen $a
		\in I$ folgt: $\exists N\colon a \in I_N$. Dann ist $(a) \ssq I_N$ und $I_N \ssq
		(a)$ und somit $I_N = I_{N+1} = \cdots$.
\end{proof}

\begin{defin}
	Ein kommutativer Ring mit Eins in dem jede aufsteigende Folge von Idealen stationär wird,
	heißt noetherscher Ring.
\end{defin}

\begin{lemma}
	$R$ ist noethersch $\iff$
	\begin{enumerate}
		\item jede nichtleere Menge $M$ von Idealen von $R$ besitzt in $M$ ein
		      maximales Element bezüglich $\ssq$.
		\item Jedes Ideal von $R$ ist endlich erzeugt
	\end{enumerate}
\end{lemma}
\begin{proof}
	\leavevmode
	\begin{enumerate}
		\item Angenommen $\exists M$, die kein maximales Element besitzt. Es
		      folgt:
		      \[
			      \forall I_1 \in M\colon \exists I_2\in M\colon I_1 \subsetneqq I_2.
		      \]
		      Induktiv konstruiert man so eine \underline{echt} aufsteigende
		      Kette von Idealen beliebiger Länge. Ein Widerspruch zu $R$ ist
		      noethersch.

		      Umgekehrt, besitzt laut Voraussetzung jede Menge von Idealen ein
		      maximales Element, insbesondere jede aufsteigende Folge von
		      Idealen.
		\item Angenommen $I \ideal R$ ist nicht endlich erzeugt, $\{a_1, a_2,
			      \dots\}$ ein Erzeugendensystem. Dann ist
		      $\hull{a_1}\ssq\hull{a_1, a_2} \ssq\hull{a_1, a_2, a_3} \cdots$
		      eine aufsteigende Folge von Idealen. Würde diese Folge stationär,
		      so wäre $I$ von nur endlich vielen Elementen erzeugbar. Ein
		      Widerspruch zur Voraussetzung.

		      Umgekehrt: Für jede aufsteigende Kette $I_1 \ssq I_2 \ssq \cdots$
		      ist auch $I\coloneq\bigcup_{n=1}^\infty I_n$ ein Ideal und endlich
		      erzeugt nach Voraussetzung. Sei $\hull{a_1, \dots, a_s} = I$.
		      Dann gilt $a_1, \dots, a_s \in I$ und somit $a_1 \in I_{n_1},
			      \dots, a_s \in I_{n_s}$, woraus $\{a_1, \dots, a_s\} \ssq
			      I_{\underbrace{\max\{n_i\}}_{\eqcolon N}}$ folgt, und es gilt $I_N =
			      I_{N+1} = \cdots$. $R$ ist daher noethersch.
	\end{enumerate}
\end{proof}

\begin{lemma}
	$R$ sei ein noetherscher Integritätsbereich. Dann besitzt jedes Element $r \in R, r \neq 0,
		r \notin R^*$ eine Zerlegung in irreduzible Elemente.
\end{lemma}
\begin{proof}
	Angenommen $\exists x_0 \in R, x_0 \neq 0, x_0 \in R^*$, das keine solche Zerlegung besitzt.
	Dann ist $x_0$ nicht irreduzibel, sodass $x_0 = a_0 b_0$ mit $a_0, b_0 \neq 0, \notin R^*$.
	Nicht beide können eine Zerlegung in irreduzible Elemente besitzen, oBdA $a_0 \eqcolon x_1$ hat
	keine. Es ist $x_1 \mid x_0$, aber $x_1 \not\sim x_0$.
	Durch Iteration dieses Prozesses erhalten wir eine Folge $x_0, x_1, \dots$ von Elementen aus
	$R$ mit $(x_0) \subsetneqq (x_1) \subsetneqq (x_2) \subsetneqq \cdots$. Dies liefert einen
	Widerspruch zu $R$ ist noethersch.
\end{proof}

\begin{lemma}
	\label{hiblemma}
	In Hauptidealbereichen gilt stets: $p$ irreduzibel $\implies p$ prim.
\end{lemma}
\begin{proof}
	\begin{align*}
		p\text{ irreduzibel} & \iff (p)\text{ ist maximal in der Menge der Hauptideale von }R. \\
		                     & \iff (p)\text{ ist maximal} \implies (p)\text{ ist Primideal}   \\
		                     & \iff p\text{ ist prim}.
	\end{align*}
\end{proof}

\begin{satz}
	$R$ ist HIB $\implies R$ ist faktoriell.
\end{satz}
\begin{proof}
	$R$ HIB $\implies R$ ist noethersch $\implies$ jedes $r \in R$ besitzt eine Zerlegung in
	irreduzible Elemente $\overset{\substack{\text{\ref{hiblemma}}\\|}}{\implies}$ jedes Element
	aus $R$ besitzt eine Zerlegung in prime Elemente, das heißt $R$ ist faktoriell.
\end{proof}

\begin{satz}
	Sei $R$ faktorieller Integritätsbereich.
	\begin{enumerate}
		\item $r \in R$ ist prim $\iff r$ ist irreduzibel.
		\item Jedes $x \neq 0$ besitzt eine bis auf Einheiten eindeutige
		      Zerlegung
		      \[
			      x = \varepsilon \cdot \prod_{p \in \mc P} p^{\nu_p(x)}
		      \]
		      mit $\varepsilon \in R^*, \nu_p(x) \in \N, \nu_p(x) = 0$ für alle
		      bis auf endlich viele $p, \mc P$: Vertretersystem von
		      Primelementen $\faktor {}\sim$
		\item $\forall x, y \in R\colon \exists \ggT(x, y)$.
	\end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
	\leavevmode
	\begin{enumerate}
		\item $x$ ist irreduzibel hat auch eine Zerlegung $x = p_1 \cdots p_r$ mit $p_1, \dots, p_r$
		      prim $\implies p_1, \dots, p_r \notin R^* \implies r = 1, x=p_1$ und $x$ ist prim.
		\item ist gezeigt. \checkmark
		\item Sei
		      \[
			      x = \varepsilon_1 \prod_{p \in \mc P} p^{\nu_p(x)},
			      y= \varepsilon_2 \prod_{p \in \mc P} p^{\nu_p(y)}.
		      \]
		      Setze $d \coloneq \ggT(x, y) = \prod_{p\in \mc P}
			      p^{\min\{\nu_p(x), \nu_p(y)\}}$. Dann gilt: $d \mid x \land d
			      \mid y$. Ist $\tilde d \mid x, \tilde d \mid y$, so ist
		      $\nu_p(\tilde d) \le \nu_p(x)$ und $\nu_p(\tilde d) \le \nu_p(y)
			      \forall p \in \mc P$. $\implies \nu_p(\tilde d) \le
			      \min\{\nu_p(x), \nu_p(y)\}$ und somit $\tilde d \mid d$.
	\end{enumerate}
\end{proof}

\section{Quadratische Zahlenkörper und Zahlringe}
\begin{defin}
	Für $d \neq 0, 1$ quadratfrei definiere
	\[
		\Q\left(\sqrt d\right) \coloneq \left\{a + b\sqrt d \mid a, b \in \Q\right\} \ssq \C.
	\]
	$\Q\left(\sqrt{d}\right)$ heißt quadratischer Zahlkörper.
\end{defin}

Ein Element $\alpha + \beta \sqrt d, (\alpha, \beta) \in \Q
	\times \Q$, heißt ganz in $\Q\left(\sqrt{d}\right)$, falls
das normierte Polynom $f \in \Q[x]$ von kleinstem Grad mit
$f\left(\alpha + \beta \sqrt d\right) = 0$ schon in $\Z[x]$
liegt (das heißt $\alpha + \beta \sqrt d$ Nullstelle eines
\underline{normierten} Polynoms aus $\Z[x]$ ist). Falls
$\alpha \in \Q \cap \Q\left(\sqrt d\right), \alpha = \frac
	ab$, so hat $f(x) = bx -a$ eine Nullstelle in $\frac ab$,
liegt in $\Z[x]$, ist normiert $\iff b = 1$. $\alpha = \frac
	ab$ ist ganz in $\Q\left(\sqrt d\right) \iff b = \pm 1$.

Für $\alpha + \beta \sqrt d \in \Q\left(\sqrt d\right)
	\setminus \Q\colon$
\[
	\left(x- \left(\alpha + \beta \sqrt d\right)\right)\left(x - \left(\alpha - \beta \sqrt d\right)\right)
	= x^2 - 2\alpha x + \left(\alpha^2 - d\beta^2\right) \in \Q[x]
\]
$\alpha + \beta \sqrt d$ ist ganz $\iff P(x) \in \Z[x]$.

$P(x) \in \Z[x] \iff 2\alpha \in \Z \land \alpha^2 - d \beta^2 \in \Z$.
\begin{description}
	\item[1. Fall:] $\alpha \in \Z \land \alpha^2 - d \beta^2 \in \Z \iff (\alpha, \beta) \in \Z \times \Z$
	\item[2. Fall:] $\alpha = \frac u2$, dann muss auch $\beta = \frac v2$.
	      $\frac {u^2} 4 - \frac {dv^2} 4 \in \Z \iff u^2 - db^2 \equiv 0 \pmod 4$. Es ist $u^2 \equiv 1 \pmod 4
		      \land v^2 \equiv 1 \pmod 4$. Falls $d \equiv 2, 3 \pmod 4$: diese Gleichung ist nie erfüllt. Falls aber
	      $d \equiv 1 \pmod 4$ ist sie immer erfüllt.
\end{description}
Wir erhalten:
\[
	\alpha + \beta \sqrt d\text{ ist ganz in }\Q\left(\sqrt d\right) \iff
	\begin{cases}
		\alpha, \beta \in \Z                                & \text{für } d\equiv 2, 3 \pmod 4            \\
		(\alpha, \beta \in \Z) \lor (2\alpha, 2\beta \in \Z & \text{mit } 2 \alpha \equiv 2\beta \pmod 2)
	\end{cases}
\]

\begin{defin}
	Der Ring $\mc O_d$ der ganzen Zahlen in $\Q\left(\sqrt d\right)$ ist $\Z + \Z\omega$, wobei
	$\omega = \frac{1+ \sqrt d}2$ für $d \equiv 1 \pmod 4$ und $\omega = \sqrt d$ für $d \equiv 2, 3\pmod 4$.
\end{defin}
Überprüfe: $\mc O_d$ ist wirklich ein Ring.

\begin{defin}
	In $\Q\left(\sqrt d\right)$ definieren wir die Norm von $\alpha + \beta \sqrt d$ durch
	\[
		\mc N\left(\alpha + \beta \sqrt d\right) =
		\left(\alpha + \beta \sqrt d\right)\left(\alpha - \beta \sqrt d\right) =
		\alpha^2 - d \beta^2
	\]
\end{defin}
Es gilt: $\mc N(xy) = \mc N(x) \mc N(y)$ für $x, y \in Q\left(\sqrt d\right)$ ($\mc N$ ist multiplikativ).

\begin{bemerkung}
	$x \in \mc O_d^* \iff \mc N(x) = \pm 1 (\in \Z^*)$ \\
	$x \in \mc O_d^* \iff \exists y \in \mc O_d\colon xy = 1$. Es folgt $\mc N(xy) = \mc N(x) \mc N(y) = 1$.
	$\mc N(x), \mc N(y) \in \Z$ (klar falls $x, y \in \Z + \Z\sqrt d, \frac{u^2}4+\frac{v^2}4d =
		\frac{u^2+v^2 d}4 \in \Z$). $\implies \mc N(x) \in \pm 1$. \\
	Falls $\mc N(x) = \pm 1, x = \alpha + \beta \sqrt d, \implies
		\left(\alpha + \beta \sqrt d\right) \left(a - \beta \sqrt d\right) = \pm 1$, das heißt $x \in \mc O_d^*$.
\end{bemerkung}

Für welche $d$ ist $\mc O_d$ faktoriell und wie weist man es
nach? Es sind jedenfalls nicht alle $\mc O_d$ sind
faktoriell, z.B. $\mc O_{-5}$ ist es nicht! Siehe dazu
\cref{bsp:2.6.4}.

In $\mc O_{-5} = \Z + \Z\sqrt{-5}$ gilt $6 = 2 \cdot 3 =
	\left(1+\sqrt{-5}\right)\left(1-\sqrt{-5}\right)$. Wir
wissen bereits: $1 + \sqrt{-5}$ ist irreduzibel in $\mc
	O_{-5}$. Wäre $\mc O_{-5}$ faktoriell, so folgte daraus: $1
	+ \sqrt{-5}$ ist prim. $1+ \sqrt{-5} \mid 2 \lor 1 +
	\sqrt{-5} \mid 3$, was aber nicht der Fall ist.

$\mc O_{10}$ ist auch nicht faktoriell,
$6 = 2 \cdot 3 = \left(4 + \sqrt{10}\right)\left(4 - \sqrt{10}\right)$

\begin{defin}
	Eine Funktion $\nu\colon R \setminus \{0\} \to \Z^+$ mit $\nu(mn) \ge \nu(m) \forall m, n \in R\setminus\{0\}$
	heißt euklidische Normfunktion auf dem Integritätsbereich $R$, falls für $m, n \in R, m \neq 0$
	Elemente $q, r \in R$ existieren mit $n = qm + r$ und $\nu(r) < \nu(m)$ oder $r = 0$. Der Ring $R$ heißt
	dann euklidischer Ring.
\end{defin}

\begin{bsp}
	\begin{enumerate}
		\item $R = \Z, \nu = \abs{\cdot}$. Satz von der Division mit Rest liefert: \Z\ ist euklidisch.
		\item $R = \Z + \Z i (= \mc O_{-1}), \nu = \mc N$. Seien $a, b \in \Z[i]$. Zu zeigen: $\exists
			      q, r \in \Z[i]$ mit $a = qb + r$ und $\underbrace{\mc N(r) < \mc N(b)}_{\text{sogar }\mc N(r) \le \frac{\N(b)} 2} \lor r = 0$.
		      Schreiben $\frac ab = \xi + i \eta$ mit $\xi, \eta \in \Q$. Es existieren $k, l \in \Z$ mit
		      $\abs{\xi - k} \le \frac 12, \abs{\eta - l} \le \frac 12$. $\mc N((\xi + i \eta) - (k + i l)) =
			      \mc N(\underbrace{(\xi - k)}_{\abs{\cdot} \le \frac 12} + i \underbrace{(\eta - l)}_{\abs{\cdot}\le \frac 12}) \le \frac 12$
		      Setze nun: $q \coloneq k + il, r = a - qb$
		      \begin{align*}
			      \mc N(r) & = \mc N(a - qb) = \mc N(a - (k + il)b) = \mc N(b\left(\frac ab - (k + il)\right)) \\
			               & = \mc N(b) \cdot \underbrace{\mc N(\frac{a}{b} - (k + il))}_{\le \frac 12}
			      \le \frac 12 \mc N(b)
		      \end{align*}
		      Es folgt: $\Z[i]$ ist euklidisch mit $\nu = \mc N$.
	\end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{satz}
	$R$ euklidisch $\implies R$ HIB ($\implies R$ faktoriell)
\end{satz}
\begin{proof}
	Sei $I \ideal R$. Ist $I = \{0\} \implies I = (0)$.\\
	Falls $I \neq (0)$, so existiert ein $0 \neq a \in I$ mit $\nu(a)$ ist minimal. $(a) \in I$ und wir
	behaupten: $(a) = I$. Sei $b \in I$. Dann ist $b = qa + r$ mit $q, r \in R$ und $\nu(r) < \nu(a)$ oder
	$r = 0$ (da $R$ euklidisch!).
	$r = \underbrace{b}_{\in I} - \underbrace{q}_{\in I}\underbrace{a}_{\in I} \in I$, ein Widerspruch zu
	$\nu(a)$ minimal, es sei denn $r = 0$ und $b \in (a)$. Da $b$ beliebig war, folgt $(a) = I$.
\end{proof}

$\mc O_{-43}$ ist HIB, aber nicht euklidisch.

\chapter{Polynomringe}
\section{Grundlagen}

$\mc F \coloneq \{f\colon \N \to R \mid \abs{\support(f)} < \infty \}$, wobei
$\abs{\support(f)} \coloneq \{n \in \N| f(n) \neq 0\}$

Wir versehen $\mc F$ mit folgenden Operationen:
\begin{align*}
	+\colon       & \mc F \times \mc F \to \mc F                           \\
	              & (f + g)(n) = f(n) + g(n)                               \\
	\cdot_R\colon & R \times \mc F \to \mc F                               \\
	              & (r \cdot_R f)(n) = r\ \cdot f(n)                       \\
	\star\colon   & \mc F \times \mc F \to \mc F          & \text{Faltung} \\
	              & (f\star g)(n) = \sum_{k+l=n} f(k)g(l)
\end{align*}
Mit diesen Operationen wird $\mc F$ zu einer kommutativen $R$-Algebra.
\[
	\delta_n\colon m \mapsto \delta_n(m) =
	\begin{cases}
		1 & m = n        \\
		0 & \text{sonst}
	\end{cases}
\]
Dann ist $\delta_n \in \mc F$. Jedes $f \in \mc F$ kann man darstellen als
$\sum_{n} f(n) \delta_n$. $\delta_0$ ist Einselement in $\mc F\colon (f \star
	\delta_0)(n) = \sum_{k+l=n} f(k) \delta_0(l) = f(n)$. Weiters gilt:
$\delta_1^k = \delta_k$ für $k = 0, 1, \dots (f^k\coloneq \underbrace{f \star f
		\dots}_{k-\text{mal}})$. Angenommen $\delta_1^j = \delta_j$ sei für alle $n <
	k$ bereits gezeigt. Dann ist
\begin{align*}
	\delta_1^j(n)                                    & = (\delta_1^{j-1} \star \delta_1)(n) = \delta_{j-1} \star \delta_1(n)
	= \sum_{k+n=n} \delta_{j-1}(l)\delta_1(k)                                                                                \\
	                                                 & = \sum_{k+l=n} \delta_{j-1}(k)\delta_1(l)                             \\
	                                                 & = \underbrace{\delta_{j-1}(j-1)}_{=1} \delta_1(n-j+1)
	+ \delta_{j-1}(n-1)\underbrace{\delta_1(1)}_{=1} & (\delta_1(1)\delta_{n-1}(n-1), \text{ falls }n=j)                     \\
	                                                 & =
	\begin{cases}
		1 & \text{für } n=j \\
		0 & \text{sonst}
	\end{cases}
	\implies \delta_1^j(n) = \delta_j(n) \forall n                                                                           \\
	                                                 & \implies \delta_1^j = \delta_j
\end{align*}
$\implies$ jedes $f \in \mc F$ hat Darstellung als $\sum_{n \in \support(f)} f(n) \delta_1^n$.

\begin{defin}
	Die Abbildungen $f \in \mc F$ heißen Polynome. $\mc F$ heißt Polynomring/Algebra in $\delta_1$ über $R$.
	\begin{align*}
		\mc F    & \eqcolon R[\delta_1]                                                     \\
		\delta_1 & \coloneq X,\, f(X) = \sum_{i=0}^d a_i X^i \text{ mit } a_i \coloneq f(i) \\
		         & \implies f \leftrightarrow (a_0, \dots, a_d)
	\end{align*}
\end{defin}

\begin{align*}
	          & (a_0, a_1, a_2) \star (b_0, b_1) = (a_0 b_0, a_0 b_1 + a_1 b_0, a_2 b_0 + b_1 a_1, a_2 b_1) \\
	\widehat= & (a_0 + a_1 X + a_2 X^2)(b_0 + b_1 X)
	= a_0 b_0 + (a_0 b_1 + a_1 b_0)X + (a_1 b_2 + a_2 b_0)X^2 + a_2 b_1 X^3
\end{align*}

$a_0$: konstanter Koeffizient.\\
$d \coloneq \max{n\colon a_n \neq 0}$ heißt führender Koeffizient, $d \coloneq \deg(f)$. Für Polynomringe in $d$ Variablen,
betrachte
\[
	\mc F \coloneq \{f\colon \N \to R | \abs{\support(f)} < \infty\}
\]
liefert $f(X_1, \dots, X_d) = \sum_{(i_1, \dots, i_d)} a_{i_1, \dots, i_d}
	X_1^{i_1} \cdot \dots \cdot X_d^{i_d}$
\[
	\deg(f) \coloneq \sup\{i_1 + \dots + i_d\colon a_{i_1, \dots, i_d} \neq 0\} \text{ falls } f \neq 0.
\]
Setze: $\deg(0) = -\infty$.

\begin{satz}
	Sei $R$ Integritätsbereich, dann gilt für $\deg\colon \fun {R[X_1, \dots, X_d]} {\N\cup\{-\infty\}} P {\deg(P)}$:
	\begin{enumerate}
		\item $\deg(PQ) = \deg(P) + \deg(Q)$.
		\item $\deg(P+Q) \le \max\{\deg(P), \deg(Q)\}, P, Q \neq 0$.
	\end{enumerate}
\end{satz}
\begin{proof}
	$(d=1)$\\
	Sei $P(X)=\sum_{i=0}^n a_i X^i, Q(X) = \sum_{j=0}^m b_j X^j (a_n \neq 0 \neq b_m)$.
	\begin{enumerate}
		\item $PQ(x)$ hat führenden Koeffizienten $a_n b_m \neq 0$ (Da $R$ IB).
		      \[
			      \implies \deg(PQ) = n+m.
		      \]
		\item Falls $m < n$ oder $m < n$, so ist der führende Koeffizient von $P + Q$
		      gerade $b_m$ oder $a_n$. Falls $n=m$: führender Koeffizient von $P+Q$ hat
		      Index $\le n( = m )$.
	\end{enumerate}
\end{proof}

\begin{korollar}
	$R$ ist Integritätsbereich $\implies R[X]$ ist Integritätsbereich, $(R[X])^* = R^*$
\end{korollar}
\begin{proof}
	Seien $f, g \neq 0$ in $\R[X]$. Dann ist $\deg(f) > -\infty$ und $\deg(g) > -\infty$, also
	$\deg(fg)=\deg(f) + \deg(g) > -\infty \implies fg \neq 0$

	Sei $0 \neq f \in R[X]$ und $g \in R[X]$ mit $f\cdot g = 1$.
	\[
		\deg(fg) = 0 = \underbrace{deg(f)}_{>-\infty} + \underbrace{\deg(g)}_{>-\infty}
		\implies \deg(f) =0 = \deg(g).
	\]
	Also können wir f, g mit konstanten Koeffizienten identifizieren, für diese
	gilt ${\underbrace{f_0g_0}_{\in R^*} = 1} \implies f, g$ sind Einheiten,
	also in $(R[X])^*$.
\end{proof}

\begin{satz}
	Seien $R, S$ kommutative Ringe mit Einselement, $R \le S$. Dann definiert die Abbildung
	\[
		\ev_a\colon \fun {R[X]} S P {P(a)}
	\]
	einen Ringhomomorphismus für alle $a \in S$.

	$\ev_a$ heißt Evaluationsabbildung an der Stelle $a$.
\end{satz}
\begin{proof}
	Die Homomorphie ist direkte Konsequenz
	der Definitionen von $+, \star$ in $R[X]$ für kommutative Ringe mit 1. Durch Auswertung an allen $a \in S$
	erhalten wir eine Funktion
	\[
		f_P\colon \fun S S a {\ev_a(P) = P(a),}
	\]
	die $P$ zugeordnete Polynomfunktion.
\end{proof}

Wir sagen: $P$ hat in $a$ eine Nullstelle $\iff P \in
	\ker(\ev_a)$. Für $P, Q \in R[X], f_P, f_Q$ die zugehörigen
Polynomfunktionen gilt
\[
	f_P = f_Q \iff P-Q \in \bigcap_{a \in S} \ker(\ev_a) \iff \bigcap_{a \in S} \ker(\ev_a) = \{0\}.
\]

\begin{bsp}
	$R = \faktor \Z {5\Z}, P(X) = X^5, Q(X) = X$.
	\begin{center}
		\begin{tabular} {| c | c |}
			$X$ & $X^5$  \\
			\midrule
			0   & 0      \\
			1   & 1      \\
			2   & $32=2$ \\
			3   & 3      \\
			4   & 4
		\end{tabular}
	\end{center}
	$\implies f_P = f_Q \land P \neq Q \implies X^5 - X \in \bigcap_{a \in \faktor{\Z}{5\Z}} \ker(\ev_a)$
\end{bsp}

\section{Wann ist \texorpdfstring{$R[X]$}{R[X]} faktoriell?}
Sei zunächst $R$ unitärer Ring.

\begin{satz}
	\label{satz:koeffizienten}
	Seien $f, g \in R[X]$, der führende Koeffizient von $f$ sei eine Einheit in $R \implies \exists$
	eindeutig bestimmte Polynome $q, r \in R[X]$ mit $\deg(r) < \deg(f) \lor r = 0$ mit $g = qf+r$.
\end{satz}
\begin{proof}
	Ist $g = 0$ oder $\deg(g)$, so wähle $q = 0, r = g$ \checkmark

	Induktion nach $\deg(g) \eqcolon n$ Induktionsanfang: $n=0$ \checkmark (in $R$
	kann jedes Element ($g$) durch Einheit ($f$) geteilt werden) \\ Angenommen
	die Aussage ist für Polynome $g$ von Grad $< n$ bereits gezeigt. Sei $f(x)
		= \varepsilon X^m + a X^{m-1} + \dots, g(x) = b X^n + c X^{n-1} + \dots, \,
		\varepsilon \in R^*, a,b,c \in R,\, m\le n.$ Betrachte $g_1 \coloneq g - b\inv
		\varepsilon X^{n-m} f = (bX^n + cX^{n+1} +\dots) - b \inv\varepsilon
		X^{n-m}(\varepsilon X^m + a X^{m-1}) = 0 X^n + (X-b\inv\varepsilon a)
		X^{n-1}$. $g_1 = 0$ oder $\deg(g_1) < n$, sodass nach
	Induktionsvoraussetzung: $\exists q_1, r \in R[X]$ mit $g_1 = q_1 \cdot f +
		r$ und $\deg(r) < \deg(f)$ Es folgt:
	\[
		g = g_1 + b\inv\varepsilon X^{n-m} f = (\underbrace{q_1 + b\inv\varepsilon X^{n-m}}_{\eqcolon q})
		f + r.
	\]

	Eindeutigkeit: $g = qf+r = q_1f+r_1$ mit den entsprechenden Bedingungen an
	$\deg(r), \deg(r_1)$. Daraus folgt: $r-r_1 = (q_1 - q)f$. Falls $q_1 \neq
		q$, so ist $\deg(r-r_1) = \deg((q_1-q)f)
		\overset{\mathclap{\substack{\text{da der führende Koeffizient von $f$ kein
						Nullteiler ist!}\\|}}}{=} \deg(q_1-q) + \deg(f) \implies \deg(r-r_1) \ge
		\deg(f)$, ein Widerspruch zu $\deg(r), \deg(r_1) < \deg(f)$.
\end{proof}

\begin{korollar}
	Sei $R$ ein KRE, $f \in R[X]$. Es ist $f(a) = 0 \iff f(X) = (X-a)q(X)$ mit $q \in R[X]$.
	(das bedeutet: $\ker(\ev_a) = ((X-a))$)
\end{korollar}
\begin{proof}
	Teile $f$ durch $X-a$ mit Rest. Nach dem vorigen \cref{satz:koeffizienten} gilt:
	$f(X) = (X-a)q(X) + r(X)$ mit $\deg(r) < 1$. Falls $r(X) \neq 0$, so muss $r(X) = r \in R$ gelten.
	Wende nun $\ev_a$ an: $f(a) = r\implies r = 0$. Die Umkehrung ist klar.
\end{proof}

Es ist essenziell dass $R$ kommutativ ist:
\begin{bsp}
	$R$ sei nicht kommutativ, $a, b \in R$ mit $ab \neq ba$. $f(X) \coloneq X^2 + (a-b)X - ab$.
	Dann ist $f(b) = b^2 + ab - b^2 - ab = 0$. Angenommen $\exists q(X) \in R[X]$ mit $f(X)=(X-b)q(X)$.
	Dann gilt $\deg(q) = 1$, der führende Koeffizient von $q$ ist $1$. Es muss sogar $q(X) = X+a$ gelten.
	$(X-b)(X+a) \eqcolon g(x)$
	\[
		g(a) = (a-b)2a = 2a^2 - 2ba \neq f(a) = a^2 + a^3 - ba - ab = 2a^2 - (ab+ba).
	\]
\end{bsp}

\begin{satz}
	Sei \K{} ein Körper. Dann ist $\K[X]$ faktoriell.
\end{satz}
\begin{proof}
	\K{} Körper $\implies$ jedes $a \in \K, a \neq 0,$ ist eine Einheit. Daher ist
	$\deg\colon\K[X] \to \N$ eine euklidische Normfunktion auf $\K[X]$. Daher ist $\K[X]$ euklidisch
	$\implies \K[X]$ ist HIB $\implies \K[X]$ faktoriell.
\end{proof}

Sei $R$ ein faktorieller Ring. Wir wissen bereits: zu $a_1,
	\dots, a_n \in R$ existiert stets ein $\ggT$.
\begin{defin}
	Sei $f(X) \in R[X]$ mit $f(X) = a_m X^m + \dots + a_1 X + a_0$. Dann heißt jeder $\ggT$ von
	$(a_0, \dots, a_m)$ ein Inhalt ($I(f)$) von $f$.

	$I(f)$ ist daher bis auf Einheiten von $R$ eindeutig festgelegt. $f$ heißt primitiv, falls $1$ ein Inhalt
	von $f$ ist. Schreibe $I(f) = 1$.
\end{defin}
Jedes $f \in R[X]$ kann als $I(f) \cdot f^*$ geschrieben werden, mit $f^*$ primitiv.

\begin{lemma}[Lemma von Gauß]\label{lemma:gauss}
	Für $f, g \in R[X]$ gilt $I(fg) = I(f)I(g)\cdot \eps$ mit $\eps \in R^*$.
\end{lemma}
\begin{proof}
	Schreibe $f = I(f) \cdot f^*, \, g= I(g) \cdot g^*$.
	\[
		I(I(f)f^*I(g)g^*) = I(I(f)f^*)I(I(g)g^*) \iff
		\cancel{I(f)}\cancel{I(g)}I(f^*g^*) = \cancel{I(f)}I(f^*)\cancel{I(g)}I(g^*).
	\]
	Es genügt also zu zeigen: $f, g$ primitiv $\implies fg$ primitiv.

	Angenommen $\pi$ sei ein irreduzibles Element von $R$, das jeden
	Koeffizienten von $fg\eqcolon h$ teilt. Die Koeffizienten von $h$ haben die
	Gestalt
	\[
		\left( f(X) \coloneq \sum_{i=0}^n f_iX^i, g(X) \coloneq \sum_{j=0}^m g_jX^j \right)
		h_k = \sum_{i+j=k}f_ig_j.
	\]
	Es gilt also $\pi | h_k, \forall k$. Seien $f_r, g_s$ die ersten nicht
	durch $\pi$ teilbaren Koeffizienten von $f$ beziehungsweise $g$. $\left(
		\begin{aligned}
				f_r \not\equiv 0 \pmod \pi, i < r \implies f_i \equiv 0 \pmod \pi \\
				g_s \not\equiv 0 \pmod \pi, j < s \implies g_j \equiv 0 \pmod \pi
			\end{aligned}
		\right)$.
	Dann ist
	\[
		h_r+s = \sum_{i+j=r+s} f_ig_j \equiv f_rg_s \pmod \pi.
	\]
	Nach Voraussetzung ist $h_{r+s} \equiv0\pmod\pi$, also
	$f_rg_s\equiv0\pmod\pi$. Weil $R$ faktoriell ist, folgt aus $\pi$
	irreduzibel auch $\pi$ ist prim. Daher gilt $f_r \equiv 0\pmod\pi$ oder
	$g_s\equiv0\pmod\pi$, ein Widerspruch zur Wahl von $r$ beziehungsweise $s$.
\end{proof}

\begin{satz}
	\label{satz:faktoriellpoly}
	Sei $R$ ein faktorieller Ring. Dann ist auch $R[X]$ faktoriell.
\end{satz}
\begin{proof}
	Sei $f \in R[X]$. Wir werden zeigen: $f$ lässt sich als Produkt von Primelementen in $R[X]$ darstellen.
	Wir schreiben: $f = I(f)\cdot f^*$.
	Sei $K$ der Quotientenkörper von $R$. $f \in R[X] \implies f \in K[X]$, $K[X]$ ist faktoriell und daher
	gilt $f^* = \tilde f_1 \cdots \tilde f_s$ mit $\tilde f_1, \dots, \tilde f_s$ irreduzible Polynome
	in $K[X]$. Durch Multiplikation mit dem $\kgV$ der Koeffizienten erhalten wir $f^* = \eps_k \cdot
		f_1 \cdots f_s$, wobei $f_1, \dots, f_s \in R[X]$ irreduzibel und primitiv, $\eps_k$ eine Einheit in $K$.\\
	$f_1, \dots, f_s$ primitiv $\overset{\text{\ref{lemma:gauss}}}{\implies} f_1 \cdots f_s$ primitiv
	$\implies \eps_k$ ist Einheit in $R$. $R$ faktoriell $\implies \eps_k \cdot I(f)$ ist Produkt von
	irreduziblen Elementen in $R$, $\eps_k \cdot I(f) = e \cdot \pi_1 \cdots \pi_r$. ($e \in R^*, \pi_i \in R$ irreduzibel).
	$\pi_1, \dots, \pi_r$ sind prim in $R \implies (\pi_1), \dots, (\pi_r)$ Primideale in $R$, das heißt
	$\faktor{R}{\pi_iR}$ ist IB $\implies \left(\faktor R {\pi_iR}\right)[X]$ ist IB. Es gilt:
	$\faktor R {\pi_iR}[X] \cong \faktor {R[X]} {\pi_iR[x]}$ und ist daher IB $\implies \pi_iR[X]$ ist
	Primideal in $R[X] \implies \pi_i$ Primelement in $R[X]$.

	Es bleibt also noch zu zeigen: $f_1, \dots, f_s$ sind prim in $R[X]$.
	Klarerweise gilt: $f_iR[X] \ssq f_iK[X] \cap R[X]$. Für die umgekehrte
	Inklusion: sei $g = f_i\cdot r$ mit $r \in K[X], g\in R[X]$. Schreibe $r =
		\frac ab r_0$ mit $r_0 \in R[X]$ primitiv, $a, b \in R, \ggT(a, b)=1$.
	\[
		g = f_ir \implies bg = bf_i r = a f_i r_0
	\]
	Es folgt: $bI(g) \sim I(bg) = I(af_ir_0) \sim a
		\overbrace{I(f_i)}^{1}\overbrace{I(r_0)}^{1}$. Folglich gilt:
	\[
		b \mid a \implies \frac ab \in R \implies r \in R[X] \implies g \in f_iR[X].
	\]
\end{proof}

\begin{bemerkung}
	\begin{itemize}
		\item $K$ Körper $\implies K[X]$ faktoriell, sogar euklidisch \& HIB.
		\item $R$ faktorieller Ring $\implies R[X]$ faktoriell, im Allgemeinen weder euklidisch noch HIB (siehe $R=\Z$).
	\end{itemize}
\end{bemerkung}

\begin{korollar}
	$R[X_1, \dots, X_n]$ ist faktoriell wenn $R$ faktoriell ist.
\end{korollar}
\begin{proof}
	Beweis per Induktion nach $n$.
	IA: $n=1$: \cref{satz:faktoriellpoly} \\
	Sei gezeigt, dass $R[X_1, \dots, X_{n-1}]$ faktoriell ist.
	$R[X_1, \dots, X_{n}] \cong (R[X_1, \dots, X_{n-1}])[X_n]$ und dies ist faktoriell nach
	IV und der Aussage für $n = 1$.
\end{proof}
Achtung: $\K[X, Y]$ ist faktoriell, aber \underline{kein} HIB! Bsp: in $\R[X, Y]$ ist $(X, Y)$ kein HI. (Übung)

\section{ Irreduzibilität von Polynomen }
\begin{bemerkung}
	Ist $R$ faktoriell, $K = QK(R)$, so gilt: $f$ irreduzibel in $R[X] \implies f$ irreduzibel in $K[X]$.
\end{bemerkung}
\begin{proof}
	$f$ irreduzibel $\implies f$ ist primitiv.
	Angenommen $f$ reduzibel in $K[X]$, das heißt $f = gh$ mit $g, h \in K[X]$. Schreibe dann
	$\tilde g = \lambda g, \tilde h = \mu h$, wobei $\lambda, \mu \in R, \tilde g, \tilde h \in R[X]$.
	Es ist dann: $\lambda \mu f = \tilde g \tilde h$ und $\tilde g \tilde h$ ist primitiv nach
	Lemma von Gauß~\ref{lemma:gauss}, und somit muss $\lambda \mu \in R^*$ gelten, sodass $f$ reduzibel
	in $R[X]$. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung $\implies f$ irreduzibel in $K[X]$.
\end{proof}

Wir schreiben: $f(X) = a_n X^n + \dots a_1 X + a_0, a_i \in
	R$.
\begin{satz}[Kriterium von Eisenstein]\label{satz:eisenstein}
	Sei $R$ ein faktorieller Ring, $f \in R[X]$ wie angegeben. Es existiere ein Primelement $\mc P$ mit
	\[
		\begin{cases}
			a_i \equiv 0 \pmod {\mc P} & \text{für } i = 0, \dots, n-1, \\
			a_0 \not\equiv 0 \pmod {\mc P^2},                           \\
			a_n \not\equiv 0 \pmod {\mc P}.
		\end{cases}
	\]
	dann ist $f$ irreduzibel (in $R[X]$).
\end{satz}
\begin{proof}
	oBdA sei $f$ primitiv. Angenommen $f = (\underbrace{b_0 + \dots b_r X^r}_{b(X)})(\underbrace{c_0 + \dots + c_sX^s}_{c(X)})$ mit $b_i, c_i \in R$.
	$\deg(b), \deg(c) > 0$. Es gilt: $b_0 c_0 = a_0$. Es ist $a_0 \equiv 0 \pmod {\mc P} \implies
		b_0 \equiv 0 \pmod {\mc P} \lor c_0 \equiv 0 \pmod{\mc P}$, aber nicht beides (wegen $a_0 \not\equiv 0 \pmod {\mc P^2}$)!
	Sei oBdA $c_0 \not\equiv \pmod{\mc P}$.\\
	Wegen $a_n \not\equiv 0 \pmod {\mc P}$ existiert zumindest ein $b_k$ mit $b_k \not\equiv 0 \pmod {\mc P}$.
	Ist $k$ minimal mit $b_k \not\equiv 0 \pmod {\mc P}$, so folgt
	$a_k = (\underbrace{b_0 c_k + b_1 c_{k-1} + \dots + b_{k-1} c_1}_{\equiv 0 \pmod {\mc P}}) + b_k c_0
		\equiv 0 \pmod {\mc P}$, da $k < n (\deg(b), \deg(c) \ge 1)$, ein Widerspruch zu $b_k \not\equiv 0 \pmod {\mc P} \land c_0 \not\equiv 0 \pmod {\mc P}$.

	Somit ist $f$ irreduzibel.
\end{proof}

\begin{bsp}[Anwendungen]
	$R = \Z, p \in \Primes$.
	\begin{itemize}
		\item
		      $X^n - p, X^n + p$ sind irreduzibel über $\Z[X]$. \\
		      $\implies \sqrt[n]{p} \notin \Q.$ (da $X^n - p$ auch irreduzibel über $\Q[X]$ und $\sqrt[n]p$ Nullstelle von $X^n - p$ ist)
		\item $f(X) = X^{p-1} + X^{p-2} + \dots + X + 1$ ist irreduzibel über $\Z[X]$.
		      $(X-1)f(X) = X^p - 1$. Setze $X = Y+1$.
		      \[
			      (X-1)f(X) = Yf(Y+1) = (Y+1)^p - 1 = \sum_{i=1}^p \binom pi Y^i = Y \sum_{i=1}^p \binom pi Y^{i-1}.
		      \]
		      Es gilt $\binom pi \equiv 0 \pmod p$ für $1 \le i \le p-1$,
		      sodass $f(Y+1)$ die Bedingungen für die Anwendung von
		      \cref{satz:eisenstein} erfüllt ($f(Y+1) = Y^{p-1} +
			      \binom{p}{p-1}Y^{p-2} + \dots + \binom p2 Y + \binom p1$).
		      $\implies \underbrace{f(Y+1)}_{=f(X)}$ ist irreduzibel.

		      Allgemeiner gilt: Sei $a \in R^*, b \in R$. Dann gilt: $f(X) \in
			      R[X]$ ist irreduzibel $\iff f(aX+b) \in R[X]$ ist irreduzibel.

		      Übung: Hinweis: Betrachte $\sigma\colon \fun {R[X]} {R[X]} {f(X)} {f(aX+b)}$ und zeige $\sigma$ ist Homomorphismus, sogar Isomorphismus.
	\end{itemize}
\end{bsp}

Reduktionskriterium. Sei $R$ faktoriell, $\mc P$ Primelement
von $R$. Die Reduktion $\mod {\mc P}$
\[
	\fun {R[X]} {\faktor R {\mc PR}[X]} f {f \pmod {\mc P} \eqcolon \bar f}
\]
ist ein Ringhomomorphismus.
\begin{bsp}
	\begin{align*}
		 & 3X^3 - 7X^2 + 2X + 5 \in \Z[X] \\
		 & \mod 2\colon X^3 + X^2 + 1
	\end{align*}
\end{bsp}

\begin{proposition}
	\label{prop:unbewiesen}
	Sei $f = \sum_{i=0}^n a_i X^i \in R[X], \mc P$ ein Primelement von $R$ mit $a_n \not\equiv 0 \pmod {\mc P}$.
	(das heißt $\deg(\bar f) = \deg(f)$).

	Ist $\bar f$ irreduzibel in $\faktor R {\mc PR}[X]$, so ist $f$ irreduzibel
	in $R[X]$ oder $f = r \tilde f$ mit $r \in R, \tilde f$ irreduzibel in
	$R[X]$.
\end{proposition}

\begin{bsp}
	$f(X) = (3X+1)(X+2)$ ist reduzibel in $\Z[X]$, aber $f \mod 3$ ist irreduzibel über $\faktor \Z {3\Z}[X]$.

	$f(X) = 4X^2 + 4$ ist reduzibel in $\Z[X]$, aber $f \mod 3 = X^2 + 1$ ist irreduzibel über $\faktor \Z {3\Z}[X]$.
\end{bsp}

\begin{proof}[von \cref{prop:unbewiesen}]
	Sei $f$ reduzibel in $R[X]$ als $f = gh$ mit $\deg g, \deg h \ge 1$.
	Dann gilt $\bar f = \overline{gh} = \bar g \bar h$ mit $\deg \bar g, \deg \bar h \ge 1$.
	Daher sind $\bar g, \bar h$ keine Einheiten in $\faktor R {\mc PR}[X]$ (denn $\faktor R {\mc PR}$ ist IB, Einheiten  in $\faktor R {\mc PR}[X]$ sind die Einheiten von $\faktor R {\mc PR}$).
	Also ist $\bar f$ reduzibel in $\faktor R {\mc PR}[X]$.
\end{proof}

\begin{bsp}
	Zeige, dass $f(X) = X^4 + 3X^3 + X^2 + 6X + 2$ irreduzibel in $\Z[X]$ ist.
	$f \mod 3 = X^4 + X^2 + 2$. Zeige: $X^4 + X^2 + 2$ ist irreduzibel über $\faktor {\Z}{3\Z}[X]$.
	$X^4 + X^2 + 2$ hat keine Nullstelle in $\faktor \Z {3\Z} \implies$ einzige mögliche Zerlegung
	$f = gh$ mit $\deg g = \deg h = 2$. Dafür gibt es zwei Möglichkeiten.
	\begin{align}
		\left(X^2 + aX + 1\right)\left(X^2 + bX + 2\right) \label{polynom} \\
		\left(2X^2 + aX + 1\right)\left(2X^2 + bX + 2\right) \nonumber
	\end{align}
	\ref{polynom} liefert uns folgende Kongruenzen:
	\[
		\begin{cases}
			a + b \equiv 0 \pmod 3,  \\
			2a + b \equiv 0 \pmod 3, \\
			3 + ab \equiv 1 \pmod 3.
		\end{cases}
	\]
	Die ersten beiden implizieren $a \equiv 0 \pmod 3$, ein Widerspruch zur
	dritten.
\end{bsp}

Irreduzible Polynome in $\C[X]$. Fundamentalsatz der
Algebra: jedes nicht-konstante Polynom aus $\C[X]$ besitz)
mindestens eine Nullstelle. Sei also $\deg(f) \ge 1$, Dann
$\exists a \in \C\colon f(a) = 0$ und daher $f(X) = (X-a) \cdot q(X)$
mit $q(X)\in\C[X], \deg(q) < \deg(f).$

Irreduzible Polynome in $\R[X]$. Sei $R[X]\ni f = (X -
	\alpha_1)\cdots(X-\alpha_n)$ mit $\alpha_i \in \C$, das
heißt $f(\alpha_i) = 0, i = 1, \dots, n$. $f(\alpha_i) = 0
	\implies \overline{f(\alpha_i)} = 0 \iff
	f(\overline{\alpha_i}) = 0$. Schreibe $f(X) =
	\underbrace{(X-\alpha_1)(X-\bar\alpha_1)}_{X^2 - (\alpha_1 +
	\overline{\alpha_1})X + \alpha_1 \overline{\alpha_1} \in
	\R[X]}(X-\alpha_2)(X-\bar\alpha_2)\cdots(X-\alpha_k)(X-\bar\alpha_k)
	(X-\alpha_{2k+1})\cdots(X-\alpha_n)$ mit $\alpha_{2k+1},
	\dots, \alpha_n \in \R$. Die irreduziblen Polynome $/\R[X]$
haben Grad 1 oder Grad 2, in letzterem Fall muss die
Diskriminante negativ sein.

\begin{bsp}
	$X^4 + 1$ ist reduzibel in $\C[X]$ und in $\R[X]$.
	\[
		X^4 + 1 = \left(X^2 + \sqrt 2 X + 1\right)\left(X^2 - \sqrt 2 X + 1\right)
	\]
\end{bsp}

\chapter{Anwendungen in der elementaren Zahlentheorie}
\section[Die Ringe \texorpdfstring{$\Z$}{Z} und \texorpdfstring{$\Z/{n\Z}$}{Z/nZ}]{Die Ringe \texorpdfstring{$\Z$}{Z} und \texorpdfstring{$\faktor \Z {n\Z}$}{Z/nZ}}
\Z{} ist ein HIB, $\{m\Z\colon m \in \N\}$ enthält alle Ideale von \Z.

\begin{korollar}
	Seien $a_1, \dots, a_n \in \Z \setminus \{0\}$ mit $\ggT(a_1, \dots, a_n) = d$.
	Dann $\exists x_1, \dots, x_n \in \Z$ mit $a_1x_1 + \dots + a_n x_n = d$. \\
	$a_1 x_1 + \dots + a_n x_n = s$ hat eine Lösung $\iff d \mid s$.
\end{korollar}
\begin{proof}
	$I \coloneq \{a_1 x_1 + \dots + a_n x_n\colon x_1, \dots, x_n \in \Z\}$ ist Ideal in $\Z$.
	$\implies I = m\Z$ und $a_1 x_1 + \dots + a_n x_n = m$ hat Lösung. z.Z.: $d = m$.
	$a_1, \dots, a_n \in I$, sodass $m \mid a_i, i=1, \dots, n$ und daher $m \mid d$. \\
	$d \mid a_i, i = 1, \dots, n \implies d \mid a_1 x_1 + \dots + a_n x_n = m$.

	Ist $(x_1, \dots, x_n)$ Lösung von $a_1 x_1 + \dots + a_n x_n = d$, so ist
	$(x_1 \frac sd, \dots, x_n \frac sd)$ eine von $a_1 x_1 + \dots + a_n x_n =
		s$. $d \mid s$, da $d$ stets $a_1 x_1 + \dots + a_n x_n$ teilt.
\end{proof}

\begin{description}
	\item[$n = 2$:] $a, b \in \Z \setminus \{0\}, \ggT(a, b) = d, c \in Z. (x_0, y_0)$ eine Lösung von
	      $ax + by = c$. Dann sind alle Lösungen von $ax + by = c$ von der Gestalt
	      $(x_0 + \frac bd t, y_0 - \frac ad t)$ für ein $t \in \Z$.
\end{description}
\begin{proof}
	Das sind Lösungen (einsetzen!).
	\begin{align}
		\begin{rcases}
			ax + by = c \\
			ax_0 + by_0 = c
		\end{rcases}
		 & \implies a(x-x_0) + b(y-y_0) = 0 \label{eq:2} \\
		\nonumber
		 & \iff a (x - x_0) = -b(y-y_0)                  \\
		\nonumber
		 & \iff \frac ad (x- x_0) = \frac{-b} d (y-y_0)
	\end{align}
	Es folgt: $\frac bd \mid (x-x_0)$, das heißt $\exists t \in \Z\colon (x - x_0) = \frac bd t$. Durch Einsetzen
	in \ref{eq:2} ergibt sich $y- y_0 = \frac{-a}d t$. Daraus folgt die Behauptung.
\end{proof}

Sei $R$ ein kommutativer Ring. Ist $\equiv$ eine
Kongruenzrelation, so ist $\{a \in R\colon a \equiv 0\}$ ein
Ideal von $R$. Ist $I$ ein Ideal von $R$, so ist durch $a
	\equiv b \pmod I \iff a -b \in I$ eine Kongruenzrelation
definiert. Die Zuordnungen sind invers zueinander.

$\faktor \Z {m\Z}$ ist Körper $\iff m \in \Primes$.
\begin{proof}
	Ist $m \notin \Primes$, so hat $\faktor \Z {m\Z}$ Nullteiler, diese sind nicht invertierbar.
	Umgekehrt, bei $a+m\Z \neq 0 + m\Z$ betrachten wir $au + mv = 1$. Das hat eine Lösung
	$(u, v) \in \Z \times \Z$, da $\ggT(a, m) = 1$.
	$\implies (a + m\Z) (u + m\Z) = 1 + m\Z$.
\end{proof}

\section[Die Struktur von \texorpdfstring{$(\Z /{m\Z})^*$}{(Z/mZ)*}]{Die Struktur von \texorpdfstring{$\left(\faktor \Z {m\Z}\right)^*$}{(Z/mZ)*}}
$\left(\faktor \Z {m\Z}\right)^*$ heißt prime Restklassengruppe mod m.

\begin{align*}
	\abs{\left(\faktor \Z {m\Z}\right)^*} \eqcolon \varphi(m) &  & \text{\glqq Eulersche $\varphi$-Funktion\grqq}
\end{align*}
$\varphi$ ist multiplikativ $\coloniff \varphi(mn) = \varphi(m)\varphi(n)$ falls $(m, n) = 1$.
Es gilt: $R, S$ seien KREs. Dann ist $(R \times S)^* = R^* \times S^*$.

\begin{lemma}
	\label{lemma:einheiten}
	Ist $f\colon R \to S$ ein Ringisomorphismus, so gilt:
	\[
		f(R^*) = S^*
	\]
\end{lemma}
\begin{proof}
	Sei $x \in R^*$. Dann existiert $y \in R$ mit $xy = 1_R$.
	\[
		1_S = f(1_R) = f(xy) = f(x) f(y) \implies f(x) \in S^*
	\]
	Die Umkehrung folgt durch Anwendung dieser Überlegung auf $\inv f\colon S \to
		R$.
\end{proof}

\begin{korollar}
	Sei $\ggT(m, n) = 1$. Dann gilt:
	\[
		f^*\colon \fun {\left({\faktor \Z {mn\Z}}\right)^*} {\left(\faktor \Z {m\Z}\right)^* \times\left(\faktor \Z {n\Z}\right)^*}
		{x + mn \Z} {(x + m\Z, x + n\Z)}
	\]
	ist ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere $\varphi(mn) =
		\varphi(m)\varphi(n)$.
\end{korollar}
\begin{proof}
	$\faktor \Z {mn\Z} \cong \faktor \Z{m\Z} \times \faktor \Z{n\Z}$ nach Chinesischem Restsatz~\ref{chinrest}
	($(m, n) = 1$)
	Es folgt:
	\begin{align*}
		\left(\faktor \Z {mn\Z}\right)^* & \cong \left(\faktor \Z{m\Z}\right)^* \times \left(\faktor \Z{n\Z}\right)^* & \text{nach dem \cref{lemma:einheiten}.} \\
		                                 & = \left(\faktor \Z{m\Z}\right)^* \times \left(\faktor \Z{n\Z}\right)^*
	\end{align*}
\end{proof}

\begin{korollar}
	Für $m \in \N$ gilt:
	\[
		\varphi(m) = m \prod_{p\mid m} \left(1 - \frac 1p\right).
	\]
\end{korollar}
\begin{proof}
	Für $m = 1$: \checkmark

	Sonst sei $m = p_1^{\alpha_1} \cdot \dots \cdot p_k^{\alpha_k} \implies
		\varphi(m) = \varphi(p_1^{\alpha_1}) \cdots \varphi(p_k^{\alpha_k})$. \\
	Behauptung: $\varphi(p^\alpha) = p^\alpha - p^{\alpha-1}$ ($p^{\alpha-1} =
		\#$Vielfache von $p$ zwischen 1 und $p^\alpha$.) \\ $\implies \varphi(m) =
		\left(p_1^{\alpha_1} - p_1^{\alpha_1 - 1}\right) \cdots \left(p^{\alpha_k} - p^{\alpha_k -
			1}\right) = p_1 ^{\alpha_1} \left(1 - \frac 1 {p_1}\right) \cdots p_k^{\alpha_k} \left(1 - \frac 1
		{pk}\right) =\\ m\left(1 - \frac 1 {p_1}\right) \cdots \left(1 - \frac 1 {p_k}\right)
		\implies$Behauptung.

	Es ist $\abs{\Z_m^*} = \varphi(m)$. Für $a \in \Z_m^*$ gilt daher
	$a^{\varphi(m)} = a^{\abs{\Z_m^*}} = 1$. \\ $a^{\varphi(m)} \equiv 1 \pmod
		m$ \glqq kleiner Satz von Fermat\grqq \\ $m = p \in \Primes. a^{p-1} \equiv 1 \pmod
		m$ für $(a, m) = 1$ oder $a^p \equiv a \pmod m$ für beliebige $m$.
\end{proof}

\begin{defin}
	Sei $m  \in \N$ eine Zahl für die $\left( \faktor \Z {m\Z} \right)^*$
	zyklisch ist und $g$ ein Erzeuger von $\left(\faktor \Z {m\Z}\right)^*$. Dann
	heißt $g$ Primitivwurzel mod $m$.
\end{defin}

Behauptung: Falls es eine Primitivwurzel (PW) $\mod m$ gibt,
so gibt es $\varphi(\varphi(m))$ viele.
\begin{proof}
	\[
		\abs{\left(\faktor \Z{m\Z}\right)^*} = \varphi(m).
	\]
	Ist $\hull g = \left( \faktor \Z {m\Z} \right)^*$, so ist $\hull{g^s} =
		\left( \faktor \Z {m\Z} \right)^* \iff \ggT\left(s, \underbrace{\abs{\left(
				\faktor \Z {m\Z} \right)^*}}_{\varphi(m)}\right) = 1$
\end{proof}

Behauptung: $\left( \faktor \Z {p\Z} \right)^*$ ist für $p
	\in \Primes$ zyklisch. (Denn $\faktor \Z{p\Z}$ ist Körper
und \\ ${\left( \faktor \Z {p\Z} \right)^* \ssq \left(
			\faktor \Z {p\Z} \right)^*}$)

Es gilt sogar: $\left( \faktor \Z {p^m\Z} \right)^*$ ist
zyklisch. \\ Sei $g$ eine PW $\mod p$.
\begin{lemma}
	Es gilt: $g^{p-1} \not\equiv 1 \pmod {p^2}$ oder $(g+p)^{p-1} \not\equiv 1 \pmod {p^2}$
\end{lemma}
\begin{proof}
	Angenommen $g^{p-1} \equiv 1 \equiv (g+p)^{p-1} \pmod {p^2}$.

	$(g+p)^{p-1} = g^{p-1} + p(p-1)g^{p-2} + \underbrace{\cdots}_{\equiv 0 \pmod {p^2}} \pmod{p^2}$.
	$(g+p)^{p-1} \equiv 1 \pmod{p^2} \land g^{p-1} \equiv 1 \pmod{p^2} \implies p(p-1)g^{p-2} \equiv 0 \pmod {p^2}$.
	Das hieße $(p-1)g^{p-2} \equiv 0 \pmod p \implies {g^{p-2} \equiv 0 \pmod p}$. $g$ ist aber PW. \qed
\end{proof}

\begin{satz}
	\label{satz:primitivwurzel}
	Sei $p>2$ prim, $g$ Primitivwurzel $\mod p$ für die $g^{p-1} \not\equiv 1 \pmod {p^2}$.
	Dann ist $g$ Primitivwurzel $\mod {p^s}$ für alle $s \ge 1$.
\end{satz}
\begin{proof}
	Wir zeigen zunächst durch Induktion, dass $g^{(p-1)\cdot p^{s-2}} \not\equiv 1 \pmod {p^s} \; \forall s \ge 2$. \\
	Induktionsanfang: $s=2$ nach Voraussetzung erfüllt. Sei bereits gezeigt, dass
	$g^{(p-1)\cdot p^{s-2}} \not\equiv 1 \pmod {p^s} = 1 + ap^{s-1}$ mit $p \nmid a$.
	\begin{align*}
		g^{(p-1)\cdot p^{s-1}} & = (1 + ap^{s-1})^p = 1 + pap^{s-1} + \frac{r(p-1)}2 a^2 p^{2s-2} +
		\underbrace{\sum_{i=3}^p \binom pi \cdot a^i p ^{(s-1)i}}_{\equiv 0 \pmod {p^{s+1}} \, s \ge 2, i \ge 3}                     \\
		                       & \equiv 1 + ap^s + \underbrace{\frac{p-1}2 \cdot a^2 p^{2s-1}}_{\equiv 0 \pmod {p^{s+1}} \, s \ge 2}
		\equiv 1 + ap^s \pmod {p^{s+1}} \not\equiv 1 \pmod {p^{s+1}}
	\end{align*}
\end{proof}

$\ord_{p^s}(g) \coloneq e \; e\mid \varphi(p^s) = (p-1)p^{s-1}$.
Zudem gilt: $g$ PW $\mod p \implies g^{p-1} \equiv 1 \pmod p \implies p-1 \mid e$.
Insgesamt $\frac e {p-1} p^{s-1} \implies \frac e{p-1} = p^k$ mit $k \le s-1$.
Wäre $\frac e {p-1} \le s-2$, so folgte $g^{(p-1)\cdot p^{s-2}} \equiv 1 \pmod {p^s}$, \Lightning{} zu \cref{satz:primitivwurzel}

Also gilt $k = s-1$ und damit $e=(p-1)p^{s-1} = \varphi(p^s)
	\implies g$ Primitivwurzel.

\begin{korollar}
	Sei $p>2$ prim. Dann ist $\left(\rk {p^k}\right)^*$ zyklisch $\forall k \ge 1$.
\end{korollar}

\begin{korollar}
	Sei $p>2$. Ist $g$ ungerade PW $\mod {p^k}$, so ist $g$ auch PW $\mod {2p^k}$.
\end{korollar}
\begin{proof}
	\[
		\ord_{2p^k}(g) = \kgV(\ord_2(g), \ord_{p^k}(g)) = \ord_{p^k}(g) = \varphi(p^k) = \varphi(2p^k)
	\]
\end{proof}

Weiters gilt: Falls $g$ eine gerade PW $\mod {p^k}$ ist, so
ist $g+p^k$ eine ungerade! $\implies
	\left(\rk{2p^k}\right)^*$ ist zyklisch.

\begin{bsp}
	Sei nun $p=2$, es gilt:
	\begin{itemize}
		\item $\ord_{2^k}(5) = 2^{k-2} = \frac{\varphi(2^k)}2$
		\item Für $k \ge 2$ ist $\mc Z \coloneq \{ (-1)^i 5^j\colon i \in \{0, 1\}, 0 \le
			      j < 2^{k-2}\}$ ist eine primes Restsystem $\mod {2^k}$.
	\end{itemize}
\end{bsp}

\begin{satz}
	Sei $k\ge 2$, dann ist
	$f\colon \fun {\overbrace{\rk 2 \times \rk {2^{k-2}}}^\text{additive Gruppen}} {\left(\rk {2^k}\right)^*}
		{(i, j)} {(-1)^i 5^j + 2^k \Z} $
	ein Isomorphismus.
\end{satz}

\begin{satz}[Satz von Gauß]\label{satz:gauss}
	Sei $m \in \N$. $\left(\rk m\right)^*$ ist zyklisch $\iff m = p^k \lor m = 2p^k$ für ungerade Primzahl $p, k\ge 1$
	oder $m=1, 2, 4$
\end{satz}
\begin{proof}
	Angenommen $\left(\rk m\right)^*$ sei zyklisch, $m \neq p^k, p \neq 2p^k, m \neq 2^k$.
	$\implies \exists$ ungerade Primzahl $q$ mit $m = q^n \cdot m'$ mit $\ggT(q, m')=1, m' > 1$.
	Sei also $a$ mit $\ggT(a, m)=1$, das heißt $a \in \left(\rk m\right)^*$.
	\[
		\ord_m(a) = \kgV(\ord_{q^n}(a), \ord_m(a)) \le \kgV(\varphi(q^n), \varphi(m')) > \varphi(q^n) \cdot \varphi(m'),
	\]
	da $\varphi(q^n) \equiv 0 \pmod 2, \varphi(m') \equiv 0 \pmod 2$, da $4
		\mid m'$ falls $m$ gerade.
	\[
		\ord_m(a) > \varphi(q^n)\cdot \varphi(m') = \varphi(q^n \cdot m') = \varphi(m)
	\]
\end{proof}

Sei $m = 2^{\alpha_1} p_2^{\alpha_2} \cdots p_k^{\alpha_k}$.
Dann gilt
\[
	\text{für }
	\begin{cases}
		\alpha_1 \le 2\colon & \left(\rk m\right)^* \cong \left(\rk {2^{\alpha_1}}\right)^* \times \left(\rk {p_2^{\alpha_2}}\right)^* \times \cdots \times \left(\rk {p_k^{\alpha_k}}\right)^* \\
		\alpha_1 > 2\colon   & \left(\rk m\right)^* \cong \rk 2 \times \rk {2^{k-2}} \times \left(\rk {p_2^{\alpha_2}}\right)^* \times \cdots \times \left(\rk {p_k^{\alpha_k}}\right)^*
	\end{cases}
\]
und alle auftretenden Faktoren sind zyklische Gruppen.

\section{Algebraische Kongruenzen}
Kongruenzen vom Typ $f(x) \equiv 0 \pmod m$,
wobei $f(x) = \sum_{i=0}^n a_i x^i, a_i \in
	\Z$.

\begin{satz}[Satz von Lagrange]\label{satz:lagrange-kongruenzen}
	Sei $p \in \Primes, f(x) \equiv 0 \pmod p$ eine algebraische Kongruenz vom Grad $n$.
	Dann hat $f$ höchstens $n$ Nullstellen $\mod p$.
\end{satz}
\begin{proof}
	$p \in \Primes \implies \rk p$ ist Körper $\implies \rk p [X]$ ist IB $\implies
		f \in \rk p [X]$ vom Grad $n$ hat höchstens $n$ Nullstellen.
\end{proof}

\begin{proposition}
	Sei $f \in \Z[X], f \neq 0, L_f(m)$ die Anzahl der $\mod m$ inkongruenten Lösungen von
	$f(x) \equiv 0 \pmod m$.
	Dann ist $L_f$ multiplikativ, das heißt $L_f(mn) = L_f(m) \cdot L_f(n)$ falls $(m, n) = 1$.
\end{proposition}
\begin{proof}
	Für $k \in \N$ sei $A_k$ die Menge der Restklassen $\bar x \mod k$, für die $f(\bar x) \equiv 0 \pmod k$
	(sodass $L_f(k) = \abs{A_k}$).
	Wir wissen: $g\colon \fun {\rk {mn}} {\rk m \times \rk n} {x+mn\Z} {(x + m\Z, x + n\Z)}$ ist ein Isomorphismus.

	$g(A_{mn}) \overset{\text{z.z.}}= A_m \times A_n$. \\
	Ist $f(x) \equiv 0 \pmod {mn}$,  so folgt $f(x) \equiv 0 \pmod m$ und $f(x) \equiv 0 \pmod n \implies
		g(A_{mn}) \ssq A_m \times A_n$. \\
	Umgekehrt: Sei $f(x) \equiv 0 \pmod m, f(y) \equiv 0 \pmod n$ (also $(x, y) \in A_m \times A_n$).
	Nach dem Chinesischen Restsatz~\ref{chinrest} gibt es mit $(m, n)=1$ eine Restklasse $z \mod {m\cdot n}$
	mit $z \equiv x \pmod m, z \equiv y \pmod n$.
	Damit ist $f(z) \equiv 0 \pmod {mn} \implies g(A_{mn}) \supseteq A_m \times A_n$.
	\[
		L_f(mn) = \abs{A_mn} = \abs{g(A_{mn})} = \abs{A_m \times A_n} = \abs{A_m} \cdot \abs{A_n} = L_f(m) \times L_f(n)
	\]
\end{proof}

Anwendung auf Kongruenzen $f(x) \equiv 0 \pmod m, m =
	p_1^{\alpha_1} \cdots p_k^{\alpha_k}$.
\[
	f(x) \equiv 0 \pmod m \iff f(x) \equiv 0 \pmod{p_i^{\alpha_i}} \; i = 1, \dots, k
\]

\begin{bsp}
	Sei $f(x) = x^3 + 19x^2 - x + 2 \equiv 0 \pmod {21}$.
	\begin{align*}
		 & f(x) \equiv 0 \pmod 3 & \text{hat Lösungen } & 1, 2    \\
		 & f(x) \equiv 0 \pmod 7 &                      & 1, 2, 6
	\end{align*}
	$\longrightarrow$ Bestimme alle $z \mod {21}$ mit $
		\begin{cases}
			z \equiv a_i \pmod 3 & a_i \in \{1, 2\}    \\
			z \equiv b_j \pmod 7 & b_j \in \{1, 2, 6\}
		\end{cases}
	$
	Lösungen $\mod {21}$ sind: $1, 2, 8, 13, 16, 20$.
\end{bsp}

$f(x) \equiv 0 \pmod {p^\alpha}, \alpha >1$

1. Schritt: Löse $f(x) \equiv 0 \pmod p$ durch Einsetzen. Seien die Lösungen von $f(x) \equiv 0 \pmod{p^e}$
bekannt für ein $1 \le e \le \alpha$. Bezeichne die Menge der $\mod {p^e}$ inkongruenten Lösungen mit $A_e$.
Angenommen $x_0 \in A_e \iff f(x_0) \equiv 0 \pmod {p^e} \implies f(x_0) \equiv 0 \pmod{p^{e-1}}
	\implies x_0 \equiv a \pmod {p^{e-1}}$, also $x_0 = a + y p^{e-1}$.
\begin{align*}
	f(X) \coloneq \sum_{k=0}^n a_k X^k \implies f(X) = \sum_{k=0}^n \frac{f^{(k)}(a)}{k!} (X-a)^k \\
	\implies f(x) - f(a) = \underbrace{\left( \sum_{k=1}^n \frac{f^{(k)}(a)}{k!} (X-a)^{k-1} \right)}_{q(X)} (X-a)
\end{align*}
Dann ist $q(a) = f'(a)$. Setze $x_0$ für $X$ und betrachte die resultierende Kongruenz $\mod {p^e}$:
\begin{align*}
	-f(a) \equiv (y\cdot p^{e-1}) q(x_0) \pmod {p^e} \implies \frac{-f(a)}{p^{e-1}} & \equiv y\cdot q(x_0) \pmod p                   \\
	p^{e-1}                                                                         & \equiv y\cdot q(a) \equiv y\cdot f'(a) \pmod p
\end{align*}
Insgesamt:
\begin{equation}
	\label[kongruenz]{eq:kongruenz}
	\frac{-f(a)}{p^{e-1}} \equiv yf'(a) \pmod p.
\end{equation}
Kongruenz vom Typ:
\begin{align*}
	b \equiv ay \pmod m \text{ lösbar} & \iff ay - b = \lambda m                \\
	                                   & \iff ay - \lambda m = b \text{ lösbar} \\
	                                   & \iff \ggT(a, m) \mid b
\end{align*}

3 Fälle:
\begin{enumerate}
	\item $f'(a) \not\equiv 0 \pmod p$. Dann ist $\ggT(f'(a), p) = 1$ und daher
	      die Kongruenz eindeutig lösbar. Dann hat $a$ genau eine Fortsetzung $a + yp^{e-1}$ in $A_e$, wobei
	      $y$ die eindeutige Lösung von \cref{eq:kongruenz} ist.
	\item $f'(a) \equiv 0 \pmod p\land f(a) \equiv o \pmod p$. Dann ist jedes $y \in \rk p$ Lösung von
	      \cref{eq:kongruenz} und $a$ hat $p$ Fortsetzungen zu Lösungen $a + yp^{e-1}$ in $A_e$.
	\item $f'(a) \equiv 0 \pmod p \land f(a) \not\equiv 0 \pmod p$. Dann hat $a$ keine Fortsetzung in $A_e$.
\end{enumerate}

\begin{bsp}
	\begin{align*}
		f(X)  & = X^3 + 3X^2 + 4X + 8,\; f(X) \equiv 0 \pmod {16} \\
		f'(X) & = 3X^2 + 6X + 4 \equiv X^2 \equiv X \pmod 2
	\end{align*}
	\begin{description}
		\item [$\mod 2$:] 0, 1 sind Lösungen.
		\item [$\mod 4$:]
		      \leavevmode
		      \begin{itemize}
			      \item Fortsetzungen von 0: $\frac{-f(0)} 2\equiv 0 \equiv y
				            \cdot 0 \pmod 2 \implies$ Fortsetzungen von 0 sind $y =
				            0 + 0\cdot 2$ und $0 + 1 \cdot 2$, also 0, 2.
			      \item Fortsetzungen von 1: $\frac{-f(1)}2 \equiv 0 \equiv 1
				            \pmod 2 \implies$ Fortsetzung von 1 ist $1 + 0 \cdot 2
				            = 1$.
		      \end{itemize}
		      $\implies$ Lösungen $\mod 4\colon 0, 1, 2$.
		\item [$\mod 8$:]
		      \leavevmode
		      \begin{itemize}
			      \item Fortsetzung von 0: $\frac{-f(0)}4 \equiv 0 \equiv y
				            \cdot 0 \pmod 2 \implies$ Fortsetzungen von 0 sind $0 +
				            0 \cdot 4 = 0$ und $0 + 1 \cdot 4 = 4$.
			      \item Fortsetzung von 1: $\frac{-f(1)}{4} \equiv 0 \equiv y
				            \cdot 1 \pmod 2 \implies$ Fortsetzung von 1 ist $1 + 0
				            \cdot 4 = 1$.
			      \item Fortsetzung von 2: $\frac{-f(2)}{4} \equiv 1 \equiv y
				            \cdot 0 \pmod 2 \implies \nexists$ Fortsetzung von 2.
		      \end{itemize}
		\item [$\mod {16}$:] Übung, nur 1 hat die Fortsetzung $1 + 0\cdot 8 = 1$.
	\end{description}
	\begin{center}
		\begin{tikzpicture}
			\node (a) at (4, 0) {17};
			\node (b) at (4, 1) {1};
			\node (c) at (4, 2) {1};
			\node (d) at (4, 3) {1};
			\node (e) at (4, 4) {1};
			\node (f) at (2, 2) {4};
			\node (g) at (1, 2) {0};
			\node (h) at (2, 3) {2};
			\node (i) at (1, 3) {0};
			\node (j) at (1, 4) {0};
			\graph { (e) -> (d) -> (c) -> (b) -> (a) ,
				(j) -> (h),
				(j) -> (i) -> (g),
				(i) -> (f)
			};
			\node at (-1, 0) {$\mod {32}$:};
			\node at (-1, 1) {$\mod {16}$:};
			\node at (-1, 2) {$\mod {8}$:};
			\node at (-1, 3) {$\mod {4}$:};
			\node at (-1, 4) {$\mod {2}$:};
		\end{tikzpicture}
	\end{center}
\end{bsp}

\section{Potenzreste \& quadratische Reste}
Sei nun $f(X) = X^n - a$. Wir können
$X^n \equiv a \pmod m$ reduzieren zu
$X^n \equiv a \pmod{p^\alpha}$ für
Primzahlpotenzen. Wir beschränken
uns auf den Fall $\ggT(a, p) = 1
	\implies a \in \left( \rk {p^\alpha}
	\right)^*$ und wir wissen $\left(
	\rk {p^\alpha} \right)^*$ ist
zyklisch. $\exists$ PW $\mod
	{p^\alpha}$!

Sei $m \in \N$ mit $\left( \rk {m} \right)^*$ zyklisch. Sei
$g$ eine PW$\mod m$.
\begin{defin}
	Für $a \in \left(\rk m\right)^*$ sei $I_g(a)\in \{0, 1, \dots, \varphi(m)-1\}$ so gewählt, dass
	$a \equiv g^{I_g(a)} \pmod m$. Dann heißt die Abbildung
	\[
		I_g\colon \fun
		{\left(\rk m\right)^*} {\rk {\varphi(m)}} a {I_g(a)}
	\]
	\emph{zahlentheoretischer Logarithmus} (zur Basis $g$).
\end{defin}

\begin{bsp}
	$m = 7, g = 3$.
	\begin{center}
		\begin{tabular}{ccccccc}
			$a \in \left(\rk 7\right)^*$: & 1 & 2 & 3 & 4 & 5 & 6 \\
			\midrule                                              \\
			$I_3(a) \in \rk 6$:           & 0 & 2 & 1 & 4 & 5 & 3 \\
		\end{tabular}
	\end{center}
\end{bsp}
Es gilt: $g^i \equiv g^j \pmod m \iff i \equiv j \pmod {\varphi(m)}$. (Übung, Satz von Fermat)

\begin{proposition}
	Für $a, b \in \left(\rk m\right)^*, g$ PW $\mod m$ gilt:
	\[
		I_g(ab) \equiv I_g(a) + I_g(b) \pmod {\varphi(m)}
	\]
\end{proposition}
\begin{proof}
	\begin{align*}
		g^{I_g(ab)} \equiv ab \equiv g^{I_g(a)} \cdot g^{I_g(b)} \equiv g^{I_g(a)+ I_g(b)} \pmod m \\
		I_g(ab) \equiv I_g(a) + I_g(b) \pmod {\varphi(m)}
	\end{align*}
	Durch Induktion: $I_g(a^n) = n I_g(a)$.
\end{proof}

\begin{bsp}[Anwendungen]
	\begin{enumerate}
		\item $ax \equiv b \pmod m$ mit $\ggT(ab, m) = 1, \exists$ PW $g \pmod m$.
		      \begin{align*}
			       & \iff I_g(ax) \equiv I_g(b) \pmod {\varphi(m)}         \\
			       & \iff I_g(a) + I_g(x) \equiv I_g(b) \pmod {\varphi(m)} \\
			       & \iff I_g(x) \equiv I_g(b) - I_g(a) \pmod {\varphi(m)}
		      \end{align*}
		      Beispiel: $2x \equiv 5 \pmod 7, g = 3$
		      \begin{align*}
			       & \iff I_3(x) \equiv I_3(5) - I_3(2) \pmod 6           \\
			       & \iff I_3(x) \equiv 3 \pmod 6 \iff x \equiv 6 \pmod 7
		      \end{align*}
		\item $a x^n \equiv b \pmod m$ mit selben Voraussetzungen wie bei 1.
		      \begin{align*}
			       & \iff I_g(ax^n) \equiv I_g(b) \pmod {\varphi(m)}         \\
			       & \iff n I_g(x) \equiv I_g(b) - I_g(a) \pmod {\varphi(m)}
		      \end{align*}
		      und diese ist genau dann lösbar, wenn
		      \[
			      \ggT(\varphi(m), n) \mid (I_g(b) - I_g(a)).
		      \]

		      Beispiel:
		      \begin{align*}
			      2x^5 \equiv 6 \pmod 7 & \iff 5 I_3(x) \equiv I_3(6) - I_3(2) \pmod 6 \\
			                            & \iff 5 I_3(x) \equiv 1 \pmod 6               \\
			                            & \iff I_3(x) \equiv 5 \pmod 6                 \\
			                            & \iff x \equiv 5 \pmod 7
		      \end{align*}
		\item $ab^x \equiv c \pmod m, \ggT(abc, m) = 1$
		      \begin{align*}
			       & \iff I_g(ab^x) \equiv I_g(c) \pmod {\varphi(m)}        \\
			       & \iff xI_g(b) \equiv I_g(c) - I_g(a) \pmod {\varphi(m)}
		      \end{align*}
		      und diese Kongruenz ist lösbar, genau dann wenn
		      \[
			      \ggT(I_g(b), \varphi(m)) \mid (I_g(c) - I_g(a)).
		      \]

		      Beispiel:
		      \begin{align*}
			      2 \cdot 3^x \equiv 5 \pmod 7 & \iff XI_3(3) \equiv I_3(5) - I_3(2) \pmod 6 \\
			                                   & \iff X \equiv 3 \pmod 6
		      \end{align*}
	\end{enumerate}
\end{bsp}

\begin{defin}
	Seien $m \in \N, a \in \left(\rk m\right)^*.$ $a$ heißt $n$-ter Potenzrest $\mod m$, wenn
	$X^n \equiv a \pmod m$ lösbar ist, das heißt $a$ ist $n$-te Potenz in $\left(\rk m\right)^*$.
	Für $n = 2$ heißt $a$ quadratischer Rest.
\end{defin}

\begin{satz}
	Seien $m, n, d \in \N$ mit $d = \ggT(n, \varphi(m)), a \in Z$ mit $\ggT(a, m) = 1$.
	Ist $\einheit{\rk m}$ zyklisch, so ist $a$ genau dann $n$-ter Potenzrest $\mod m$, wenn
	$a^{\frac{\varphi(m)}d} \equiv 1 \pmod m$. Die Kongruenz $X^n \equiv a \pmod m$ hat
	genau $d$ inkongruente Lösungen $\mod m$.
\end{satz}
\begin{proof}
	\begin{align*}
		X^n \equiv a \pmod m & \iff n \underbrace{I_g(X)}_y \equiv I_g(a) \pmod {\varphi(m)}\text{ lösbar ($g$ eine PW $\mod m$)}           \\
		                     & \iff d \mid I_g(a) \text{(und die Kongruenz hat genau $d$ Lösungen)}                                         \\
		                     & \iff \varphi(m) \mid \frac{\varphi(m)I_g(a)}{d} \text{(beide Seiten mit $\frac{\varphi(m)}d$ multipliziert)} \\
		                     & \iff g^{\frac{I_g(a) \varphi(m)}d} \equiv -1 \pmod m                                                         \\
		                     & \iff \underbrace{\left(g^{I_g(a)}\right)}_a^{\frac{\varphi(m)}d} \equiv 1 \pmod m.
	\end{align*}
\end{proof}

\begin{satz}
	Seien $m, n \in \N, d \coloneq \ggT(m, n)$. Dann bilden die $n$-ten Potenzreste $a \in \einheit{\rk m}$ eine
	Untergruppe von $\einheit{\rk m} (\coloneq P_n)$. Ist $\einheit{\rk m}$ zyklisch, so ist
	$\abs{P_n} = \frac{\varphi(n)}{d}$.
\end{satz}
\begin{proof}
	Seien $a, b$ $n$-te Potenzreste, das heißt $\exists x, y\colon x^n \equiv a \pmod m, y^n \equiv b \pmod m$. % TODO: ist es mod n, oder mod m
	Dann ist $(xy)^n \equiv ab \pmod n$ also ab $n$-ter Potenzrest.
	Darüber hinaus gilt: $x^n \equiv a \pmod m \implies \ggT(x, m) = 1$, das heißt $x$ ist invertierbar
	in $\rk m$, also in $\einheit{\rk m}$.
	\[
		\left(x^{-1}\right)^n \equiv a^{-1} \pmod m.
	\]
	Ist $\einheit{\rk m}$ zyklisch, so existiert eine Primitivwurzel $g \pmod
		m$. \\ $a^{\frac{\varphi(n)}{d}} \equiv 1 \pmod m \iff \frac{\varphi(m)}d
		I_g(a) \equiv 0 \pmod {\varphi(m)}$, diese Kongruenz hat genau
	$\ggT(\frac{\varphi(m)}d, \varphi(m)) = \frac{\varphi(m)}d$ Lösungen.
\end{proof}

\begin{korollar}
	Wähle $m = p, p \in \Primes$ ungerade, $n = 2$. $\einheit{\rk{p}}$ enthält genau $\frac{p-1}2$ quadratische
	Reste (QR) und $\frac{p-1}2$ quadratische Nichtreste (QNR) %TODO: stimmt das?
\end{korollar}

\begin{defin}
	Sei $p \neq 2$ prim, $a \in \Z$ mit $(a, p) = 1$.
	\[
		\left(\frac ap\right) \coloneq
		\begin{cases}
			1  & \text{falls } a \text{ QR} \mod p  \\
			-1 & \text{falls } a \text{ QNR} \mod p
		\end{cases}
		\text{ heißt \emph{Legendre-Symbol}}
	\]
\end{defin}

\begin{bemerkung}
	Falls $a \equiv a' \pmod p \implies \left(\frac ap\right) = \left(\frac{a'}p\right)$.
\end{bemerkung}

\begin{satz}[Eulersches Kriterium]\label{satz:eulerkriterium}
	Sei $p \neq 2$ prim, $(a, p) = 1$.
	Dann gilt: $\left(\frac ap\right) \equiv a^{\frac{p-1}2} \pmod p$
\end{satz}
\begin{proof}
	Wir wissen bereits $\left(\frac ap\right) = 1 \iff a$ QR $\mod p \iff a^{\frac{p-1}2} \equiv 1 \pmod p$.
	Ist $a$ QNR, so ist $a^{\frac{p-1}2} \not\equiv \pmod p$, aber $a^{p-1} \equiv 1 \pmod p$ (kleiner Fermat).
	\[
		\underbrace{a^{p-1} - 1}_{\equiv 0 \pmod p} \equiv \underbrace{\left(a^{\frac{p-1}2} - 1\right)}_{\not\equiv 0 \pmod p}
		\cdot \left(a^{\frac{p-1}2} + 1\right) \pmod p \implies a^{\frac{p-1}2} + 1 \equiv 0 \pmod p.
	\]
\end{proof}

\begin{korollar}
	Seien $a_1, \dots, a_k \in \Z, (a_1, \dots, a_k) = 1$.
	Dann gilt
	\[
		\left(\frac{a_1 \cdots a_k}p\right) = \left(\frac{a_1}p\right) \cdots \left(\frac{a_k}p\right)
	\]
\end{korollar}
\begin{proof}
	Einsetzen ins \hyperref[satz:eulerkriterium]{Eulersche Kriterium}.
\end{proof}

\begin{korollar}[erster Ergänzungssatz]
	\[
		\left(\frac{-1}p\right) = (-1)^{\frac{p-1}2}
	\]
	Daher gilt $\left(\frac{-1}p\right) = 1 \iff p \equiv 1 \pmod 4$.
\end{korollar}

\begin{satz}[Lemma von Gauß]
	Sei $p \neq 2$ prim, $(a, p) = 1$). Seien $r_i$ die Reste bei Division mit absolut kleinstem Rest $a\cdot i$ durch $p, 1 \le i \le \frac{p-1}2$.
	Dann gilt: $\left(\frac ap\right) = \sgn(r_1) \cdot \sgn(r_2) \cdots \sgn\left(r_{\frac{p-1}2}\right)$.
\end{satz}
\begin{proof}
	Wir behaupten zunächst: $\left\{ \abs{r_1}, \dots, \abs{r_{\frac{p-1}2}}\right\} = \left\{1, \dots, \frac{p-1}2\right\}.$ \\
	$\abs{r_i} \le \frac p2, r_i \neq 0, r_i \neq \frac p2$ weil $(a, p) = 1$ beziehungsweise $p \neq 2$.
	Angenommen ${\abs{r_i} = \abs{r_j}} \implies {r_i = \pm r_j} \implies {a\cdot i \equiv \pm a\cdot j \pmod p} \implies i \ge I_J \pmod p
		\implies i \equiv j \pmod p$ wegen $1 \le i, j \le \frac {p-1} 2$.
	\begin{align*}
		\left(\frac{p-1}2\right)! \cdot \sgn(r_1) \cdots \sgn\left(r_{\frac{p-1}2}\right)
		 & = \abs{r_1} \cdots \abs{r_{\frac{p-1}2}} \cdot \sgn(r_1) \cdots \sgn\left(r_{\frac{p-1}2}\right) \\
		 & = r_1 \cdots r_{\frac{p-1}2}                                                                     \\
		 & \equiv (a \cdot 1) \cdots \left(a \cdot \frac{p-1}2\right) \pmod p                               \\
		 & \equiv a^{\frac{p-1}2} \cdot \left(\frac{p-1}2\right)! \pmod p                                   \\
		\implies \sgn(r_1) \cdots \sgn\left(r_{\frac{p-1}2}\right)
		 & \equiv a^{\frac{p-1}2} \equiv \left(\frac ap\right) \pmod p
	\end{align*}
\end{proof}

\begin{korollar}[zweiter Ergänzungssatz]
	\[
		\left(\frac 2p\right) = (-1)^{\frac{p^2 - 1}8} =
		\begin{cases}
			1  & \text{falls } p \equiv 1 \lor 7 \pmod 8 \\
			-1 & \text{falls } p \equiv 3 \lor 5 \pmod 8 \\
		\end{cases}
	\]
\end{korollar}
\begin{proof}
	\leavevmode
	\begin{tabular}{ccccc}
		$p = 8k + 1$: & $r_{2k+1}, \dots, r_{4k}$           & sind negativ, das sind & $2k$   & Stück. \\
		$p = 8k + 3$: & $r_{2k+1}, \dots, r_{4k}, r_{4k+1}$ & sind negativ, das sind & $2k+1$ & Stück. \\
		$p = 8k + 5$: & $r_{2k+2}, \dots, r_{4k+2}$         & sind negativ, das sind & $2k+1$ & Stück. \\
		$p = 8k + 7$: & $r_{2k+2}, \dots, r_{4k+3}$         & sind negativ, das sind & $2k+2$ & Stück.
	\end{tabular}
\end{proof}

\begin{satz}[quadratisches Reziprozitätsgesetz]
	Seien $p, q$ ungerade Primzahlen. Dann gilt:
	\[
		\left(\frac pq\right) \cdot \left(\frac qp\right) = (-1)^{\frac{p-1}2 \cdot \frac{q-1}2}
	\]
\end{satz}

\begin{bsp}
	\begin{itemize}
		\item $\left(\frac{53}{37}\right) = \left(\frac{16}{37}\right) = \left(\frac2{37}\right) = 1$
		\item
		      \begin{multline*}
			      \left(\frac{223}{\underbrace{997}_{\equiv 1 \pmod 4}}\right) = \left(\frac{997}{223}\right) =
			      \left(\frac{118}{223}\right) = \left(-1\right)^{\frac{223-1}2} \cdot
			      \left(\frac{118}{223}\right) =\\= -\left(\frac{2}{223}\right)
			      \left(\frac{59}{223}\right) = - \left(\frac{\overbrace{59}^{\equiv 3 \pmod 4}}{\underbrace{223}_{\equiv 3 \pmod 4}}\right) =
			      +\left(\frac{223}{59}\right) = \left(\frac{-13}{59}\right) =\\=
			      \left(-1\right)^{\frac{59-1}2}\left(\frac{13}{59}\right) =
			      -\left(\frac{13}{59}\right) = -\left(\frac{59}{13}\right) =
			      -\left(\frac{7}{13}\right) = -\left(\frac{13}{7}\right) =\\=
			      -\left(\frac{-1}{7}\right) = -\left(-1\right) = 1
		      \end{multline*}
		      $\implies 223$ ist quadratischer Rest$\mod {997}$.
	\end{itemize}
	Wenig rechnen verglichen mit \hyperref[satz:eulerkriterium]{Eulerschem Kriterium} $223^{498} \pmod p$.
\end{bsp}

\begin{bsp}
	Es existieren unendlich viele Primzahlen $p \equiv 1 \pmod 4$.
	\begin{proof}
		Angenommen $p_1, \dots, p_s$ seien alle Primzahlen $\equiv 1 \pmod 4$.
		$N\coloneq p_1 \cdots p_s$. Betrachte $(2N)^2 + 1$.
		Sei $q$ ein Primteiler von $(2N)^2+1$, dann kann $q$ nicht aus
		$\{p_1, \dots, p_s\}$ sein, also $q \equiv 3 \pmod 4$.
		$(2N)^2 + 1 \equiv 0 \pmod q \iff (2N)^2 \equiv -1 \pmod q$, das heißt $-1$ ist QR$\mod q$, also $\left(\frac {-1}q\right)$ = 1.
		Nach erstem Ergänzungssatz $\implies q \equiv 1 \pmod 4$
		\qed
	\end{proof}
\end{bsp}
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